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Exercice 1

Soit U un ouvert de C et f: U — C, g: f(U) — C deux applications de classe C! au sens réel.
1. Calculer (%(go f) et %(gof).

2. En déduire que g—f = (L) et que 5z = (25,

Exercice 2

Soient U un ouvert connexe de C et f: U — C une fonction holomorphe. En utilisant les conditions
de Cauchy-Riemann, montrer que f est constante si elle vérifie I'une des conditions suivantes :

1. f(z) = f(2), 2.R(f) est constante, 3. J(f) est constante, 4.|f| est constante.

Rappelons les définitions suivantes. Soient x1, ..., x, les coordinées linéaires sur R™. Définissons 2*
comme l'algébre sur R engendré par dx1, . . ., dz,, avec les rélations (dz;)? = 0 et dxidr; = —dvjdr;,i # j.
Soit V' C R™ un ouvert non-vide, et C* (V') I'algébre de C* fonctions f: V — R. Les formes différentielles
C*>® sur V sont les éléments de lalgebre Q*(V) = C=®(V) ®r Q*. L’algébre Q*(V) est naturellement
gradué; un élément w € Q4(V) s’appelle un g-forme différentielle C*° sur V, et s’écrit uniquement
comme ) fi, . i, dxi - -dg, avec iy < ... < ig. L'operateur d: Q¥(V) — QITL(V) est défini par df =
S (0f /0x;)dz; pour f € Q%(V), et par dw = Y dfrdz; pour w = > frdzs. Les formes dans le noyeau
de d: QI(V) — QIFTL(V) s’appellent fermées, et les formes dans 'image de d: Q4=1(V) — Q4(V) ezactes.

Exercice 3

1. En utilisant la formule d(7 - w) = (d7) - w + (=1)?7 - dw pour 7 € Q4(V), w € Q"(V), montrer que
les formes différentielles exactes sont fermeées.

2. Pour z = z + iy € C*, on définit dr = dr(z) = % et dd = df(z) = %’;ﬁdy. On obtient

ainsi deux formes différentielles sur C*. Ces formes sont-elles fermées ? Exactes ?

3. Montrer qu’en tout z € C* les applications dr (z) et df (z) forment une C-base de l’espace des
applications R-linéaires de C dans C. Si f est une fonction C! sur un ouvert U de C* sa différentielle
peut donc s’écrire df = %dr + g—gdﬁ.

4. Exprimer % et % en fonction de % et de %.

5. Que deviennent les équations de Cauchy—Riemann en coordonnées polaires 7

6. Montrer qu’une fonction holomorphe f: U — C est constante si Arg(f) est constante.

Exercice 4

Soit f une fonction holomorphe sur le disque unité. On suppose qu'il existe r € ]0,1] tel que f est

bornée par M sur 9D (0,7) et qu'il existe a € D (0,r) tel que f (a) = 0. Montrer que |a| > %r.



Exercice 5

Soit f une fonction holomorphe sur U := C — Ry C C.
1. En utilisant ’'Exercice 3.5, montrer 'existence d’une primitive ' de z — 1/z sur U avec F(1) = 0.

2. Expliquer pourqoui, plus généralement, chaque fonction holomorphe f: U — C admet une telle
primitive.

Exercice 6

Soient U un ouvert connexe de C et f une fonction holomorphe sur U.

1. Que peut-on dire de f si f est holomorphe ?

2. On suppose qu'il existe une fonction F' € C! (R,R) telle que pour tout z € U on a I (f (2)) =
F(R(f(2))). Que peut-on dire de f?

3. Conclure que I'image d’une fonction holomorphe f: U — C non-constante ne peut pas étre contenu
dans I'image d’une C! courbe ~: [0,1] — C. Donner une autre preuve de ce fait.

Exercice 7

Soit U un ouvert connexe de C. Soient f et g des fonctions holomorphes sur C.
1. On suppose que f (z)+g (z) est réel pour tout z € U. Montrer qu’il existe un réel c¢ tel que f = g+c.

2. On suppose que g ne s’annule pas et que f (2) g (z) est réel pour tout z € U. Montrer qu'il existe
un réel ¢ tel que f = cg.

"Exercice 8

Soit U un ouvert de C. Soit (f5),,cy une suite de fonctions holomorphes sur U convergant simplement
vers une fonction f sur U. Montrer qu’il existe un ouvert dense V' C U tel que f est holomorphe sur V.

"Exercice 9

1. Que peut-on dire des fonctions entiéres & valeurs dans un demi-plan ?

2. Soient f et g des fonctions entiéres telles que pour tout z € C on a |f (2)] < |g (2)]. Que peut-on
dire de f et g7

3. Etablir une version du théoréme de Liouville pour les fonctions entiéres & croissance au plus poly-
nomiale.

4. Montrer que les fonctions entiéres f telles que |f (z)| tend vers +o0 lorsque |z| tend vers +o00 sont
polyndmiales.

"Exercice 10

Soit a une 1-forme C* fermée sur D(0, 1). Montrer qu’il existe une fonction f: D(0,1) — C de classe
C> avec a = df. Autrement dit (Lemme de Poincaré) : les 1-formes C* fermées sur D(0, 1) sont ezactes.

"Exercice 11

Soit f: V — W une application R-différentiable entre deux ouverts V et W de RZ. On dit que f
conserve les angles de maniére infinitésimale si, étant donné deux courbes réguliéres v;: [0,1] — V et
y2: [0,1] — V de classe C! telles que 71 (0) = 72(0), les courbes images 'y = fo~y; et ['y = f o~y forment
entre elles au point f(0) un angle orienté (I';(0),T%5(0)) égal a I'angle orienté (v1(0),v5(0)). On dit aussi
que f est une application conforme. Montrer que si on identifie R? avec C, alors f est une application
conforme si et seulement si f est holomorphe et sa dérivée ne s’annule pas.



