TD 7: RESIDUS

Olivier de Gaay Fortman

4 - 8 avril 2022

Les exercices marqués avec un ' sont plus difficiles que les autres. Pour toute question
ou remarque, veuillez envoyer un mail & olivier.de.gaay.fortman@ens.fr ou passer & mon

bureau (T17, DMA, ENS).

Rappelons les notions suivantes. Soit U un ouvert de C, z € U et f: U — {z} — C
une fonction holomorphe. Soit > 0 tel que D(z,7) C U. On a vu dans le cours qu’il
existe une suite (a,)nez de nombres complexes vérifiant les propriétés suivantes :

— la série g(z) = > 7 an(z — x)™ converge sur D(z,r);

— lasérieh(z) =) 7, 2w converge et définit une fonction holomorphe sur C—{x};

— f(2) = hz) + g(2) = >,z an(z — 2)", quel que soit z € D(z,r) — {z}.

Définition. La série h(z) est la partie singuliére de f en . Le coefficient a_y de (z—x)~*

est le résidue Res(f,z) de f en x. La fonction f est méromorphe en x s’il eziste k € Z
tel que a,, = 0 pour tout n < k. Sim € Z>y, on dit que f a un pole (resp. zero) d’ordre
men x, si a_y # 0 (resp. am # 0) et a, = 0 quel que soit n < —m (resp. n < m). La
valuation v, (f) de f en = est définie par

v (f) =inf{n € Z: a, # 0} € Z C {£o0}.

Exercice 1

Soit U un ouvert de C et aq,...,a, € U. Soit f une fonction holomorphe sur U —
{ai,...,a,}, et supposons que f soit méromorphe en chaque a; (on dit par abus de
langage que f définit une fonction méromorphe sur U). Montrer que L est méromorphe

f
sur U, avec des poles simples aux poles et zéros de f, et on que I'on a

/
Res <f7,a> =v,(f), quel que soit a € U.
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Exercice 2

Soit U C C un ouvert, et soient a € U, r > 0 tels que D(a,r) C U. Soit f holomorphe
sur U. Supposons que dD(a,r) ne contient aucun zéro de f. Montrer que le nombre de
zéros de [ dans D(a,r), comptés avec multiplicité, est égal a

1 f'(2)
2im dD(a,r) f(Z) b

Exercice 3

Soit A € R+ . Calculer

Exercice 4

Soit U C C un ouvert non-vide. Montrer que f est méromorphe sur U si et seulement
si tout point @ € U a un voisinage ouvert a €  C U sur lequel f peut s’écrire sous la
forme f = g/h, avec g et h holomorphes sur U.

Exercice 5

Soit U C C ouvert et f: U — C méromorphe.
1. Montrer que les poles de f sont isolés dans U.

2. Supposons que D(a,r) C U pour certains a € U, 1 € Ro. Montrer que f n’a qu'un
nombre fini de poles dans D(a,r).

Exercice 6

1. Soient R > 0 et f: D(a, R) — {a} — C holomorphe. Montrer que :

(a) f est holomorphe en a si et seulement si f est bornée dans D(a,r) — {a} quel
que soit r €]0, R[;

(b) f est méromorphe mais non holomorphe en «a si et seulement si |f(z)| — 400
quand z — a;

(¢) f a une singularité essentielle en a si et seulement si 'image de D(a,r) — {a}
est dense dans C, quel que soit r €]0, R[. (En fait, limage de D(a,r) — {a}
par f contient C — {b} pour un certain b € C (le grand théoréme de Picard)).
2. Soit f: C — C une fonction holomorphe. Montrer que si f n’est pas un polynome,
alors f(C — D(0,n)) est un ouvert dense de C, quel que soit n € N. En déduire que
f n’est pas injective.
3. Montrer que si f: C — C est holomorphe et bijective, alors il existe a € C* et
B € C tels que f(z) = az + b quel que soit z € C.



Exercice 7

Soient U C C un ensemble ouvert simplement connexe, f, g deux fonctions analytiques
dans U, v: I = [0,1] — U un lacet contenu dans U et tel que v(I) ne contienne aucun
des zéros de f. Supposons en outre que l'on ait |g(z)| < |f(z)| sur I'ensemble ~(I). Le
but de cet exercice est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme (Théoréme de Rouché). L’ensemble v(I) C U ne contient aucun des zéros
de f+g et siay,...,a. (resp. by, ..., bs) sont les zéros de f (resp. de f+ g) d’incice # 0
par rapport a vy, on a

T

Zj(ah;?/) ’ Uah(f) = Z](bk‘),y) ’ Ubk(f +g) (1)

h=1

1. Montrer que v(I) C U ne contient aucun des zéros de f + g.
2. Considérons la fonction h = (f + g)/f. Montrer que h est méromorphe dans U, et

que l'on a
Moo(f+g) S

h o f+g f

3. Soit ' = hovy: I — C le lacet t — h(y(t)). Montrer qu'il existe r > 0 tel que
IT(t) — 1| <r < 1 quel que soit t € 1.

4. En déduire que j(0,T") = 0.

5. Conclure.

"Exercice 8
Soient a € C* et § € C. Proposons-nous de localiser les racines de I’équation
tan(z) = a(z — f). (2)

Montrer que I’équation (2) a exactement 2n + 1 racines z € C telles que |R(z)| < nr et
|$(2)| < nmr, dés que n est assez grand.

Indice : Observer que les zéros de (2) sont ceux de l’équation
a(z — fB)cos(z) —sin(z) =0 (3)

et appliquer le théoreme de Rouché avec U = C et v étant le périmétre du rectangle,
Juxtaposition des quatre chemins

Y1: T nm 4, —nm <t < nm,
Yo: T nim —t, —nm <t < nm,
Y3: L= —nm —it, —nm <t < nm,
Yo: T —nam+ 1, —nr <t <nm.



fExercice 9
On considére la série entiére
f)=1+22 42"+ 422 +...

1. Montrer que le rayon de convergence R est R = 1.

2. Soit g(z) = ap+a1z+---+a,2" + - -+ une série entiére de rayon de convergence 1.
On suppose que les a,, sont > 0 et que la série de terme général a,, soit divergente.
Montrer que lorsque z est réel et tend vers 1 en restant < 1, g(z) tend vers +oo.

3. Montrer que l'on a
fla) =2+ f(") =2+ 2+ f(eh) =

4. En déduire que tous les points du cercle 9D(0, 1) sont singuliers pour f.

Exercice 10

Démontrer le théoréeme de Liouville en appliquant le théoréeme des résidus a l'intégrale

(oot o#rec H0-re

Exercice 11

Prouver que l'on a

T 3 8

0 L3 00 (i3
/ sm(x)dx _ : / sin (x)d:v _ 3_7T
0 2 0

Exercice 12

Montrer que 1'on a

2m
/ e cos(nf —sin(0))dd = ==, n € Zs.
0 n -



