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Exercice 1

Montrer que

o0

nez n=-—o00

Exercice 2

Soient U un ouvert de C et zg € U. Pour f holomorphe sur U — {z}, montrer que :
1. Si f est holomorphe en zy, alors Res(f, zp) = 0.

2. Si f =g/h, ou g et h sont holomorphes sur U, si g(zy) # 0, et si h a un zéro simple
en z, alors Res(f, z0) = g(20)/h'(20).

3. Si f a un pdle simple en zj, et si g est holomorphe en zy, alors Res(gf, 29) =

g(z0)Res(f, 20)-
4. Si k > 1, et f = (2 — %) %g, ot g est holomorphe sur U, alors Res(f,z) =
9"V (z0)/(k = 1)L,

Exercice 3

1. Pour a € RY,{ € R,n € N, calculer la valeur des intégrales suivantes :

COS T xrsinx e e dz oo 1 T logaw
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1. Si R € C(X,Y), calculer fo% R (cost,sint) dt en supposant que R est tel que I'in-

tégrale est bien définie. Traiter les cas particuliers R = - et R = (a+1X)2.

2. Pour n,p € N tels que p < n — 2, calculer :

+o00 D +o00 1
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Exercice 4

Montrer que toutes les solutions de ’équation zsinz = 1 sont réelles. (Appliquer le
théoréeme de Rouché a ¢: z v+ zsinz et : z+— zsinz — 1.)
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Exercice 5

Soit U un ouvert connexe de C et (f,), oy une suite de fonctions holomorphes sur U
qui converge uniformément sur tout compact de U vers une fonction f.
1. On suppose que pour tout entier n la fonction f,, est injective. Montrer que f est
injective ou constante.
2. Soit V un ouvert de C. On suppose que pour tout entier n, 'image de f,, est contenue
dans V. Montrer que 'image de f est contenue dans V ou que f est constante.

Exercice 6

Soit U un ouvert connexe de C.

1. Soit A une partie localement finie de U. Pour tout o € A, on se donne un entier
m,, et des nombres complexes by, . . ., by, . En utilisant le théoréme de Mittag-Leftler
ci-dessous, montrer qu’il existe une fonction holomorphe f sur U telle que pour tout
a € Aettout k€ {0,...,my} on ait f® (a) = by.

2. Soient f et g des fonctions holomorphes sur U. On suppose que g n’est pas identi-
quement nulle et que f et g n’ont pas de zéro en commun. Montrer qu’il existe des
fonctions holomorphes h; et hy sur U telles que f + hig = e"2.

3. En déduire que O (U) est un anneau de Bézout : si hy, ..., h, € O (U) alors il existe
heO(U) tel que WO(U)+---+h,OU) =00 ().

4. Montrer que O (U) n’est pas principal. (Construire une suite (hy,), o d’éléments de
O (U) telle qu’il n'existe pas de h € O (U) tel que |J, oy (Dig RO (U)) = hO (U)).

Théoréme (Mittag-LefHler). Soit U un ouvert de C. Soit A C U une partie localement
fini. Pour tout o € A, on se donne un entier m, et des nombres complexes ay, ..., ap,,.
Il existe une fonction méromorphe f sur U telle que f~ ({c0}) C A et pour tout a € A,

) =3 w0y o).

Exercice 7

Pour z € C, on pose f (z) = [ < dt.
1. Montrer que f est bien définie et holomorphe sur C.
2. En appliquant la formule de Cauchy sur un quart d’anneau, montrer que si z =

z+i(3+ ) avecz € Ret A € Ry alors |f (2)] < 1.

3. En utilisant la fonction f construire une fonction entiére g qui tend vers 0 le long
de toute demi-droite partant de l'origine.

Exercice 8

Existe-t-il une suite de polynomes (P,), oy telle que P, (0) = 1 pour tout n € N et
P,(z2) — 0 pourtout z € C*?

n—-+o0o



