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Pour toute question ou remarque, veuillez envoyer un mail à olivier.de.gaay.fortman@ens.fr
ou passer à mon bureau (T17, DMA, ENS).

Exercice 1
Soient Λ un réseau dans C et ℘ la fonction de Weierstrass associée.
1. Soit f une fonction elliptique paire de période Λ. Montrer qu’il existe c ∈ C et des

nombres complexes a1, . . . , an et b1, . . . , bm que l’on déterminera tels que

f = c

∏n
i=1 (℘− ai)∏m
j=1 (℘− bj)

.

2. Soit f une fonction elliptique de période Λ. Montrer qu’il existe des fractions ra-
tionnelles P et Q telles que

f = P (℘) + ℘′Q (℘) .

Exercice 2
Soit Λ ⊂ C un réseau. La fonction σ de Weierstrass (relative à Λ) est défini par

σ(z) = σ(z; Λ) = z
∏
ω∈Λ
ω 6=0

(
1− z

ω

)
e(z/ω)+ 1

2
(z/ω)2 .

Démontrer les propriétés de σ suivantes :
1. La fonction σ définit bien une fonction entière σ : C→ C.
2. La fonction σ admet un zéro simple à chaque λ ∈ Λ, mais ne s’annule pas ailleurs.
3. On a

d2

dz2
log σ(z) = −℘(z) ∀z ∈ C \ Λ.

4. Pour chaque ω ∈ Λ, il existent a, b ∈ C (dépendant de ω) tels que

σ(z + ω) = eaz+bσ(z), quel que soit z ∈ C.
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Exercice 3
Soit Λ ⊂ C un réseau et f : C→ C une fonction elliptique. Pour a ∈ C, soit

Pa = {a+ t1ω1 + t2ω2 | 0 ≤ t1 ≤ 1, 0 ≤ t2 ≤ 1} .

Choisissons a ∈ C tel que ∂Pa ne contient ni zéro ni pôle de f . Pour [ω] ∈ C/Λ, définissons
ord[ω](f) = ordω(f) pour ω ∈ Pa tel que ω ≡ [ω] mod Λ.

1. Montrer que ord[ω](f) ne dépend pas du choix de a ∈ C.
2. Montrer que il n’y a qu’un nombre fini de z ∈ C/Λ tel que ordz(f) 6= 0.
3. Observer que Z(C/Λ) s’identifie avec le groupe des sommes formelles

∑
z∈C/Λ nz · (z)

avec nz 6= 0 que pour un nombre fini de z ∈ C/Λ. Par la question précédente, la
valeur

div(f) =
∑

ω∈C/Λ

ordω(f) · (ω) ∈ Z(C/Λ).

est bien défini.
4. Soit Div0(C/Λ) ⊂ Z(C/Λ) le sous-groupe des sommes

∑
z∈C/Λ nz ·(z) avec

∑
z nz = 0.

Montrer que la fonction
div : C(Λ)∗ → Z(C/Λ)

est un homomorphisme de groupes, et que div(C(Λ)∗) ⊂ Div0(C/Λ).

Exercice 4
Soit Λ ⊂ C un réseau. Soient n1, . . . , nr ∈ Z et z1, . . . , zr ∈ C tels que

r∑
i=1

ni = 0 et
r∑

i=1

nizi ∈ Λ.

Montrer qu’il existe une fonction elliptique f(z) ∈ C(Λ) telle que

div(f) =
r∑

i=1

ni · (zi).

(Indice : Si
∑r

i=1 ni · zi = 0, montrer que l’on puisse prendre f(z) =
∏
σ(z − zi)ni .)

Exercice 5
Pour un réseau Λ ⊂ C un réseau, soit Σ le homomorphisme Σ: Div0(C/Λ) → C/Λ

défini par
∑

z nz · (z) 7→
∑

z nz · z. Prouver le théorème suivant :

Théorème. Soit Λ ⊂ C un réseau. Alors la suite suivante est exacte :

1 // C∗ // C(Λ)∗ div // Div0(C/Λ) Σ // C/Λ // 0

2



Exercice 6
Soit Λ = Zω1 +Zω2 ⊂ C un réseau. Supposons que θ : C→ C est une fonction entière

telle que ils existent a1, a2 ∈ C tels que

θ(z + ω1) = a1θ(z) et θ(z + ω2) = a2θ(z) quel que soit z ∈ C.

Montrer qu’il existent b, c ∈ C tels que θ(z) = becz quel que soit z ∈ C.

Exercice 7
Soit Λ ⊂ C un réseau.
1. Montrer que pour tout z, a ∈ C \ Λ, on a

℘(z)− ℘(a) = −σ(z + a)σ(z − a)

σ(z)2σ(a)2
.

(Indice : Comparer zéros et pôles.)
2. Montrer que σ(nz)/σ(z)n

2 ∈ C(Λ) pour tout n ∈ Z.

Exercice 8
Pour un réseau Λ ⊂ C, définissons la fonction zêta de Weierstrass ζW (z) comme

ζW (z) =
1

z
+
∑
ω∈Λ
ω 6=0

(
1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

)
.

1. Montrer que
d

dz
log σ(z) = ζW (z), et

d

dz
ζW (z) = −℘(z).

2. Montrer que
ζW (−z) = −ζW (z),

et que pour tout ω ∈ Λ, il existe η(ω) ∈ C, tel que

ζW (z + ω) = ζW (ζ) + η(ω).

3. Si ω 6∈ 2Λ, montrer que η(ω) = 2ζW (ω/2).
4. Montrer que l’application η : Λ→ C est bien définie et bilinéaire.
5. Écrivons Λ = Zω1 + Zω2 avec =(ω1/ω2) > 0. Prouver la relation de Legendre

ω1η(ω2)− ω2η(ω1) = 2πi.

(Indice : Calculer l’intégrale de ζW (z) atour d’un parallélogramme fondamental Pa.)
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