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Exercice 4 (Points fixes) :

1.« Onpeutprendre a = w?, car w + w? = w(l + w) = w?;

« On peut prendre 3 = w*, en effet ww® = W' = W¥;
« Soit la suite définie par la récurrence suivante : wy = 1, wy41 = w*™. On pose y = sup, ¢, wn- On a alors

w? = WP ¥n = gup, WY = sup,, Wpi1 = .

2. On définit par récurrence o = v et a1 = F'(v,) et on pose oy, = sup,, &y, Par hypothése sur F la suite «,
est croissante. Supposons que cette suite est strictement croissante et donc «, est une ordinal limite.

On aalors F(ay,) = sup,,.,  F (7). Comme oy, = sup,, a,, pour tout v < ay,, il existe n tel que v < o, et
donc sup,,.,, F(7v) <sup, F(a,) = sup,, ans1 = . On a donc trouvé un point fixe et il est alors facile de
trouver le plus petit comme précédemment. On peut méme vérifier que «, est ce plus petit point fixe.

En effet, si @ < v < o, est un point fixe de F, il existe n tel que c,, < ¥ < aypq1 et alors apyy = Fape1) €
F(v) = v ce qui est absurde.

Si la suite des «, n'est pas strictement croissante, il existe n tel que «,, = F(«v, ). Comme précédemment, si
on prend n minimal, on trouve le plus petit point fixe de F' au dessus de a.

3. 1l est évident que F'G est croissante et continue et que pour tout a, FG(a) > G(a) > «. De plus on peut
montrer que « est un point de fixe commun de F' et de G si et seulement si c’est un point fixe de F'G. Une des
implications est triviale. Supposons donc que F'G(«) = o. Comme G(«) > «, on obtient que a = FG(ax) >
F(«) > aetdonc a est un point fixe de F'. Maintenant, si G(«) > a on aalors F/(G(a)) > F(a) = a < G(«)
ce qui contredit le fait que pour tout v, f(v) > v et donc G(«) = .

Cette question est donc une conséquence immédiate de la précédente.

4. Lafonction z — w + x vérifie les hypothéses de la question 2. 11 s'en suit donc que son plus petit point fixe est
sup,, wn = w?. Soit maintenant o > w?. Il existe donc B tel que a = w?+B et doncw+a = w+w?+p = W+ = a.

5. On a ww®™93 = W[ = WY A3 ce qui prouve une des implications. De comme la fonction x +~ wax vérifie
toutes les hypothéses de la question 2, le plus petit o tel que wa = wet o > 1 estsup,, w™ = w*. Soit maintenant
a tel que wa = . Soit @ = w* B + ~ la division euclidienne de « par w*. On a alors w3 + v = o = wa =
ww* B+ wy = w* B +wy et donc v = wy. Comme v < w*, on doit avoir v = 0.

Exercice 5 (Forme normale de Cantor) :

1. Soit 8 = sup{7y : w” < a}. Onaalors w” < a. En effet, si 3 est nul, w® = 1 < q, si B est limite alors w” =
SUD,~<q W) < @ etsi B3 est successeur alors 3 € {y:w? < a} et donc w” < . De plussiw?*! <a, B+1< B ce
qui est absurbe.

2. On proceéde par induction sur a. Pour l'existence, soit a; tel que w™ < a < w* ™, Soit @ = w* 6 + B la

division euclidienne de o par w®!. Si § > w, @ = W6 + B > w*w = w* L ce qui est absurde. 11 sen suit donc
que 6 = k1 € w. Siky =0, alors @ = § < w™! ce qui est aussi absurde. On conclut par hypothése d'induction
appliquée a (5.
Pour ce qui est de l'unicité, supposons o = Y7 w*k; = Zj”il whi l;. Tout dabord sin = 0 # m,ona « =
Yiswriki=0=% ¥ wP1; = a, il s'en suit que n = 0 si et seulement si m = 0. Supposons qu'ils soient tous
deux non-nuls. Si o; > 1, comme w?i (lj+1) < wPi-1 on a, par une récurence descendante immédiate sur
2 whil; <wPr(1;+1) etdonc a < wPi(l;+1) <w < @, ce qui est absurde. Donc o = 3; par symétrie.
Supposons maintenant k; > 1, on a alors w® (k1 — l1) Yo w™k; = Zj"iz whi l; ol B3 < . Par induction
cela est impossible. On a donc k; = [; et on conclut par induction.



3.

OnayY,w®k; <Y, w’k;siet seulement si il existe i tel que pour tout i < 49, a; = f; et k; = [; mais o, > 5y,
ou «;, = [, et k;, > l;,. La preuve est essentiellement la méme que la preuve de l'unicité la forme normale
de Cantor.

Pour ce qui est de I'addition, soit i maximal tel que «;, > 1. Si e, = $1, on a alors

ig—1
YWk W ki = Y w ki w0 (ki +1) + Y w ks
[ % =1 =2
Sia, > B,

i
Zwaiki + Zwﬁiki = iwaiki + Zwﬁikz
i i i=1 i=1

Exercice 6 (Somme naturelle sur les ordinaux) :

I.

2.

+

C’est évident.

C'est évident en utilisant la description de 'ordre en forme normale de Cantor donnée a la derniére question
de l'exercice précédent.

. Clest aussi immédiat au vue de la derniére question de I'exercice précédent.

L'hypothése faite sur @* entraine, par récurrence sur -, que pour tous ordinaux «, 8,v,onaa ®* (8 +7v) >
(a®* 8) +v.De méme, on aaussi (o +) ®* 82 (ad* B) +17.

On montre par récurrence sur la paire («, ) que a®* § > a @ /3. (Ou on ordonne les paires lexicographique-
ment, avec la convention de votre choix.) Cest clair pour (0, 0). Supposons que ce soit vrai pour tout (o', 8') <
(a, B).Onécrita = wMky +... +wky et f = W™l + ... + w1, comme dans 'énoncé. Par symétrie, on peut
supposer que [,, > 0. Alors par l’observatlon precedente, ona:a®* 2 (ad*wlh+..+wm(l,-1))+w.
Par hypothese de récurrence, on en déduit :

a® B > (a®wli+. . +wm(l,-1))+w"

> w(ki+h)++w(kp+l,—-1)+w™
2

Wk +1) ++w™(ky +1y).

Exercice 7 (Suites de Goodstein) :

I.

2.

f2.3(35) = 3%® + 4 = beaucoup et f3,,(35) = w¥ + w2 + 2

Remarquons tout d’'abord que pour tout p < g si on remplace dans I'écriture en base p d'un nombre p par ¢, on
obtient une écriture en base g. On prouve alors cette question par récurrence. Soit n € N et supposons quon
a vérifié la question pour tout m < n. Alors soit, n = Y, n;p* écriture en base p de n. On a alors :

fq,r(fp,q(n)) fq,T(Zi quyq(i)ni)
= Zi rfqﬂ‘(fp‘q(i))ni
= 3, rlor(p,

= fpr(n)

Soientn < m deux entlers et on suppose que pour tout entier strictement plus petit que n, f;, o (n) < f, 5, W (n+
1). Soientn = Y; p* - n; et m = ¥, p* - m; leurs écritures en base p. On aalors a = f, ,(n) = ¥; wlee (D), et
B=fpw(m)=3; wfp‘w( %) .m;. Soit io maximal tel que n; # m;. Sionsuppose que n < m, onaalors n;, < mj,.
Soit vy = ZZ-?Z»U wfre@ . p, Onadonca = v+ wlreln, + Yi<io wire@ piet = g+ wlreldm, +
Dicio wlre @ m,,

On démontre par induction sur j que ¥, w/r«(® - n; < w/r<) En effet,

Zi<j+1 wfp,w(i) -y = wfp,w(.?i) . TL] + Zi<j wfp,w(i) ‘N
wfp,w(]) . (nj + ]_)
wfp,w(j)+1

IN NN

1 s'en suit donc que a < v + wfrw(0) . (n; +1) <y + wlrelio) m, < B,



92(5) = 5

g3(5) = fa3(22+1)-1 = 33

ga(5) = fza(27)-1 = 4t -1

g5(5) = fus(255)-1 = 5%.3+5%.3+5-3+2
g6(5) = fs6(467)-1 = 6°-3+6%-3+6-3+1

sauf si je me suis trompé...

27

255
467
775,

5. Si In+1 (a) = O: alors fn+17w (gn+l (a)) =0. Sil’lOI‘l, fn+l,w (gn+1 (a)) = fn+1,w (fn,n+1 (gn(a) )_1) < fn+1,w (fn,n+1 (gn(a))) =
frw(gn(a)). 1l sen suit donc que cette suite est strictement décroissante jusqu’a atteindre 0, ce qui arrive a
un moment vu que cest une suite d'ordinaux strictement décroissante et ensuite elle est constante égale a

Zéro.

6. Comme on a montré a la question précédente, il existe n tel que f,, ,,(gn(a)) = 0 et donc g, (a) = 0.

Exercice 8 (Qui sont ces charmants messieurs?) :
De gauche a droite :

o Goodstein, celui de I'exercice 7;
 Dedekind, celui des coupures et de I'exercice 6 du TD 1;

« Leretour de Cantor, il est partout cet homme !



