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Exercice 1 (Ordres) :

L. e Vayz [(x<y)ry<z)] - (x<2);
o VYV, #x< 1]

e Vo,y(x<yvy<zvzr=y).

2. Les axiomes précédents, plus :
o Va,y, (x <y) > (Fz(x < z Az < y)) pour la densité.
o JzVy, (y = x vy < x) pour lexistence d'un plus grand élément.

e Vx3Iy, y > x pour I'absence de plus grand élément.
3. Lanégation de 'axiome de densité : Iz, yVz(z>x > z=axV2=yV 2 >y).
4. Vx3dy, y <.
5. voir I'exerice suivant.

6. voir I'exerice suivant.

Exercice 2 :
On définit la formule lim; par induction pour i € N*

o limg(x):=x=1x
o lim;y () = lim;(2) A [Vy(y < z Alim; (y)) = (Fz, lim;(2) Ay<zAaz<a)].

L'ensemble défini par limg(«) est l'ensemble de tous les points de «, lim; () définit I'ensemble des 8 < « qui sont
limites. Remarquez qu’ici on a décidé que 0 était limite (il vérifie bien la formule). On fait cela essentiellement pour
des raisons pratiques (pour rendre les considérations ultérieures plus simples). Ensuite un itére la construction en
définissant lim, 'ensemble des limites dans lim; etc. Plus précisément comme lim; (o) est un sous-ensemble de «,
on peut aussi le munir d'une £-structure et on a alors lim; 1 (@) = lim; (lim; («)).

Vous remarquerez que pour ¢ > 1, lim;,; est obtenue a partir de lim; en relativisant les quantificateurs a l'ensemble
défini par lim;. En effet, nous voulons définir I'ensemble des points non isolés de lim; (). La relativisation est faite
de la fagon suivante : chaque fois qu'un quantificateur existentiel apparait dans la formule lim; (), disons appliqué
a la variable z, on remplace 3z (...) par 3z (lim;(2) A ...) ; de méme, une occurrence de quantificateur universel,
par exemple Vy (. ..) sera remplacée par Vy(lim(y) — ...).

On remarque aussi que lim; (w) = {0}, alors que lim; (w + 1) = {0,w}. De méme, lim,, (w™) = {0}, lim,, (w™ +7) =
{0,w™}si0<y<wm

Revenons-en plus précisément a la question qui nous occupe. A tout ordinal o < w* peut étre écrit sous sa forme
normal de Cantor : a = w¥e + wFny + W ng_1 + - +wngotie = 0,1, k et les n; € N et nj, # 0. Cette écriture
est unique (et elle différe un tout petit peu de la forme quon prend habituellement). Pour des raisons pratiques, on
se permettra aussi de parler de n; pour ¢ > k mais on les prendra nuls. Par récurrence sur i on montre alors que
lim; () est un ordinal isomorphe & w*e +w*~'ny, +wWFIng_1 +--+w i, +¢; ol e; = 1 lil existe j < iavecn; # O et
¢; = 0 sinon. Pour tout ordinal «, notons fin(«) € N le reste de la division euclidienne de « par w (en terme d’ordres
Cest la taille du plus grand segment final fini de ). On a alors fin(lim; («)) = n; + ¢;.

1 est alors facile d’écrire un énoncé ¢y, ,,, telle que « = @y, si et seulement si ny, = m. La formule suivante devrait
faire l'affaire :

|:E|:Tn,maxx7 hIIlk(Jj) A /\ H:O,maxx’ hml(l’)] v |:E|:7n+1,lfnaxx7 hmk(ﬂj) A \/ Hzl,maxx7 hml(l‘)]
i<k i<k



ol 7™M »(x) est la formule suivante :

3zy.wm, Ne(@) A N\ wi <z A [Vy, o(y) =[(y <o a3z limg(2) Ay <zaz<z) vy =]
m %

i<j

sim#0et 370 (x) =V, p(z) = Jy(e(y) Ay > ).

Ainsi si 8 = w*d + wlmy + - + wOmy, s'il existe i tel que n; # m; il y a un énoncé vrai dans « et fausse dans /3 (par
exemple la formule ¢; ,,,). Si pour tout ¢ € N, n; = m; on a alors e # d et donc 'un des deux est plus grand que w®
et vérifie donc pour tout k, Jzy, = < y A limy(x) limg (y) alors que l'autre non.

Le résultat qu'on vient de montrer est en quelque sorte optimal puisqu'on peut montrer pour tout ordinal « il existe
un ordinal 5 < w2 tel que @ = B (je pense avoir une idée de la preuve mais on en reparlera si vous voulez quand on
aura fait un peu délimination des quantificateurs).

Exercice 3 :

I.

o VaVyVz,(z+y)+z=c+(y+2)A(zxy)xz=xx(yxz)rxx(y+2)=(rxy)+(xxz2),
e VaVy,x+y=y+rAxXxXy=yXxuc,
e Ve,z+0=zxArzxl=zrx+(-2)=0A(z=0v (Jy,xxy=1)).
S 1=0.
On l'axiomatise par la théorie suivante {37 ; 1#0: p e N} ot YL, t; est une notation pour t + - + t;.
On l'axiomatise par la théorie suivante {Vxq...Vx,,z, = 0v (3yY; z;y° = 0) : n € N*} ot t* est une
notation pour ¢ x --- x ¢ ot ¢ apparait k fois.
R E dz,x x = 2 mais pas Q.

1l est définissable par < y := 32,2 — y = 22

Exercice 4 (Systémes de connecteurs) :

I.

Tout connecteur booléen étant donné par sa table de vérité, il est clair qu’ils sont tous équivalents & une forme
normale conjonctive (ou disjonctive si vous préférez) et donc que {A, Vv, -} est complet. Mais P v ) <=
-(=P A =Q) et donc {A, -} est complet.

Lemmer1:

La table de vérité d'une formule a n varibales (n > 2) ne contenant que des - ou des < contient un nombre
pair de « vrai»

Démonstration. On procede par induction sur les formules. Pour une variable seule cest évident car elle
contient 2" « vrai » et autant de « faux ». De plus, si c'est vrai pour ¢ clest aussi vrai pour ¢, en effet
2" étant pair, le complémentaire a 2" d’'un nombre pair est pair.

Reste le cas de ¢ <= 1) et ol on suppose que 'hypothese d'induction est vérifiée pour ¢ et 1. Supposons
que @ et ¢ ont la méme valeur de vérité dans un nombre impair de cas. S’il y a un nombre pair de cas dans
lequel ils sont tous les deux « vrais », alors il y a un nombre pair de cas ol ¢ est vraie et ¢ est fausse. Dans Le
cas ot il y a un nombre impair de cas dans lequel ils sont tous les deux « vrais », on a alors un nombre impair
de cas ol @ est vraie et 1) est fausse. Dans les deux cas cela implique que % est fausse dans un nombre impair
de cas, ce qui est absurde. [

11 est alors évident que ce systéme de connecteurs ne peut pas étre complet, ce serait-ce que parce qu’il ne
permet pas de définir A.

Considérons le systéme des 8 connecteurs binaires qui valent toujours « vrai » sur quand les deux variables
valent « vrai ». 1l est alors évient que toute formule écrite avec ces connecteurs sera vraie quand toutes ses
variables sont vraies. Ce systéme ne peut donc pas étre complet.

Exercice 5 (Structures finies) :



1. Soit n = |M|, comme il y a 27" fonctions de M* — {0,1}, il y a, & équivalence prés dans M, au plus on"*
formules a k variables. 11 suffit alors de choisir une formule (;) dans chacune de ces classes d’équivalences.

2. Laformule

oy Az Nz zj aVyNy=ai N\ @ilesa)y,--@smy] N\ ~@ilzsay, - Tse) ],
i<j i §,0€T J,¢¢T);
ouT; ={6: Mk p;[msay,--.,mswn)]}, est vraie dans M et elle est donc aussi vraie dans V. En posant n;
I'élément de N qui réalise x; dans cette formule, on obtient bien la propriété voulue.

3. Soit®) : m,; ~ n;, montrons que cest un isomorphisme. 1l suffit de montrer que pour toute formule p[x1, . .., 2]
et tout (a;) € M*, M & p[ay,...,a;] siet seulement siN & p[¢(a1),...,¥(ax)]. Pour tout i il existe j; tel
que a; = my;,. Quitte a rassembler les a; identiques, a rajouter des variables inutiles et a permuter certaines
variables, on peut trouver une formule ¢’ telle que M = ¢[m;,,...,mi] < ¢'[m1,...,m,]. Maison a
alors par hypothése M & ¢'[my,...,m,] si et seulememt si M £ @;[m;,...,m,], pour un certain i, si et
seulement si N & ;[¥(my), ..., (my,)], si et seulement siN E p[¢p(my, ), ..., (M, )]

Exercice 6 (Préservation) :

I Soit N € Mety = Vai...Va,[z1,...,2,]. Soient (a;) € N™, comme N est une sous structure et
sans quantificateurs, on a N E [aq,...,a,] si et seulement si M E ¢[z1,...,2T,] (cela se démontrer par
induction sur la formule), mais cela est vrai par hypotheése.

2. Clest évident par le méme genre de raisonnement que dans I'exercice précédent ou en disant que - est
universelle et en appliquant la question précédente.

3. Soit f une fonction de £ (d’arité n) et a € (U; M;)". Comme [ est filtrant, il existe i tel que a € M]*. On pose
alors fM(ay,...,a,) = fMi(a1,...,a,).Sij # iesttel que a € M7, soit k tel que i < k et j < k. Comme
M; € M;sii<j,onaalors fMi(ay,...,a,) = fM*(ay,...,a,) = fMi(aq,...,a,). Cette définition a donc
un sens (et ne dépend pas du ¢ choisit). De méme pour les relations.

Soit alors i € I, f une L-fonction d’arité n et a; € M;, par définition de f M (et du fait que cette définition ne
dépend pas du i choisit) on a alors fM(ay,...,a,) = fMi (a1, ...,a,). De méme pour les relations.

4. Soit ai,...,a, € M, comme [ est filtrant, on trouve i € [ tel que tous les a; € M;. on trouve alors dans M;
unuplet by, ..., b, € M; € M tel que M; E ¢[a,b]. Mais comme ¢ est sans quantificateurs et que M; est une
sous-structure de M on obtient bien que M & ¢[a, b]

Exercice 7 (Cloture algébrique) :

1. A chaque élément de acly; on peut associer une formule de £ A paramétres dans A (la formule dont il est
une des solution en nombre fini). On a donc une fonction de acly;(A) - {L-formules & parameétres dans
A} telle que 'image réciproque de chaque point est finie. 11 s'en suit donc que aclys(A) s'injecte dans {L£-
formules a parameétres dans A} x N. Il reste alors a voir que le cardinal de {£-formules a paramétres dans A}
est max{|A|,| L], R¢}.

2. Toute formule a parameétres dans A étant a parameétres dans B, clest évident.

3. On atoujours A < aclp;(A). En effet prendre pour o[z, y] la formule « 2 = y », pour tout d € A, on a alors d
unique réalisation de o[z, d] dans M. Par la question précédente, aclp; (A) S aclps(aclys(A)).
11 reste & montrer l'autre inclusion. Soit d € aclys(aclpr(A)). 1l existe donc une formule [, y1,...,y,] et
ai,...,an € acly(A) telle que M £ ¢[d,ay,...,a,] et telle qu’il existe au plus n éléments d’ € M pour
lesquels M E gq[d’, ai,...,a,]. Dautre part, pour 1 < k < n, il existe une formule 0;[x,y3, ...,y ] et des
points aj, ..., a; € Atels que M & 0;[a;,aj,...,a; ] et telle qu'il existe au plus n; éléments d’ de M pour
lesquels M &= 0;[d’,af, ..., aj, ].
Soit [y1,- - -, yn ] la formule 37" zp[x, y1,. .., yn]. On considére alors la formule

Ul yise v, 1= 390 3y Clns s yn] Al g,y A A Gilyis vt ui, -

i<n

On peut alors vérifier que M & 1[d, ai, ..., ay. ] et que cette formule a au plus n []; n; solutions dans M.



4. Soit [z, y1,...,yn] et ay,...,a, tel que d est une des solutions en nombre fini de p[z,ay,...,a,] dans M.
En posant Ag = {a; : 1 <i<n},onaalorsd € aclpr(Ag).

5. Comme o est un automorphisme de M qui fixe A, on a M E ¢[b,a1,...,a,] si et seulement si M E
olo(b),ai,...,a,]. llsensuitdonc que {c™(d)} estinclus dans'ensemble fini des solutions de p[z, a1, . .., ay]
dans M.

6. Soit 7 € R\ Q. Supposons 7 € acly(Q). Par la question 4, il existe un ensemble fini de rationnels @ tel
que d € aclp(Q). Mais il est facile de construire un automorphisme de (R, <), i.e. une fonction strictement
croissantes qui fixe () mais telle que tout autre point de R a une orbite infinie. 1l suffit pour cela par exemple
que f(x) > z sur R\ Q. Mais cela contredit la question s.

Exercice 8 (Cloture définissable) :

I. Les méme arguments que dans le cas précédent marchent.

2. bestdans la cloture définissable de A (dans M) si et seulement sil est fixé par tout automorphisme de M qui
fixe A. C’est la méme preuve que dans le cas précédent.

3. Comme M = (R, +,0,<) est ordonné, dans tout ensemble fini, on peut distinguer le premier élément, le
deuxieme élément etc. 1ls sont donc tous définissables. Plus précisément si |p(M, @)| = n alors chacune des
formules ¢y (y,a) = 3x1,...,Tn, Nicj i < x5 AN;p(5,a) Ay = 3, définit un singleton distinct (inclus
dans (M, a)) dans M.

De plusn = 1+ -1 ol 1 apparait n fois du coup dcl({1}) 2 Z, de plus n/m est 'unique point vérifiant
x + - +x =n ol x apparait m fois, du coup Q ¢ del(Z) c del(dcl({1})) = del({1}).

Exercice 9 (Qui sont ces charmants messieurs ?) :
De gauche a droite :

« David Hilbert, qui parmi ses problémes avait posé la question des fondations formelle des mathématiques et
de la cohérence de I'arithmétique (probléme 2). Certains systémes de preuve formelle sont d’ailleurs appelés
« ala Hilbert »;

 Gottlob Frege, parmi les premier a essayer de formaliser systématiquement les mathématiques (entre autre
dans son livre, le Begriffsschrift). La théorie de la démonstration, la part syntaxique de la théorie des modéles
et plus généralement les notations des mathématiques modernes sont en partie le fruit de son travail ;

o Ludwig Wittgenstein, philosophe, éléve de Russel qui dans son Tractatus logico-philosophicus traite de la
question de la vérité, du lien de la syntaxe au sens. Cest un peu le pére conceptuel de la théorie des modéles.



