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Exercice 1 (Ordres linéaires denses) :

1. Soit M et N = T et A une sous-structure commune, ¢[x,7] une L-formule sans quantificateurs et a € A.
Par forme normale disjonctive, ¢ est équivalente a une formule de la forme V/}, ¢ oll . est de la forme :
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Comme —z < y est équivalent & x > y v 2 = y quitte a agrandir k, on peut supposer que [5 et [¥ sont nuls. De
méme x # y est équivalent a z < y v x > y et donc on peut supposer que [ = 0. Supposons maintenant qu'il
existe c € M tel que M E ¢[c, @], il existe donc k tel que M = ¢ [c, @]. Il suffit donc de montrer qu'il existe
d € N tel que N & ¢ [d,a]. On peut donc supposer que ¢ est de la forme :
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Sil5 >0,onace Ac N etdonc il suffit de prendre d = c. On peut donc supposer que 15 = 0. Soit alors
a;, =max{a; :a; <cyu{-oo}eta;,, =min{a; : ¢ <a;} U{co}. Onaalors que a;, < x < a;, implique [z, a]
et donc comme l'ordre est dense sans extrémités, on trouve facilement d € N tel que a;, < d < a;,.

2. Soient M et N E T dénombrables. Notons M = {m,; : i € N} et M = {n; : 1 € N}. On construit alors par
récurrence une fonction f; strictement croissante d’'un sous-ensemble fini de M vers un sous ensemble de N
telle que pour tout i :

» m; est dans le domaine de f5; ;
o n,; est dans I'image de fo;,1.

Pour construire une telle fonction, par symétrie, il suffit de montrer que touta € M, f strictement croissante
de domaine @ et d'image incluse dans N et pour tout ¢ € M, on peut étendre f en une fonctions strictement
croissante dont le domaine contient ¢, mais on peut procéder exactement comme dans la question précé-
dente.

On prend alors f = U; f; qui est une fonction strictement croissante de domaine M et d'image N, i.e. une
isomorphisme entre M et V.

3. On peut conclure soit par le critére de Vaught, soit par le fait que ordre a un élément est une sous-structure
de tout ordre (en particulier de ceux qui sont linéaire dense sans extrémités).

4. Q et R sont tous deux des ordres linéaires denses sans extrémités et (Q, <) est une sous-structure de (R, <),
on peut donc conclure par élimination des quantificateurs.

5. Soit ¢[T] une L;-formule, alors il existe une £-formule ¢)[Z,7] et un uplet ¢ de nouvelles constantes telles

que ¢[T] = ¥[Z, ¢]. Comme T élimine les quantificateurs, il existe une £-formule sans quantificateurs 6 telle
que ¢ <= 0 et donc ¢ est équivalente a 0[Z,¢].
La complétude est maintenant immeédiate parce que tout modele de T contient la sous-structure formée de
la chaine des ¢;. Pour ce qui est des modeéles dénombrables, il y a clairement au mois trois types de modéles
dénombrables, ceux ou les ¢; sont non bornés, ceux ou les ¢; sont bornés mais n'ont pas de borne supérieure et
ceux ou les ¢; ont une borne supérieure. Dans les trois cas il est facile d’étendre progressivement la fonctions
qui envoie l'interprétation des ¢; sur l'interprétation des ¢; en un isomorphisme.

6. Lathéorie des ordres denses avec plus grand élément (mais pas de plus petit) n'élimine pas les quantificateurs.
En effet M; = {q € Q : ¢ < 0} est une sous structure de My = {g € Q : a < 1} et ce sont tous les deux des
ordres denses avec maximum mais pas minimum mais ce n'est pas une sous structure élémentaire, en effet
M; = Yz, x < 0 mais ce n'est pas le cas dans M». Par contre si on rajouter une constante pour le plus grand
élément, alors on peut montrer comme 2 la question 1 qu'on a élimination des quantificateurs. De méme s’il
y a un plus petit élément.



Exercice 2 (Groupes ordonnés divisibles) :

1. La théorie T contient les axiomes suivants :
« Lathéorie des groupes abéliens Vayz, (x+y)+z=x+(y+2)Az+y=y+xAz+(-x)=0Az+0=1x;
e Vaxyz, x<y—->x+2->9y+2;
 Pour tout n € N\{0}, VaIy, x + ... + & = y ou x apparait n fois dans la somme
e dz, x #0.

2. Supposons que z # 0, quitte 2 remplacer « par —z on peut supposer que z > 0. Onaalors (n+1) -z >n-z et
doncsin+#0,n-x>0.

3. Soit G un groupe divisible sans torsion. Soit x, y et z € G et n € N\{0} telsquen-y =n -z = x. On a alors
n-(y - z) = 0 et donc comme Gest sans torsion y = z. Pour tout n € N\{0}, /n est bien défini. Pour tout
p/q € Q,onposealors p/q-x = p-(x/q) (Cest bien définit). On peut vérifier que cela fait bien de G un Q-espace
vectoriel.

4. Soitxz € Div(A) etn € N\{0}, comme G est divisible, il existe y € G tel que n-y = x ¢ A. Comme z € Div(A),
il existe m tel que m-x € A et donc nm-y € A. Par définition de Div(A), y € Div(A) et donc Div(A) est bien
divisible.

5. Soity € Div(A) et n € N\{0} tel que n -y € A, on pose alors g(y) = f(n-y)/n (Cest bien défini). 1l est alors
facile de vérifier que g est bien un morphisme de groupe. De plus, on peut montrer (par récurrence) que si
x <y alors z/n < y/n. 1l sen suit donc que g est aussi strictement croissant.

6. Soitx ety e Gtelsquex < y,onaalorsz = 2/2+x/2 < (x +y)/2 < y/2 + y/2 = y. On démontre de méme
que G est sans extrémités (si z > 0 alors —z < = < 2z, si x < 0 alors 2z < x < —x et comme le groupe est non
nul il y a bien des éléments plus grands et plus petits strictement que 0).

7. On va montrer que pour tout M et N = T, tous @ € M et b € N vérifiant les méme formules sans quan-
tificateurs, toute £-formule ¢[x,7] sans quantificateurs et ¢ € M tel que M & ¢[c,a] il existe N* >N
et d e N* tels que N* & ¢[d,b] (ce qui implique bien que N’ £ 3z, p[z,b]). Comme @ et b vérifient les
méme formules sans quantificateurs, le groupe A engendré par @ et le groupe B engendré par b sont iso-
morphes (par un isomorphisme qui envoie @ sur b) en tant que groupes ordonnés. 1l s’en suit quon peu
étendre cet isomorphisme en f : Div(A) — Div(B) par la question s. Si ¢ est dans Div(A), il suffit de
prendre ' = N et d = f(c). Maintenant, si ¢ ¢ Div(A), définissons G. = {a € Div(A) : a < c} et
D, = {a € Div(A4) : ¢ < a} et considérons la théorie (dans le language £y u{d} ou d est une nouvelle
constante) Ty = DIN)u {f(a) <d:a € G.}u{d < f(a) : a € D.}. Par compacité, cette théorie est
consistante si et seulement toute sous-théorie T° finie l'est, or une sous-théorie finie de T} est inclue dans
DN)u{f(a) <d:G°}u{d< f(a):ae D’ ot G® c G, est fini et D° c D, est fini. Comme f est un
isomorphisme de groupe ordonné, les éléments de G sont tous plus petits que les éléments de D et donc
par un argument vue maintes fois dans ce Td, on peut trouver un point dans /N (qui est un ordre dense sans
extrémités) tel que si on interpréte d dans N par ce point, on obtienne un modele de 7. 11 existe donc N'*
etde N*telque d < f(a) sietseulementsic< f(a). De plus comme Div(A) est un sous Q-espace vectoriel
isomorphe a Div(B), ¢ ¢ Div(A) et d ¢ Div(B), on peut étendre f en temps qu'isomorphisme de Q-espace
vectoriel a 'espace engendré par Div(()A) et ¢ en envoyant c sur d. Cette extension g est en particulier un
morphisme de groupes.

11 suffit alors de montrer que g est aussi un isomorphisme pour 'ordre et on aura alors bien N* & ¢[d, b]
comme ¢ est sans quantificateurs. Soit « = a, + p/q-cety = a, + u/v-cdans Div(A) ® Qctelsque z < y
etdonc s/t-c = (p/q —ufv)cdote < az — ay = a. Si s et t sont tous deux positifs, on a alors ¢ < t/s - a et donc
d<t/s- f(a) ce quiimplique s/t-d < f(a) etdonc g(z) = f(az) +p/q-d < f(ay) +ufv-d=g(y).Sip>0et
q < 0le calcul est le méme sauf que s/t - ¢ > a et donc s/t-d > f(a).Enfin, sip = 0 cest évident.

On a donc montré (modulo quelques résultats du cours) que 7" élimine les quantificateurs. 11 s’en suit immé-
diatement que T est compléte parce que tous ces groupes contiennent le groupe nul comme sous-structure.

8. Soient g € G et [z,y] une L-formule (que 'on peut supposer sans quantificateurs par la question précé-
dente). La formule o[z, 7] est alors équivalente A une formule de la forme V/}, ¢, olt py, est de la forme
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ot les g; 1. sont dans le groupe engendré par g (voir question 1 de I'exercice 7, et un peu plus de travail pour
faire disparaitre les + et les —). 1l suffit alors de montrer que o[, 7] définit un point ou un intervalle. Si 1 # 0,
¢r[7,g] est réduit 2 un point. Si 5 = 0, alors en prenant g; = min{g; 1} U {co} et go = max{g; 2} U {-00}
alors [z, g] définit I'interval (g1, g2)-

9. On proceéde par récurrence sur n. Si n = 1, par la question précédente, ¢[x, 7] est une union d’intervalles et
de points, de plus comme on l'a vu 4 la question précédente, les bornes (finies) de ces intervalles et les points
sont dans le groupe engendré par g (en particulier ils sont définissables sur g). S'il y a un nombre non nul de
points dans la description précédente, on a finit. S'il y a un intervalle dont les deux bornes ¢; et g2 sont finies,
il suffit de prendre (g1 + ¢2)/2. S'il y a un intervalle (g1, 00) avec g; non nul, il suffit de prendre 2¢g; ou —g;
suivant le signe de g1 (et symétriquement pour (-oo, g2)). S'il y a I'intervalle (0, 00) ou (—o0,0), il suffit de
choisir g; ou —g; ou g; # 0. Et enfin s'il n’y a que I'intervalle (—o0, 00), on peut prendre 0.

Supposons maintenant la propriété vraie pour n. On applique le cas que l'on vient de démontrer a la formule

321 ... Xp@[x1, .., Tn, Tni1,g] pour obtenir h dansle groupe engendré par g tel que G = Ip[x1, ..., Zn, h,g].
Par induction on obtient alors h; . .. h,, dans le groupe engendré par g (et h) tel que G & ¢[h1,...,hy, h,g]
et on a fini.

10. Cela découle de la question précédente par compacité. Soit 77 la théorie T u {Izp[T, g]} LU {VZ(Y[Z,g] —»
-¢[Z,7]) : ¥ définit une fonction de 7} ot les g; sont de nouvelles constantes. Si cette théorie est consistante,
on trouve G = T et g € G tels que ¢[T,g] définit un ensemble non vide dans G (et donc g nest pas nul) mais
qui ne contient aucun point définissable sur g, ce qui contredit la question précédente. 1l s'en suit donc par
compacité que 73 est finement inconsistante et donc qu’il existe 1; pouri = 0... k tels que

T = ¥y(3ze(, 7] - V 37, ¥i[ 7, 7] 7 ¢[7,7]).

Remarquez qu'on a appliqué ici le fait que si une théorie implique un énoncé contenant des constantes qui
n'apparaissent pas dans la théorie, alors on peut remplacer ces constantes par une quantification universelle.
On peut alors définit la fonction f qui associe a g le résultat de la plus petite fonction f; (définie par ;) en g
qui soit dans [T, g] quand cet ensemble est non vide et zéro sinon.

Exercice 3 (Graphe aléatoire) :

1. Lathéorie T des graphes aléatoires est donnée par les axiomes suivants :
o Lantiréflexivité et la symétrie de R: Vx -~z Rx A VaVy (xRy — yRz),

« Un schéma d’axiomes, indexé par n et m € N pour le caractére aléatoire :

V... Vo, Vyr ... Yyn, (/\ -x; =y; — 3z[/\ zRz; \ ﬁzRyj])
g @ J
On peut remarquer que le caractére aléatoire tel quénoncé dans le sujet implique qu’il existe un tel z qui ne
soit pas dans S; U Ss. En effet, soit ¢ qui et relié a tous les points de S7 U S5 et z qui est relié aux points de S}
mais pas a Sy U {t}. Ce z ne peut alors pas étre dans S U S5 sinon il serait relié a t. On aurait donc aussi pu
prendre comme axiome :

VYay... Yo, Vy ... Vym/\—'xi =y; > [Hz/\ﬁz =x; /\ﬂz =y /\szi /\ﬁzRyj]
i,j i j i j

2. Soit G un graphe au plus dénombrable. On peut remarquer que I'ensemble des parties finies de G, noté B/ (G),
est lui aussi un ensemble au plus dénombrable car U,, G" se surjecte sur cet ensemble. On muni alors G’ =
G up/ (G) d’'une structure de graphe en posant :

e Pourtoutz,y € G, ng'y si et seulement si 2Ry,
o Pour tout z € G et y € BT (G), ng’y si et seulement si ng’x si et seulement si x € .

1l est alors évident que G est un sous-graphe de G’ qui est bien au plus dénombrable et pour tout S;, S> finis
disjoints inclus dans G, le point S; de G’ n'est relié qu’au points de S; et donc, a fortiori, pas a ceux de Ss.



On pose alors Gy = G, Gny1 = G, et H = U,, G, H est un surgraphe de G et si S; et Sy sont finis disjoints
inclus dans H, il existe n tel qu’ils sont inclus dans G, et il existe donc s € G,,1 qui soit relié a tous les points
de S et a aucun point de Ss (et tel qu'on ait méme s ¢ S; U S5).

On peut d’ailleurs vérifier que |H| = Ry (méme si le graphe de départ G est fini car G411 \ Gy, # @). 1l s’en suit
donc bien que 7" a des modeéles dénombrables et qu’elle est donc consistante.

. Tout d’abord, K est nonvide, en effet, comme R est anti-réflexive et qu’il n’y a pas de fonctions dans le langage
(et donc que tout sous-ensemble de sommet muni de la structure induite est un sous-graphe), pour tout g € G
et h € H,l'application g — h est bien un isomorphisme partiel.

Soit maintenant f : G — H un isomorphisme partiel de domaine fini Set g € G.Si g € S iln’y arien a faire.
Sig¢ S,onnote Sy ={seS:sRg}etSy={seS:=sRg} =5\ S5;.Comme ces deux ensembles sont finis
et disjoints, cest aussi le cas de f(.S1) et de f(S2). Par le caractere aléatoire de H, on trouve alors h € H qui
soit relié & tous les points de f(.S1) et 2 aucun de f(.S3). Par la version un peu plus forte de I'axiome, on peut
dailleurs supposer que h ¢ f(S1) U f(S2) = Im(f). Il est alors facile de montrer que f’ définie par :

G - H
seS — f(s)
g = h

est un isomorphisme partiel.

La derniere propriété a démontrer se déduit du cas précédent par symmétrie, on veut maintenant agrandir
le domaine de f~! isomorphisme partiel de H dans G.

. Soit G et H deux graphes aléatoire, A un sous-graphe commun et [z, @] une formule ot @ € A. Par un
théoréme du cours, il suffit de montrer que G £ Jzp[z,a] implique H = Jxp[z,a]. Soit alors g € G tel
que G = ¢[g,a]. Lidentité sur A est un isomorphisme partiel de domaine fini de G and H et il suit donc de
la propriété du va qu’il existe un isomorphisme f’ qui étend id 4 et dont le domaine contient g. On a alors

Hep[f'(9), (@), 1e. HE= o[ f'(9),al.

. Posons G ={g;:i e N} et H = {h; : i € N} deux énumérations de GG et H. On construit alors par récurrence
une suite d’'isomorphismes partiels f; de domaine fini tel que le domaine de f; contient g; et 'image de fo;41
contient h; et f; étend f; sii > j.

On pose f_; un isomorphisme partiel de domaine fini quelconque entre G et H (qui existe par la question
précédente). Si fo;_1 est construit, on pose fo; qui l'étend et donc le domaine contient g; (qui existe par le va)
et si fo; est construit, on pose fo2;,1 qui I'étend et donc 'image contient h; (qui existe par le vient).

On pose alors f = U,y frn qui est bien un isomorphisme partiel. Son domaine contient tout GG et son image
tout H, c’est donc bien un isomorphisme de G dans H.

. 11y avait plusieurs facons de résoudre cette question. La premiére consiste a voir que 7' n’a que des modeles
infinis. En effet si G = T est fini, alors, par la deuxiéme version de I'axiome, il existe un point de G' qui n’est
pas dans G, ce qui est absurde.

Par Lowenheim-Skolem descendant si G et H & T, il existe Gy < G et Hy < H dénombrables. Mais comme
T est Rg-catégorique, G et Ho sont isomorphes. 1l sen suit donc que G = Gy = Ho = H et donc que T est
compleéte.

L'autre méthode consiste a dire que si G et H = T, comme on l'avu g — h pour g € G et h € H quelconques
est un isomorphisme partiel. Quitte & identifier ces deux points, on a donc une sous-structure A commune a
G et H. Par élimination des quantificateurs, tout énoncé ¢ est équivalent 4 une formule 1)[a] avec a € A sans
quantificateurs qui est vraie dans G si et seulement si elle est vraie dans A4, si et seulement si elle est vraie dans
H.

. Soit £ le langage L auquel on rajoute une constante hp par partie de G et T la théorie T U {gRhp : g €
P} u{~gRhp : g ¢ P}.Soit Ty c T finie. Onaalors Ty ¢ T u {gRhp, : g € Si} U {~gRhp, : g € Si}
ot Si ¢ P, est fini, et de méme S ¢ Pf (le complémentaire de P;) est fini. On a donc bien S} et S finis
disjoints. Il existe donc g; € G tel que g; soit relié aux points de S} et pas a ceux de Si. La structure oli hp, est
interprétée par g; est donc un modele de Tj. Il s'en suit donc que 7 est finiment consistante donc consistante.
De plus | £ | = 2! et tout modele de 7" est au moins de cardinal 2/¢! (car les hp sont forcément distincts).
Par Lowenheim-Skolem descendant, il existe donc H = 7" de cardinal 2/°/.



1l y a aussi une autre preuve (que je trouve moins bien parce que plus ad-hoc) : construire un graphe Hy qui
contient les nouveaux points h p tels qu'on les veut, voir que H, est alors de cardinal 2/¢! et ensuite appliquer
l'argument de chaine de la question 1 pour obtenir un sur-graphe £ = 7" qui est lui aussi de cardinal 2/,

8. On peut remarquer que dans la question 3 lorsqu’on prouve que K est non vide est lorsqu’on prouve le va, on
n‘utilise pas que G est aléatoire (juste que c’est un graphe). 1l s’en suit donc que 'argument de la question 5 (en
enlevant les étapes ol on étend 'image) nous montre que tout graphe au plus dénombrable se plonge dans
G, en particulier cest vrai pour les graphes finis.

On peut aussi remarquer que tout graphe fini H se plonge dans un graphe aléatoire (dénombrable) H comme
montré a la question 1. Par le théoréme de Lowenheim-Skolemn descendant il existe G = 7' dénombrable
qui se plonge dans G. Mais comme G ~ H,, on obtient bien un plongement de H dans G.

Exercice 4 (Ordres discrets) :

I. Ona27Z < Zmais pas2Z<7Zcar Iz 0 < x < 2 est vrai dans la premiére structure mais pas dans la deuxieme.
De plus 2 Z est isomorphe a Z. C’est donc bien modele de la £L-théorie de Z qui ne peut donc pas éliminer les
quantificateurs.

2. Lathéorie T* contient les énoncés suivants :
o VaVyVz((r<yAry<z) s z<z)A-z<zA(z<yvr=yvy<z);
o Vedydzy<azrz<za(Vu(u<z - (u<yvu=y))Aa(z<u—>(z<unrz=u)));

o Va,x<s(z) A-(Fyz<yry<s(z)).

3. Solent M et N =T, Ac M,B c Metf: A — B unisomorphisme. Quitte a étendre f a 'ensemble
{a e M:3neNs"(a) e A} enposant f(s7"(a)) = s"(f(a)) qui est bien défini car s est injective, on peut
supposer que A est aussi clos par l'inverse de s.

Soit alors ¢ € M. On veut montrer qu'il existe N* une extension élémentaire de N, A’ € M telquece A’, B’ ¢
N*etg: A" — B’ unisomorphisme. On aura alors fini car pour tout £-formule ¢(y, T) sans quantificateurs
etae A,onaalors N* = ¢(f(c), f(a)), dou N* & Jyp(y, f(@)) etdonc N = Jy p(y, f(a)).

Soitalors A~ ={ae A:a<c}et AT ={ae A:c<a}. Notons que pour tout a € A=, on a encore s(a) € A™ et
donc entre tout élément de A~ et tout élément de A* ily a au moins un élément dans N. Par compacité il sen
suit que la théorie D(N)u{a <c:ae A"} u{c<a: A"}, ol c est une nouvelle constante, est consistante.
Soit N* un modele de cette théorie, il suffit alors d’étendre f en ¢ par f(s™(c)) = s"(¢N") pour tout n € Z.

4. Tout modele de T' contient une copie de Z et peut donc étre enrichi en un modéle de T'u A(Z) qui est
compléte car T" élimine les quantificateurs. 1l s'en suit donc que 7" est compléte. De méme, tout ordre total
discret sans extrémité peut étre enrichi en un modele de 7 et donc cette derniere théorie est aussi complete.

Exercice 5 (Théoreme d’Ax) :

1. Il est évident que 7' contient ACF car tous les IF,, sont des corps algébriquement clos. De plus si on note ¢y, la
formule 1 +---+ 1 # 0 ol 1 apparait k fois alors pour tout p > k # 0, F,, = ¢, et donc T 2 ACFy = ACF u{ypy, :
k e N\{0}}. Comme ACF est compleéte et que T est close par déduction, on abien T = {¢ : ACFy = ¢}.

2. Si C = ¢ alors comme C £ ACFq et ACF est compleéte, on a ACFy = ¢. Par compacité (et le fait que
O = No<i<k Pk), il existe k tel que ACFu{px} & ¢ et donc pour tout p > k, F, = ¢. Réciproquement
s'il existe k tel que pour tout p > k, F, £ ¢ alors par définition ¢ € T et donc par la question précédente
ACFy E ¢ ce qui implique que C E ¢.

3. Comme . est fini il est évident que toute fonction injective F), — I, est surjective. Pour ce qui est de Fp,
il suffit de savoir que F,, = Uy, F,. Soit donc f : F," - F,," polynomiale injective et soit @ € F,,". Soit alors
k tel que tous les coefficients des polyndomes définissant f et a soient dans F . La restriction de f a ¥}, est
injective donc surjective et donc a est dans I'image de f restreint a ¥}, et donc a fortiori de f. Ona doncbien
montré que f est surjective.



4. Tout d’abord posons quelques notations. Soit I un uplet d’entiers et T un uplet de variables de méme longueur,
on note 7' le mondme I1; mf" et|I| = Y; I;. Soient d et n des entiers (non nuls). On pose 1, 4 la formule :

VE[(V%, /\( Z l‘i’]ﬂI = Z .’L‘i)]@l) - /\ U; = Ui) - (VEEIE/\ U; = Z x“ﬂ[)]

i<n |I|<d |T|<d i<n <n |T|<d

qui est vraie dans un corps K si et seulement si toute fonction polynomiale, de degré au plus d, de K™ dans
K™ injective est surjective. On a montré dans la question précédente que pour tout n, d et p, F,, = ¢, 4 et
donc par la question 2, C E ¢, 4.



