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Exercice 2 (Séparabilité) :

1. Supposons qu’il existe D ⊆ N récursif tel que A ⊆ D et B ∩ D = ∅. Soit i0 tel que φi0 soit la fonction
caractéristique de D. Si i0 ∈ D, φi0(i0) = 1 et donc i0 ∈ B ce qui contredit le fait que D ∩B = ∅. Si i0 ∉ D,
φi0(i0) = 0 d’où i0 ∈ A ⊂D, ce qui est absurde.

Un telD ne peut donc pas exister.

2. Soient A et B ⊂ N disjoints de complémentaire récursivement énumérable. Soit fA ∈ F1 récursive de
domaine Ac et fB ∈ F1 récursive de domaine Bc. Comme A ∩ B = ∅, Ac ∪ Bc = N et donc en tout
point, une de ces deux fonctions est définie. Soient iA et iB des codes de fA et fB respectivement. On pose
t(x) = µy [B1(iA, x, y) ∧B1(iB, x, y)] et 1D(x) = B1(iB, x, t(x)) qui sont récursives totales. Montrons que
D sépare A et B. Soit x ∈ A, on a alors t(x) = T (iB , x) car fA n’est pas définie en x et donc 1D(x) = 1, i.e.
x ∈D. D’autre part, si x ∈ B, on a t(x) = T (iA, x) et donc 1D(x) = 0, i.e. x ∉D.

Exercice 3 :

1. On pose g(0) = f(0) et g(x + 1) = f(µt f(t) ∉ {g(i) ∶ i ⩽ x}). Comme l’image de f est infinie cette fonction
est totale et elle est bien évidemment injective. Si y ∈ Im(f), f−1(y) a un plus petit élément xy et on aura
g(n) = y où n = ∣{xy′ < xy ∶ y′ ∈ Im(f)}∣. Enfin g est récursive car elle est définie par récurence (généralisée).

2. Soit A récursivement énumérable non récursif. Il existe f récursive tel que A = Im(f) et par la question
précédente il existe g récursive injective telle que A = Im(g).

3. Soit g(x) = µy [y > x∧f(y) < x] qui est récursive.On adom(g) = B et doncB est récursivement énumérable.
Si le complémentaire deB est fini, il a en particulier un plus grand élément y0 tel que pour tout x > y0, x ∈ B.
On pose alors x0 = y0 + 1 et xn+1 > xn tel que f(xn+1) < f(xn). La suite des f(xn) est alors une suite infinie
strictment décroissante, ce qui est absurde. Le complémentaire deB est donc infini.

4. Soit g récursive totale telle que Im(g) = C . Posons h(x) = g(µt f(g(t)) > x). Comme C est infini et f
injective, g est récursive totale. On a alors h(x) ∈ C ⊆ Bc et donc pour tout y > h(x), f(y) ⩾ f(h(x)) > x.
On a alors 1A = ∃t ⩽ h(x) f(t) = x, qui est donc bien récursive.

5. SiA est récursivement énumérable non récursif, on sait que c’est l’image d’une fonction récursive qu’on peut
supposer injective. Soit B tel que dans les question précédentes, alors B est récursivement énumérable de
complémentaire infini et siC est récursivement énumérable infini, on ne peut pas avoirB ∩C = ∅ car par la
question précédente cela contredirait le fait queA n’est pas récursif.

Exercice 4 (Fonction récursives partielles et extension) :

1. Soit h une fonction récursive qui étend Ti. On a alors 1A(x) = A(i, x, h(x)). où A(i, x, t) est le prédicat
(primitif récursif) qui est vrai quand lamachine i termine sur l’entrée x enmoins de t étapes. En effet, si x ∈ A
alors h(x) = Ti(x) et on a bienA(i, x, t). Sinon la machine i ne termine pas sur l’entrée x, en particulier elle
ne termine pas en moins de h(x) étapes et doncA(i, x, h(x)) est faux.

2. Cela suit immédiatement de la question précédente et de l’existence d’un ensemble récursivement énumé-
rable non récursif.

Exercice 5 (Modèles de l’arithmétique faible) :

5. On considèreNn ⊔Z×Z et on le munit de la Lar-structure suivante :
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• dansN l’interprétation des symboles est ususelle,

• si a = (x, i), S(a) = (x, i + 1),
• si a = (x, i) et n ∈ N, a + n = n + a = (x, i + n),
• si a = (x, i) et b = (y, j), a + b = (2y, i + j),
• si a = (x, i) et n ∈ N⋆, a × n = n × a = (x, i × n),
• si a = (x, i), a × 0 = 0 × a = (x,0),
• si a = (x, i) et b = (y, j), a × b = (2x, i × j).

Montrons que c’est un modèle de P0.

(A1) Sn = n + 1 ≠ 0 et S(x, i) = (x, i + 1) ∈ Z×Z ne peut être égal à 0 non plus.

(A2) Pour tout n ∈ N, si n ≠ 0 alors n = S(n − 1). De plus (x, i) = S(x, i − 1).
(A3) On a S(N) ⊆ N (et le successeur est bien injectif surN) et S(Z×Z) = Z×Z. Il suffit de de vérifier que si

S(x, i) = (x, i + 1) = S(y, j) = (y, j + 1) implique x = y et i = j, mais c’est évident.

(A4) On a n + 0 = n et (x, i) + 0 = (x, i + 0) = (x, i).
(A5) On a n0 + S(n1) = S(n0 + n1), (x, i) + S(n) = (x, i + n + 1) = S(x, i + n) = S((x, i) + n), n + S(x, i) =

(x, i + 1 + n) = S(n + (x, i)) et enfin (x, i) + S(y, j) = (2y, i + j + 1) = S((x, i) + (y, j)).
(A6) Cet axiome est vérifié par défintion de la structure.

(A7) On a n0 × S(n1) = (n0 × n1) + n0, (x, i) × S(n) = (x, in + i) = ((x, i) × n) + (x, i), n × S(x, i) =
(x,ni+n) = (n× (x, i))+n, et enfin (x, i)×S(y, j) = (x, i)× (y, j + 1) = (2x, i(j + 1)). Mais on a aussi
((x, i) × (y, j)) + (x, i) = (2x, ij) + (x, i) = (2x, ij + i).

C’est donc bien un modéle de P0. De plus l’addition et la multiplication ne sont ni associatives ni commuta-
tives.

Exercice 6 (Théorème de Tennenbaum) :

1. Comme A ⊂ N est récursivement énumérable, il existe A0 ⊆ N2 récursif tel que A = π1(A0) où π1 est la
première projection. Par le théorème de représentabilité, il existe une formule ψ[x, y] Σ1 qui représenteA0.
L’ensemble A est alors défini dans N par ∃yψ[x, y] qui est aussi Σ1. Soit donc φ[x, y] une formule ∆0 telle
que ∃yφA[x, y] définisse A dansN. De même on trouve φB telle que ∃yφB[x, y] définisseB dansN.

Posons θ[t] = ∀x, y, z ⩽ t¬(φA[x, y]∧φB[x, z]). Pour tout n ∈ N, on aN ⊧ θ[n]. Par le lemme d’overspill, il
existe c ∈M non standard tel queM ⊧ θ[c]. On pose alors Ã[x] = ∃y ⩽ cφA[x, y].
Soit n ∈ A, il existe doncm ∈ N tel queN ⊧ φA[n,m]. ParΣ1-complétude deP , on a doncM ⊧ φA[n,m], et
commem ⩽ c, on a n ∈ A⋆. De même, si n ∈ A⋆ ∩ i(B), il existe a ∈M etm ∈ N tels que a ⩽ c,M ⊧ φA[n, a]
etM ⊧ φB[n,m], ce qui contredit le choix de c.

2. Soit φ[x, y] une Lar-formule, on peut montrer par récurence que pour tout a,M ⊧ ∀b∃c∀x ⩽ bφ[x, a] ⇐⇒
pn∣c ∧ ∀xx∣c⇒ c ⩽ b. La récurence est immédiate. Si on a trouvé un c qui marche pour b, alors, siM ⊧
φ[b + 1, a], c × pb+1 convient pour b + 1, sinon c convient. En appliquant ce résultat à un b non standard, on
obtient le c voulu.

3. L’algorithme suivant calcule la fonction caractériste de A⋆ : soit n ∈ N, on calcule pn (dansM), on calcule le
reste de la division euclidienne de c par pn (i.e. on trouve q et r ∈M tels que qpn + r = c), si c’est 0 on rend 1
sinon on rend 0. Ceci contredit le fait queA etB ne sont pas récursivement séparable et donc un tel modèle
M ne peut pas exister.

4. La formule «x est le nième nombre premier» estΣ1 (elle est même∆0 à vrai dire), par Σ1-complétude de P ,
on a le résultat voulu.

5. Si on suppose seulement que⊕ est récursif, on a plus le droit de faire demultiplications dansM. Mais comme
pn dansM est bien i(pn), l’algorithme de la question 3 n’utilise pas vraiment la multiplication mais simple-
ment∑pn

j=1 x.
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