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Codes et Quotients

Définition (Code)

Soit X un ensemble définissable (avec parametres) dans une structure M.
On dit que a € M est un code de X s'il existe une formule ¢[x,y] telle que

d[M,a'] =X(M) < a’' =a.

Définition (Quotient représenté)

Soit M une structure, D un ensemble @-définissable et E ¢ D? une relation
d’équivalence @-définissable. Le quotient D/E est dit représenté dans M
s'il existe une fonction @-définissable f de domaine D telle que

xBy < f(x) = f(7).




Elimination des imaginaires

Proposition
Soit M une structure avec aux moins deux constantes, les énoncés
suivants sont équivalentes :

(i) Tout ensemble définissable de M (avec parametres) est codé ;

(i) Tout quotient définissable dans M est représenté.

Une théorie T élimine les imaginaires si dans tout modeéle de T'I'un des
énoncé précédent est vérifié.
Exemple

» Un non-exemple : les ensembles infinis;

» Un exemple : les corps algébriquement clos.




La construction de Shelah

Définition
Soit M une L-structure, on définit ainsi un nouveau langage £°4 2 £ et
une £-structure M4 :

» Pour toute relation d’équivalence E @-définissable sur un produit de
L-sortes []; S;, on ajoute une nouvelle sorte Sg et une fonction
fe: T1i Si = Sk

» Dans M®Y, on interpréte Sg par []; S;(M)/E(M) et f par la projection
canonique.

Proposition

Soit T une théorie compleéte. Le langage £ et la théorie T% = Th(M*®)
ne dépend pas du choix de M = T.

Proposition

Soit T une théorie compleéte. La théorie T4 élimine les imaginaires.




La construction de Shelah

Définition
Soit M une L-structure, on définit ainsi un nouveau langage £ 2 £ et
une £%9-structure M9 :

» Pour toute relation d’équivalence E @-définissable sur un produit de
L-sortes []; S;, on ajoute une nouvelle sorte S et une fonction
fe: T1iSi > Sk

» Dans MY, on interpréte Sg par []; S;(M)/E(M) et f par la projection
canonique.

Proposition

Soit T une théorie compléte. Les énoncés suivants sont équivalents :
(i) T élimine les imaginaires;
(i) Pour tout M E T et e € MY, il existe un uple d € M tel que :

d € dcl®(e) et e € dcl*(a).




Ensembles finis

Définition (Elimination faible des imaginaires)

Une théorie compléte T élimine faiblement les imaginaires si pour tout
M E Tete e M, il existe un uple d € M tel que :

d € acl(e) et e € dcl*(d).

Exemple

Les ensembles infinis éliminent faiblement les imaginaires.

Proposition

Si T élimine faiblement les imaginaires et tout ensemble fini dans tout
modele de T a un code, alors T élimine les imaginaires.




Imaginaires finis

Définition (E1/UFI)
Une théorie complete T élimine les imaginaires aux imaginaires finis
uniformes pres si pour tout M = T et e € M, il existe un uple d € M tel
que :

d e dcl®(e) et e € acl®(d).

Proposition

Si T a E1/UFI et que tout quotient fini définissable (avec parametres) dans
tout modele de T est représenté (en utilisant les méme parameétres), alors
T élimine les imaginaires.
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Quelques définitions

Définition
Soit K un corps, une valuation sur K est une fonction v de K* dans un
groupe abélien ordonné I' qui satisfait les conditions suivantes :

(i) v(xp) = v(x) +v(y),
(i) v(x+y) > min{v(x),v(y)}

» On ajoute habituellement un point co a I', plus grand que tout point
de T, pour représenter v(0) ;

» Lensemble O = {x € K| v(x) > 0} est un anneau et cest 'anneau de
valuation de K ;

» 1l a un unique idéal maximal 9 = {x € K| v(x) > 0} ;
» Le corps résiduel O / 9 sera appelé k.
» On considérera aussi le groupe RV := K* /(1 + o).



Quelques exemples

» Soit p un nombre premier, on définit la valuation p-adique sur Q en
posant v,(p"a/b) =nquandarb=aArp=bap=1;

> On notera Q,, le corps des nombres p-adiques. C'est le complété de
Q pour la valuation p-adique;;

» Soit Ly le langage des anneaux augmenté d’un prédicat <. Tout
corps valué peut étre muni d’'une L4, -structure en interprétant x<y
par v(x) < v(y). On notera ACVF la théorie des corps valués
algébriquement clos (dans le langage Lg;,).



Les imaginaires dans les corps valués

Remarque

Dans le langage Ly, le quotient I' = K*/ O™ n’est représentable dans
aucun corps algébriquement clos ni dans Q,.

Cependant, dans le cas de ACVF, Haskell, Hrushovski et Macpherson ont
montré quelles sortes il suffisait de rajouter.



Les sortes géométriques

Définition (Les sortes S,,)

Les éléments de S, sont les O-modules libres de K" de rang n.

Définition (Les sortes T},)

Les éléments de T, sont de la formea + Msouse S, etaes.

J

>

v

v

On peut donner une définition alternative de ces sortes, par exemple
Sn = GLy(K)/ GLa(O)

Le langage géométrique L9 est composé des sortes K, S, et T, pour
tout n, munies du langage des anneaux sur K et de fonctions

pn: GLy(K) > S, et T, : Sy xK" > T,

On peut identifier I" a S; de fagon canonique et p; est alors identifié
avecv;

T peut étre identifié (de facon canonique) avec RV ;

L'ensemble des boules (ouvertes ou fermées, de rayon
potentiellement infini) B peut étre identifié de facon canonique avec
un sous-ensemble de Ku S, uT,.



Les sortes géométriques

Définition (Les sortes S,,)

Les éléments de S, sont les O-modules libres de K" de rang n.

Définition (Les sortes T},)

Les éléments de T, sont de la forme a + Misoluse S, etaes.

Théoreme (Haskell, Hrushovski et Macpherson, 20006)

La £9-théorie ACVF élimine les imaginaires.

Question

1. Est-ce que tout les imaginaires de Q, sont aussi codés dans les sortes
géométriques ou est-ce quil y a de nouveaux imaginaires dans cette
théorie?

2. Est-ce que ces imaginaires peuvent étre éliminés uniformément en p.

<
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Un premier exemple : les corps réels clos

Exemple (Racine carrée)

] ¢ Al A o
Soit K un corps réel clos et K © sa cloture algébrique (les deux corps sont
considérés dans le langage des anneaux).

» Soit a € K, la fonction f: x = \/x — a peut étre définie dans K mais pas
dans ?lg :

» Cependant la correspondance F = {(x,y) | y* = x —a} est définissable
sans quantificateurs a la fois dans K et dans K ;

» Festla cloture de Zariski du graphe de f et f(x) peut étre défini (dans
K) comme le plus grand y tel que (x,y) € F;

—al
» En fait, f peut étre codé dans K par le code de Fdans K © (qui se
trouve étre dans K).




Le cas général

» Soient £ ¢ £ deux langages;

» Soit T une £ théorie qui élimine les quantificateurs et les
imaginaires;;

» Soit T une L-théorie telle que Ty ¢ T.

Question J

Sous quelles hypotheses peut-on déduire que T élimine les imaginaires ?

Soit M = T et M = T tel M ¢ M. Fixons quelques notations :

» Soit A € M, on écrira dclz(A) pour la cloture L-définissable (sans
quantificateur) dans M;

> Soit A € M®, on écrira dcl(A) pour la cloture £°9-définissable dans
M*ea,

De méme pour acl, tp et TP.



Les cas particuliers

» En pratique la théorie T sera soit ACVF o ou ACVF, ,, dans LS.
» Lathéorie T sera:
[pC] La £9-théorie de L une extension finie de Q,, enrichie avec une
4 —=alg
constante pour un générateurde LN Q .

[PL] La £9-théorie de [] L,/ U ol L, est une extension finie de Q, etU est
un ultrafiltre non principal sur 'ensemble des nombre premiers, avec
des constantes rajoutées pour un sous-corps F (généré par deux
éléments) qui vérifie certaines propriétés.

Remarque

Par Ax-Kochen-Ersov, les théories du cas [PL] sont les complétions de la
théorie des corps d’équicaractéristique zéro henséliens avec un corps
résiduel pseudo-fini et un groupe de valeur un Z-groupe.




Sortes dominantes

Définition

Dans une théorie, un ensemble de sortes S est dit dominant si pour toute
sorte S du langage, il y a une surjection @-définissable f: []; S; — S ot les
S; sont toutes dans S.

Exemple

» L'ensemble de toutes les sortes est dominant ;

» Lensemble des sortes « réelles » (i.e. les sortes originelles de M) sont
dominantes dans M®9.

» Dans un corps valué dans le langage géométrique, la sorte K est
dominante.

Dans toute théorie T, on suppose quon a choisi un ensemble dominant
de sortes et on écrira dom(M) pour 'union des sortes dominantes dans
MeT.



Algébriquement borné

Hypothese (i)
Pour tout M; <M et ¢ € dom(M), dcl 7' (Mic) N M € aclz(Mic).

Démonstration.

[pC] Ceest une conséquence immeédiate du fait que pour tout M E T et
A S K(M),aclz(A) nM<M.

[PL] Beaucoup plus technique.




Prendre en compte dclz(M)

Hypothese (ii)
Pour tout e € dclz(M), il existe un uple e’ € M tel que pour tout
o € Aut(M) tel que o(M) = M, o fixe e si et seulement s'il fixe e’

Proposition

L'hypothese (ii) implique que les ensembles finis sont codés dans T.

Démonstration.

1 suffit de considérer e € S,(dclz(M)). Un tel réseau a une base dans une
extension finie L|K(M). Comme le groupe de Galois est borné, on peut
remplacer L par I'union de toutes les extension de méme degré que L.
Avec les constantes que 'on a ajouté, O(L) est généré en temps que
O(M)-algebre par un élément a dont le polyndme minimal est a
parametres dans le corps premier. Alors 'image de e(L) par la fonction

Y x;a’ ~ (x;) marche. O

v




Imaginaires unaires

Hypothese (iii)
Tout ensemble £(M)-définissable unaire X ¢ dom(M) est codé.

Démonstration.

On a besoin d’'une description précise des types unaires. O
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Germes

Définition
Soit A € M, r et s des fonctions £(A)-définissable et p € TPz(A) qui
contient le domaine de r et s. Les fonctions r et s ont le méme p-germe si

r(x) = s(x) €p.

Remarque

» «Avoir le méme p-germe » est une relation d’équivalence sur les
fonctions A-définissables. On écrira d,r la classe r pour cette
équivalence;;

» Sip est un type définissable et qu'on ne considere que les germes
d’'une famille de fonctions uniformément définies r;, alors 9,r; est un
imaginaire ;

» Dans tous les cas, si p est Aut(M/A)-invariant, alors I'action de
Aut(M/A) sur les fonctions £(M)-définissables induit une action sur
les p-germes.




Controler les germes

Hypothese (iv)

Pour tout A = acl}(A) n M et ¢ e dom(M), il existe un type
Aut(M/A)-invariant p € TPz (M) tel que (p|M) U tp - (c/A) est consistant.
De plus, pour toute fonctions £(B)-définissable r :

(x) 1l existe une séquence (&;)iex, avec &; € dclz(AB) tel que tout
o € Aut(M/A) fixe 957 si et seulement si o fixe presque tous les ¢;.

Démonstration.

Nous avons besoin d’'une description plus précise des types unaires. O

v




Rigidité des ensembles finis

Hypothese (v)
Pour tout A = acl}}(A) n M et c e dom(M), acl (Ac) n M = dclF (Ac) n M. )

Démonstration.

[pC] Clest une conséquence du fait que cette hypothese est vraie quand
A € K, et que pour tout e € M il existe un uple ¢ € K(M) tel que
e e dcl(c) ettp,(c/acl(e)) a une extension invariante.

[PL] Clest faux dans certains cas. O




Le théoréme abstrait

Théoreme (Critere d’E1/UFI)

Siles hypotheses (i) a (iv) sont vérifiées, alors T élimine les imaginaires aux
imaginaires finis uniformes pres.

V.

Corollaire (Critere d’El)

Si les hypotheses (i) a (v) sont vérifiées, alors T élimine les imaginaires.
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imaginaires p-adiques

Théoréme
Soit F une extension finie de Q,,. La théorie de F dans le langage L9, avec

N Bt —=alg
une constante ajoutée pour un générateur de FN Q ~ au dessus de Q,
élimine les imaginaires.

Démonstration.

Cest une conséquence du critére d’EL O

Soit £9 le langage L9 restreint aux sortes K et S,,.

Corollaire
Soit F une extension finie de Q,,, alors la théorie de F dans le langage e

e ‘o —alg
avec une constante ajoutée pour un générateur de FNQ ~ au dessus de
Q, élimine les imaginaires.




Uniformité

Théoréme
Soit L = [1L,/U un ultraproduit d'extensions finies L, de Q,. La théorie

de L dans le langage L9, enrichie de certaines constantes, élimine les
imaginaires.

Démonstration.

Le critéere ’El/UFI1 sapplique dans £9 (et on se réduit a L9~ comme
précédemment). Il reste 3 montrer que les quotients finis définissables
(avec parametres) sont représentables (avec les méme parametres). Mais
on peut montrer que ces quotient sont internes a RV et de montrer que la
théorie induite sur RV élimine les imaginaires. O

v




Uniformité

Théoreme

Soit L = [T L,/U un ultraproduit d’extensions finies L, de Q,. La théorie

de L dans le langage £9", enrichie de certaines constantes, élimine les
imaginaires.

Corollaire

Soit E une relation déquivalence sur un ensemble définissable D dans L,
uniformément en p. 1l existe alors un ensemble non vide X et une
fonctionf: X x D — S, x K!, @-définissables uniformément en p, tels que
pour tout nombre premier p, tout a € X(L,) et tout x,y € D(L,), on :
f(a,x) = f(a,y) si et seulement si xEy.
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