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Introduction

Le résultat historique qui a fait des corps valués un domaine de prédilection des théoriciens
des modèles (et a peut être aussi attiré l’attention des géomètres algébristes sur la théorie des
modèles) est le théorème démontré en 1965 par Ax et Kochen (et indépendamment par Er-
shov) dans [AK65]. Ce théorème énonce qu’en caractéristique résiduelle nulle, la théorie d’un
corps valué est totalement déterminée par la théorie du groupe de valeur et du corps rési-
duel. Ce théorème était motivé par la démonstration d’une conjecture d’Artin sur les racines
des polynômes homogènes dans le corps des nombres p-adiquesQp, dont il a fallu attendre
jusqu’il y a quelques années une preuve purement algébrique.
Bien que le théorème d’Ax-Kochen-Ershov ne s’applique qu’en caractéristique résiduelle nulle
et qu’il ne soit pas à proprement parler un résultat d’élimination des quantificateurs, il a néan-
moins inspiré Macintyre en 1976 (voir [Mac76]) pour démontrer un résultat d’élimination
des quantificateurs pour la théorie de Qp. Une des applications algébriques de ce résultat
est l’article [Den84] de Denef en 1984, dans lequel l’auteur démontre (ou redémontre, pour
certaines) la rationalité de séries de Poincaré : si (Pi) est une famille finie de polynômes de
Qp[X1, . . . , Xn], onnotean ∶=#{x mod pn ∶ x ∈ Zn

p ∧∀i Pi(x) ≡ 0 mod pn} et ãn ∶=#{x
mod pn ∶ x ∈ Zn

p ∧∀i Pi(x) = 0}. Le résultat que Denef démontre est que la série des∑i ãiT
i

est rationnelle et sa preuve donne une nouvelle démonstration du fait que∑i aiT
i l’est aussi.

La preuve de Denef consiste à remarquer que les coefficients de ces séries sont les mesures de
sous-ensembles définissables de Qp et comme, par le théorème de Macintyre, on sait exac-
tement comment sont construits ces ensembles, cela nous donne des indications sur leur
mesure.
En 1988, Grunewald, Segal et Smith dans [GSS88], ont appliqué ce genre de techniques pour
montrer la rationalité de séries de comptage des sous-groupes : siG est un groupe, on notebn
le nombre de sous-groupes d’indice n. Ils ont alors montré que siG est finiment engendré et
nilpotent, les bn sont toujours finis et∑i bpiT i est rationnelle. Leur preuve procède en deux
temps. Tout d’abord, montrer que l’ensemble des sous-groupes de G d’indice une puissance
de p est en bijection avec l’ensemble des classes d’équivalences d’une relation d’équivalence
définissable E sur un sous-ensemble définissableD deQn

p . Et ensuite, trouver une fonction
f ∶ D → Qp telle que pour tout x ∈ D, la mesure de la E-classe de x est égale à vp(f(x)), où
vp est la valuation p-adique. Dans ce cas précis, la relation d’équivalence E est assez simple
pour qu’on puisse trouver explicitement une telle fonction f, mais cette méthode atteint ses
limites si le E devient trop compliquée, en particulier, si, au lieu de compter les sous-groupes
d’indice pn, on veut compter les caractères complexes irréductibles de dimension pn.
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INTRODUCTION

Demême que le résultat deDenef sur la rationalité de séries de Poincaré était possible grâce à
un résultat d’élimination des quantificateurs qui permettait de savoir qu’il suffisait de rajou-
ter, pour tout n, l’ensemble des puissances n-ièmes comme atomes pour pouvoir construire
tous les ensembles définissables par des opérations booléennes ; on voudrait aussi savoir exac-
tement quelles sont les classes de relations d’équivalence définissables dansQp qu’il faut ra-
jouter pour pouvoir toutes les décrire simplement. En d’autres termes et pour reprendre la
terminologie modèle théorique introduite par Poizat en 1983 dans [Poi83], on veut montrer
un résultat d’élimination des imaginaires pourQp.
En 2006, Haskell, Hrushovski et Macpherson dans [HHM06] démontrent l’élimination des
imaginaires pour les corps valués algébriquement clos si on rajoute certains quotients de
GLn(K). Deux ans plus tard, Hrushovski et Martin, dans [HM08], utilisent ce résultat pour
montrer l’élimination des imaginaires pour Qp avec les même sortes additionnelles et en
déduisent la rationalités des séries de comptage des représentations des groupes finiment
engendrés nilpotents.
Le but de ce mémoire est donc de démontrer le principal résultat de théorie des modèles de
[HM08] : l’élimination des imaginaires pour la théorie de Qp avec les sortes géométriques
et d’en profiter pour démontrer la plupart des résultats préliminaires sur les corps valués al-
gébriquement clos et les corps p-adiquement clos, i.e. les corps dont la théorie est celle de
Qp.
Ce mémoire s’organise en deux parties. Une première, centrée autour des corps algébrique-
ment clos, dans laquelle on introduit les notions de théorie des modèles (dont la notion
d’imaginaire) et de théorie des corps valués qui sont nécessaires. On en profitera pour dé-
montrer le résultat de A. Robinson (voir [Rob56]) d’élimination des quantificateurs pour les
corps valués algébriquement clos et rappeler le résultat de [HHM06] d’élimination des ima-
ginaires pour cette même théorie. La deuxième partie, quant à elle, contient une étude des
corps p-adiquement clos : la clôture algébrique et définissable, les types, les extensions algé-
briques et pour finir une preuve de l’élimination des imaginaires dans les corps p-adiquement
clos.
Profitons en pour fixer quelques notations :
– le langage LA est le langage L augmenté d’une constante par élément de A. Être LA-
définissable revient donc à être L-définissable à paramètres dansA ;

– on notera c ≡A c ′ pour c et c ′ ont le même type au dessus deA ;
– pour tout ensemble définissable (ou infiniment définissable) X et tout ensemble de para-
mètresA dans un modèleM, on notera X(A) ∶= {x ∈ A ∶M ⊧ X(a)}.

Enfin je tiens à remercier Élisabeth Bouscaren de m’avoir proposé ce sujet de mémoire et de
m’avoir patiemment encadré au cours de ces derniers mois, Luc Belair et Pierre Simon pour
leurs discussions éclairantes, tous les professeurs qui m’ont fait découvrir et aimer la théorie
des modèles : François Loeser, René Cori, Martin Hils... Ainsi que Pierre-Yves Coudert pour
sa grande vigilance orthographique et Catherine Kikuchi pour les synomymes et le thé.
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Chapitre 1

Corps valués algébriquement clos

1.1 Langages des corps valués

Définition 1.1 (Corps valué) :
Soient K un corps et Γ un groupe abélien totalement ordonné. Une valuation est une application
v ∶ K→ Γ ∪ {∞} telle que :

(i) pour tout a ∈ K, v(a) =∞ ⇐⇒ a = 0 ;
(ii) pour tous a, b ∈ K, v(ab) = v(a) + v(b) ;
(iii) pour tous a, b ∈ K, v(a + b) ⩾min(v(a), v(b)) ;
(iv) pour tout γ ∈ Γ , γ <∞ et γ +∞ =∞+ γ =∞.

Une autre notion utile est celle d’anneau de valuationmais ces deux notion sont en fait iden-
tiques.

Définition 1.2 (Anneau de valuation) :
Un anneau intègre O de corps de fractions K est dit de valuation si pour tout x ∈ K, x ou x−1 est
dansO.

Remarque 1.3 :

(i) Soient (K, v) un corps valué et Ov = {a ∈ k ∶ v(a) ⩾ 0}, alors Ov est un anneau de
valuation.
D’autre part, soit O un anneau de valuation et K son corps de fraction, alors K peut être
muni d’une valuation telle queO soit son anneau de valuation.

(ii) Tout anneau de valuation est local. Si K est un corps valué d’anneau de valuation O etM
est son idéal maximal, alorsO /M est appelé le corps résiduel de K.

Dans tout ce qui suit, si (K, v) est un corps valué, on notera Ov son anneau de valuation,
Mv son idéal maximal, Γv son groupe de valuation et kv son corps résiduel. S’il n’y a pas
d’ambiguïté sur la valuation on les noteraOK,MK, ΓK et kK, voireO,M, Γ et k s’il n’y a pas
d’ambiguïté sur le corps non plus.
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1 Corps valués algébriquement clos

Définition 1.4 :
Soient v1 et v2 deux valuations sur un même corps K, on dit que v1 ⩽ v2 si et seulement siOv2

⊆
Ov1

. C’est un pré-ordre. On dira que deux valuations sont équivalentes si elles sont équivalentes
pour la relation associée à ce pré-ordre, i.e.Ov1

= Ov2
.

Remarque 1.5 :
Soient v1 et v2 deux valuations sur un même corps K, v1 est équivalente à v2 si et seulement si il
existe σ ∶ Γv1

→ Γv2
, isomorphisme de groupes ordonnés, tel que v2 = σ ○ v1.

Il suit de cette remarque qu’on ne considérera désormais les valuations qu’à équivalence près.
La théorie des corps valués n’est donc pas tant la théorie des valuations que la théorie des
anneaux de valuation.
Pour faire de la théorie des modèles, il faut introduire le langage qu’on utilisera. Il y en a un
certain nombre qui sont classiquement utilisés dans la littérature. Celui qui sera le plus utilisé
ici est le suivant :

Définition 1.6 (Ldiv) :
Le langage Ldiv est {+,−,×, 0, 1,div} où +, − et × sont des fonctions binaires, 0 et 1 sont des
constantes et div est une relation binaire. Dans un corps valué (K, v), on interprète +, −, ×, 0 et 1
par la structure d’anneau de K et xdivy par v(x) ⩽ v(y).

La théorie des corps valués est alors donnée par les axiomes suivants :

(i) «K est un corps » ;

(ii) 1div1 ∧ 1div0 ;
(iii) ∀x∀y 1divx ∧ 1divy⇒ 1divx + y ∧ 1divxy ;
(iv) ∀x∀y xy = 1⇒ (1divx ∨ 1divy) ;
(v) ∀x∀y∀z xy = 1⇒ (xdiv z ⇐⇒ 1divyz).

On aurait pu tout simplement prendre le langage des anneaux {+,−,×, 0, 1} et ajouter un
prédicat pour l’anneau de valuation, mais alors, à moins de rajouter l’inverse, les théories que
l’on considère plus loin perdent l’élimination des quantificateurs.

Remarque 1.7 :
Une sous-Ldiv-structure est un anneau dont le corps des fractions (qui est aussi une sous-structure)
est un corps valué muni de la restriction de la valuation.

Il y a un autre langage classique, qui est peut être plus proche de l’intuition que l’on a de ce
qu’est un corps valué, mais qui a le défaut d’être multi-sorté.

Définition 1.8 :
Le langage tri-sorté des corps valué est constitué de trois sortesK, Γ∞ et k et des symboles suivants :
– {+,−,×, 0, 1} sur K et k ;
– {+,−, 0,⩽,∞} sur Γ∞ ;
– v ∶ K→ Γ∞ ;
– res ∶ K→ k.
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1 Corps valués algébriquement clos

Il faut alors faire attention que la théorie des corps valué dans ce langage contient le fait que
v et res sont surjectives, bien que ce ne soit pas le cas de toutes les structures. À ce détail près,
la théorie des corps valués a les même propriétés dans ces deux langages, et, en particulier,
les sous-ensembles définissables de la sorte K sont exactement les même que ceux qui sont
définissables dans Ldiv.

Définition 1.9 (ACVF) :
On note ACVF la théorie des corps valués algébriquement clos de valuation non triviale dansLdiv.
Elle est composée des axiomes suivants :
– «K est un corps valué » (voir l’axiomatisation de la théorie des corps valués ci-dessus) ;
– pour tout n ∈N⋆, « tout polynôme de K[X] de degré n admet une racine » ;
– il existe x tel que ¬(xdiv1).

Dans la suite de ce mémoire, à de rares exceptions près, les corps valués seront toujours
non trivialement valués. On ne considérera des corps valués de valuation triviale que dans la
preuvedu théorème (1.33) car ils pourront apparaître lorsque l’on considère des sous-structures.
Pour finir, nous allons définir une classe de corps valués particulière qui est trés présente en
théorie des modèles. À vrai dire, tous les corps dont on étudie la théorie dans ce mémoire en
font partie.

Définition 1.10 (Corps Hensélien) :
Un corps valué (K, v) est dit Hensélien si pour tout polynôme P[X] ∈ O[X] et tout a ∈ O tel que
res(P(a)) = 0 et res(P ′(a)) ≠ 0, il existe b ∈ O tel que P(b) = 0 et res(a) = res(b).

Proposition 1.11 :
Soit (K, v) un corps valué, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) K est Hensélien.

(ii) Il n’y a qu’une extension de v à toute extension algébrique de K (à équivalence près).

(iii) Il n’y a qu’une extension de v à toute extension finie de K (à équivalence près).

(iv) (Hensel-Rychlik) Soient P[X] ∈ O[X] et a ∈ O tel que v(P(a)) > 2v(P ′(a)), il existe alors
b ∈ O tel que P(b) = 0 et v(b − a) = v(P(a)) − v(P ′(a)).

Proof .

(iv)⇒ (i) Soient P ∈ O[X] et a ∈ O tel que res(P(a)) = 0 et res(P ′(a)) ≠ 0 i.e. v(P(a)) >
0 = v(P ′(a)). Alors par (iv) il existeb ∈ O tel queP(b) = 0 et v(b−a) = v(P(a))−0 > 0.

(i)⇒ (iv) Comme v(P ′(a)) est strictement majoré par une valuation, on ne peut pas avoir
P ′(a) = 0. Soient c = −P(a)/P ′(a) etQ(X) = P(Xc+a)/P(a). Si P(x+a) = ∑n

i=0 λiX
i

on a bien λi ∈ O et Q(X) = ∑n
i=0 ai(−1/P ′(a))iP(a)i−1Xi. Son coefficient constant

est a0/P(a) = 1 ∈ O. Comme le coefficient de X est −a1/P ′(a) = −1 ∈ O et que, pour
les autres,

v(ai(−1/P ′(a))iP(a)i−1) ⩾ (i − 1)v(P(a)) − iv(P ′(a))
> (2(i − 1) − i)v(P ′(a))
⩾ 0,
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1 Corps valués algébriquement clos

il s’en suit bien queQ(X) ∈ O[X]. De plus, v(Q(1)) = v(∑n
i=2 ai(−1/P ′(a))iP(a)i−1)

et tous les termes de la somme sont dansM donc v(Q(1)) > 0. De même, v(Q ′(1) +
1) = v(∑n

i=2 aii(−1/P ′(a))iP(a)i−1) ⩾ v(Q(1)) > 0 et donc v(Q ′(1)) = 0. Le (i)
nous donne alors d ∈ O tel queQ(d) = 0 et v(d − 1) > 0, en particulier v(d) = 0. Si on
pose b = cd+a, alors P(b) =Q(d) = 0 et v(b−a) = v(c)+v(d) = v(P(a))−v(P ′(a)).

(ii)⇒ (iii) C’est évident.

(iii)⇒ (ii) Soient K⩽L une extension algébrique et O1 et O2 deux anneaux de valuation
de L qui étendentOv. Pour tout x ∈ L,K[x] est une extension finie deK etO1 ∩K[x] et
O2 ∩K[x] en sont deux anneaux de valuation. Par (iii), ils sont égaux. Pour tout x ∈ L
on a donc x ∈ O1 ⇐⇒ x ∈ O1 ∩K[x] ⇐⇒ x ∈ O2 ∩K[x] ⇐⇒ x ∈ O2.

(i) ⇐⇒ (ii) Se reporter à [EP05, Proposition 4.1.3, p. 87-90]. ∎

Remarquons une conséquence immédiate de la proposition que l’on vient d’énoncer : comme
un corps algébriquement clos n’a pas d’extension algébrique, il est Hensélien.

Corollaire 1.12 :
Toute extension algébrique d’un corps Hensélien est Hensélienne.

Proof . Soit (K, v)⩽(L,w) une extension algébrique de corps valué, où K est Hensélien. Alors
toute extension algébrique L ′ de L est une extension algébrique de K et comme toute valua-
tion qui étendw étend v, il ne peut y avoir qu’une extension dew à L ′. ∎

Proposition 1.13 (Existence de l’Hensélianisé) :
Soit (K, v) un corps valué, il existe un corps hensélien (Kh, vh) et une injection de corps valué
i ∶ K→ Kh, qui est universelle au sens suivant : pour toute injection j deK dans un corps Hensélien
L, il existe une unique injection ̂ de Kh dans L telle que j = ̂ ○ i

Proof . On peut en trouver une dans [EP05, 5.2.2, p.121] ∎

1.2 Extensions des valuations
Le but de cette section est d’étudier comment les valuations peuvent s’étendre à une exten-
sion de corps. Onmontrera tout d’abord que de telles extensions existent toujours, et ensuite
on se restreindra aux extensions algébriques pour démontrer le théorème de conjugaison
(voir (1.28)). La preuve donnée ici de ce dernier théorème est inspirée de [Rib99 ; EP05]. On
peut aussi en trouver une dans [Lan02, Corollary XII.4.9, p.485].

Définition 1.14 (Extension de valuation) :
Soient (K, v) et (L,w)deux corps valués tels queK⩽L. Ondit quew étend v (et onnote (K, v)⩽(L,w))
siOw ∩K = Ov.

On remarque alors que w K et v sont équivalentes et donc quitte à remplacer v par une va-
luation équivalente, on peut supposerw K = v.
Tout d’abord montrons le théorème d’extension de Chevalley, la preuve donnée ici est celle
de [Rib64, Théorème 4, p. 43-45]
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1 Corps valués algébriquement clos

Théorème 1.15 (Extension de Chevalley) :
SoientK un corps,A un sous-anneau deK et p un idéal premier deA, il existe alors un anneau
de valuationO de K d’idéal maximalM, tel queA ⊆ O etM ∩A = p.

Proof . Soit F ∶= {(O,M) ∶ A ⊆ O ⊆ K, O est un sous-anneau local de K d’idéal maximalM
etM ∩A = p}. Cette famille contient Ap (le localisé de A en p) qui est bien un sous-anneau
local de K qui contientA et dont l’idéal maximal est pAp dont l’intersection avecA est bien
p. De plus, on peut ordonner cette famille par (B,M) ⩽ (B ′,M ′) si B ⊆ B ′ etM ′ ∩ B =M.
Muni de cette ordre F est inductive, en effet si (Oi,Mi) est une chaîne alorsO = ⋃iOi est
un sous anneau de K qui contient A et dontM = ⋃iMi est un idéal. Si I est un autre idéal
deO, alors, pour tout i, I∩Oi est un idéal deOi et donc I∩Oi ⊆Mi. Comme tout point de
I est dans unOi, il s’en suit que I ⊆M et ce dernier est donc bien l’unique idéal maximal de
O. EnfinM ∩A = ⋃iMi ∩A = ⋃i p = p.
Par le lemme de Zorn, il existe (O,M)maximal dans F . Supposons qu’il existe x ∈ K tel que
x ∉ O et x−1 ∉ O. Supposons alors queM[x] ≠ O[x], il existeM ′ un idéal maximal de O[x]
qui contientM[x]. Montrons alors que O[x]M ′ est un élément de F . C’est un sous-anneau
deK qui contientA et dont l’unique idéalmaximal estM ′O[x]M ′ . De plus,M ′O[x]M ′∩O =
(M ′O[x]M ′ ∩O[x]) ∩O =M ′ ∩O ⊇M[x] ∩O ⊇M, orM ′O[x]M ′ ∩O est un idéal de O
qui ne contient pas 1 (sinonM ′O[x]M ′ devrait le contenir, ce qui contredirait son caractère
maximal) et donc M ′O[x]M ′ ∩ O = M. En particulier M ′O[x]M ′ ∩ A = (M ′O[x]M ′ ∩
O) ∩A =M ∩A = p. Comme O ⊊ O[x], cela contredirait le fait que (O,M) soit maximal.
On a donc montré que O[x]M = O[x]. Par le même argument appliqué à x−1, on a aussi
O[x−1]M = O[x−1].
Il s’en suit que 1 = ∑n

i=0 aix
i = ∑m

i=0 bix
−i où les ai et les bi sont dansM. De plus, on peut

supposer que n et m sont minimaux et que m ⩽ n (l’autre cas est identique). On a alors
∑m

i=1 bix
−i = 1 − b0 ∈ O /M et donc, en posant ci = bi

1−b0
qui est toujours dans M, on a

1 = ∑m
i=1 cix

−i, d’où xn = ∑m
i=1 cix

n−i et 1 = ∑n
i=0 aix

i = ∑n−1
i=0 aix

i +∑n−1
i=n−m ancn−ix

i ce
qui contredit la minimalité de n.
Il s’en suit donc que pour tout x ∈ K, soit x soit x−1 est dansO et ce dernier est donc bien un
anneau de valuation. ∎

On peut en déduire immédiatement l’existence d’extensions pour les valuations.

Corollaire 1.16 :
Soient (K, v) un corps valué et K⩽L une extension de corps, il existe alors une valuation w sur L
qui étend v.

Proof . On applique le théorème (1.15) dans L avec A = OK et p = MK. Il existe donc O un
anneau de valuation de L d’idéal maximalM qui contientOK et tel queM ∩ K =MK. Si on
avait x ∈ (O∩K) qui ne soit pas dans OK, on aurait x−1 ∈MK ⊆M, mais comme x ∈ O, on
aurait 1 ∈ M ce qui est absurde. On a donc bien O∩K = OK et donc toute valuation sur L
associée àO étend v. ∎

Remarque 1.17 :
La principale conséquence de ce théorème est que tout corps valué (K, v) peut être plongé dans un
corps valué algébriquement clos muni d’une valuation qui étend v. Cela sera particulièrement utile
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1 Corps valués algébriquement clos

quand on voudra étudier la théorie deQp car tout modèle de cette théorie se plonge donc dans un
corps valué algébriquement clos, théorie que l’on connaît mieux.

Rappelons ensuite le théorème des restes chinois qui sera utilisée dans la preuve du théorème
d’approximation (1.19).

Théorème 1.18 (Théorème des restes chinois) :
Soient A un anneau, (Ai)i=1...n des idéaux tels que Ai + Aj = A pour tout i ≠ j, alors la
flèche canoniqueA→∏iA/Ai est surjective.

On prouvemaintenant une version très faible du théorème d’approximation, mais qui suffira
à notre démonstration. On peut en trouver des versions plus fortes dans [EP05] ou [Rib99].

Théorème 1.19 (Théorème d’approximation) :
Soient (vi)i=1...n des valuations incomparables d’un corps K et Mi l’idéal maximal de Oi

l’anneau de valuation associé à la valuation vi, alors pour tout (ai) ∈ ∏iOi, il existe a ∈
⋂iOi tel que pour tout i, a − ai ∈Mi.

Commençons par démontrer un lemme technique.

Lemme 1.20 :
En reprenant les notation précédentes, soitA = ⋂iOi et pi = A∩Mi. Alors pour tout i,Oi = Api

(i.e. le localisé deA en pi).

Proof . CommeA ⊆ Oi et queA/pi ⊆ Oi /Mi = O⋆i , il s’en suit queApi
⊆ Oi. Soit maintenant

a ∈ Oi (on peut supposer a non nul sinon c’est fini). Soit p un nombre premier supérieur à la
caractéristique de tous les kj = Oj /Mj et tel que le résidu de a dans kj (quand il existe) n’est
pas une racine p-ième de l’unité. On pose b = ∑p−1

k=0 a
k, et on va montrer que b−1 ∈ A/pi et

ab−1 ∈ A.
Soit j tel que a ∈ Oj et soit �aj son résidu dans kj. Si �aj = 1 le résidu de b, noté �bj, est égal
à p qui est non nul. Sinon �bj = (1 − �a

p
j
)(1 − �aj)−1 ≠ 0. Dans les deux cas vj(b) = 0 et

donc b−1 ∈ O⋆j = Oj /Mj et bien sûr ab−1 ∈ Oj. Comme a ∈ Oi, on a, en particulier, que
b−1 /∈Mi ⊇ pi.
Si a /∈ Oj, alors vj(a) < 0 et donc a−1 ∈Mj. Si on pose c = ∑p−1

k=0 a
−k, on a alors ap−1b = c ∈

Oj et de plus, par les même considérations que précédemment, c est inversible dansOj. On
a donc b−1 = a−(p−1)c−1 et ab−1 = a−(p−2)c−1 ils sont bien tous les deux dansOj.
On a donc bien montré que ab−1 et b−1 sont dans ⋂jOj et que b−1 ∉ pi. Il s’en suit immé-
diatement que a = ab−1/b−1 ∈ Api

. ∎

Proof (Théorème (1.19)).
En reprenant les notations du lemme, si pi ⊆ pj, comme Api

= Oi, on aurait alors Oj ⊆ Oi,
ce qui est impossible car les valuations sont incomparables.
Montrons de plus que les pj sont maximaux. En fait on va montrer que tout idéal propre A
de A est inclus dans un pi. Cela suffira car si on a un idéal propre de A tel que pi ⊆ A alors
il existe j tel que pi ⊆ A ⊆ pj. Comme les pj sont incomparables, on doit alors avoir i = j et
pi = A.
Par l’absurde, soit donc A qui n’est inclus dans aucun pi, on a alors pour tout i un ai ∈ A/pi.
De plus, comme pi /⊆ pj pour i ≠ j, soitbij ∈ pi/pj. On pose alors cj =∏i≠j bij qui est donc un
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1 Corps valués algébriquement clos

élément de pi pour tout i ≠ j. De plus comme pj est premier, cj /∈ pj. Les ajcj sont donc des
éléments deA qui sont dans tous les pi pour i ≠ j etmais pas dans pj. Et si on posed = ∑j ajcj
on obtient alors un élément deA qui n’est dans aucun des pi. Comme pi = A∩Mi ils ne sont
dans aucun des Mi. Comme les Oi sont des anneaux locaux, d−1 ∈ Oi pour tout i et donc
d−1 ∈ A ce qui implique que A contient un élément inversible et donc A = A.
Comme les pi sont maximaux et distincts, le théorème des restes chinois (1.18) implique que
la flèche canoniqueA→∏iA/pi est surjective.De plus, lemorphisme canoniqueA→ Api

→
Api
/piApi

qui a a ∈ A associe a/1 + piApi
est une surjection. En effet, soit a/b ∈ Api

, i.e.
b ∈ A/pi. Comme pi est maximal, l’idéal engendré par pi et b est A. Il existe donc c ∈ A tel
que a−cb ∈ pi et donc a/b−c = (a−cb)/b ∈ piApi

et donc a/b+piApi
est l’image de c ∈ A.

De plus cette surjection passe au quotient et on a donc une surjection A/pi → Api
/piApi

.
Mais ces deux anneaux sont des corps et lemorphisme est donc injectif, i.e.A/pi ≅Api

/piApi
.

Comme par le lemme (1.20) on a Api
= Oi et que son idéal maximal est piApi

= Mi, on a
une flèche A → ∏iOi /Mi qui est surjective et il suffit de prendre pour a l’antécédent de
(ai +Mi)i=1...n. ∎

Lemme 1.21 :
Soit (K, v)⩽(L,w) une extension algébrique de corps, alors :

(i) ΓL ⊆ div(ΓK) ;
(ii) kK ⩽kL est une extension algébrique.

Proof .

(i) Soitw(x) ∈ ΓL, comme K⩽L est algébrique, il existe P ∈ K[X] tel que P(x) = ∑i aix
i =

0. Mais alors, commew(P(x)) =∞ il existe i et j distincts tels quew(aixi) = w(ajxj)
et donc (j − i)w(x) = v(ai) − v(aj) ∈ ΓK.

(ii) Soient res(x) ∈ kL et P ∈ K[X] tel que P(x) = ∑i aix
i = 0. Soit ai0 de valuation

minimale parmi les ai, on a alorsQ(x) = ∑i aia
−1
i0
xi ∈ Ov[x] qui annule x. Comme le

coefficient i0 de Q est 1, celui de resQ aussi, i.e. res(Q) est un polynôme non nul, et
res(Q)(res(x)) = res(Q(x)) = 0. ∎

Corollaire 1.22 :
Soit (K, v)⩽(L,w) une extension algébrique de corps valués. Si v est triviale alors w est triviale
aussi.

Proof . Comme div({0}) = {0}, c’est une conséquence immédiate du lemme qui précède. ∎

Lemme 1.23 :
SoitO un anneau de valuation, alorsO est intégralement clos (dans son corps de fractions K).

Proof . Soient P ∈ O[X] unitaire et x ∈ K tel que P(x) = 0. Notons P = ∑n
i=0 aix

i et supposons
que v(x) < 0. Alors pour tout i < n, on a v(aixi) = v(ai)+i⋅v(x) ⩾ iv(x) > n⋅v(x) = v(anxn)
et donc v(P(a)) = n ⋅ v(x) ≠∞ = v(0), ce qui est absurde, donc x ∈ O. ∎

Lemme 1.24 :
Soit (K, v) un corps valué algébriquement clos, on a alors :

10
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(i) ΓK est divisible ;

(ii) kK est algébriquement clos.

Proof .

(i) Soient v(x) ∈ ΓK et n ∈ N. Comme K est algébriquement clos, il existe y ∈ K tel que
yn = x. On a alors nv(y) = v(x).

(ii) Soit P ∈ kK[X] unitaire il existe alorsQ ∈ Ov[X] unitaire tel que res(Q) = P. CommeK
est algébriquement clos il existe x ∈ K tel queQ(x) = 0. CommeOv est intégralement
clos par le lemme (1.23), on a x ∈ Ov et P(res(x)) = res(Q(x)) = 0. ∎

Lemme 1.25 :
Soit (K, v)⩽(L,w) une extension normale de corps valués. Alors w ○ σ est une valuation sur L
pour tout σ ∈ Aut(L/K) et⋂σ∈Aut(L/K)Ow○σ est la clôture intégrale deOv dans L.

Proof . Le fait que w ○ σ soit une valuation suit de vérifications évidentes. De plus, comme
Ow○σ est intégralement clos dans L (voir lemme (1.23)), la clôture intégrale deOv est incluse
dans⋂σ∈Aut(L/K)Ow○σ. Réciproquement, soit x ∈ ⋂σ∈Aut(L/K)Ow○σ. Comme l’extension est
normale, P(X) = ∏σ∈Aut(L/K)(X − σ(x)) ∈ K[X] et comme Ow○σ = σ−1(Ow), pour tout
σ ∈ Aut(L/K),w(σ(x)) ⩽ 0 et donc P ∈ Ow[X]. Mais, commeOw ∩K = Ov, on a P ∈ Ov[X]
et ce polynôme est unitaire et annule x. ∎

Lemme 1.26 :
Soit (K, v) un corps valué, K⩽L une extension algébrique de corps et O1 ⊆ O2 deux anneaux de
valuation de L au dessus deOv, alorsO1 = O2.

Proof . Montrons tout d’abord queM2 ⊆ O1, oùM2 est l’idéal maximal de O2. Soit x ∈M2,
comme O1 est un anneau de valuation, on a x ∈ O1 ou x−1 ∈ O1. Si x−1 ∈ O1 ⊆ O2 alors x
est inversible dans O2 ce qui est absurde. De plus commeM2 est un idéal de O2 ⊇ O1 c’est
aussi un idéal deO1. On a alors Ô1 = O1 /M2 ⊆ O2 /M2 = k2.
Comme O1 et O2 sont des anneaux de valuation au dessus de OK, on a en particulier que
MK ⊆ M2 ∩ O et donc que kK = OK /MK ⊆ Ô1. D’après le lemme (1.21), kK ⩽k2 est une
extension algébrique, et comme on a kK ⊆ Ô1 ⊆ k2, il s’en suit que pour tout x ∈ Ô1, kK[x]
est une k-algèbre de dimension finie, intègre, donc un corps. Comme tout élément de Ô1

est inversible, c’est donc un corps. Mais Ô1 est un anneau de valuation de k2. En effet, soit
x̂ ∈ k2, où x ∈ O2 ⊆ K2. Si x ∈ O1 alors x̂ ∈ Ô1 et si x−1 ∈ O1 alors (x̂)−1 = x̂−1 ∈ Ô1. On a
donc Ô1 = Frac(Ô1) = k2. Il s’en suit immédiatement queO1 = O2. ∎

Lemme 1.27 :
Soient v et (vi)i=1...n des valuations non triviales de K telles que ⋂iOvi

⊆ Ov, alors il existe un
indice i0 tel queOv etOvi0

sont comparables.

Proof . Quitte à retirer les j tels que Ovi
⊆ Ovj

pour un certain i ≠ j, on peut supposer
qu’aucune des valuations vi ne sont comparables. Supposons alors que v n’est comparable
à aucune des valuations vi, alors par le théorème (1.19), il existe x ∈ ⋂iOvi

∩Ov tel que
v(x − 1) > 0 et vi(x) > 0 pour tour i. Mais alors comme v(x) > 0 implique v(x − 1) = 0, on

11



1 Corps valués algébriquement clos

a donc v(x) = 0. De même on trouve y ∈ K tel que v(y) > 0 et vi(y) = 0 pour tout i. Mais
alors v(x/y) = −v(y) < 0 et vi(x/y) = vi(x) > 0 pour tout i, ce qui contredit le fait que
⋂iOvi

⊆ Ov. ∎

Théorème 1.28 (Théorème de conjugaison) :
Soit (K, v) un corps valué et (K, v)⩽(L,w) une extension normale de corps valué, alors toute
valuationw ′ sur L qui étend v est de la forme (à équivalence près)w ○σ pour σ ∈ Aut(L/K).

Proof . Le cas où v est triviale est traitée dans le corollaire (1.22), on peut donc supposer qu’elle
ne l’est pas.
Comme w ′ étend v, Ow ′ ∩K = Ov. De plus, d’après le lemme (1.23), Ow ′ est intégralement
clos dans L et d’après le lemme (1.25), ⋂σ∈Aut(K/K)Ow○σ est la clôture intégrale de Ov dans
L, on a donc ⋂σ∈Aut(L/K)Ow○σ ⊆ Ow ′ . Mais alors d’après le lemme (1.27), comme Aut(L/K)
est fini, il existe σ ∈ Aut(L/K) tel queOw ′ etOw○σ sont comparables et donc, par le lemme
(1.26),w ′ etw ○ σ sont équivalentes. ∎

Le résultat que l’on utilisera vraiment est une extension de ce théorème à toute la clôture
algébrique.

Corollaire 1.29 :
Soient (K, v) un corps valué,K1 etK2 deux clôtures algébriques deK. Soient v1 et v2 des valuations
sur K1 et K2 respectivement qui étendent v. Alors il existe σ ∈ IsoK(K1, K2) tel que v1 = v2 ○σ (à
équivalence près).

Proof . Soit X ∶= {(L1, σ) ∶ K⩽L1 ⩽K1, σ ∈ EndK(L1, K2) et v1 L1
= v2 ○ σ}. Cet ensemble

ordonné par l’inclusion est inductif et donc par le lemme de Zorn, il existe (L1, σ) ∈ Xmaxi-
mal. Montrons que L1 = K1. On aura alorsK⩽σ(K1)⩽K2 et σ(K1) algébriquement clos d’où
σ(K1) = K2 et on aura terminé.
Supposons donc, par l’absurde, qu’on ait a ∈ K1/L1. Soit L ′1 la clôture normale de L1[a].
Comme K1 est la clôture algébrique de L1, par unicité de la clôture algébrique (au dessus
d’un isomorphisme), on peut étendre σ en σ ′ ∈ IsoK(K1, K2). Le corps L ′1 est muni de deux
valuations qui sont les restrictions de v1 et v2 ○ σ ′, et ces deux valuations coïncident sur
L1. Par le théorème (1.28), il existe τ ∈ Aut(L ′1/L1) tel que v1 L ′

1
= v2 ○ σ ′ ○ τ. Mais alors

(L ′1, σ
′ ○ τ) ∈ X, ce qui contredit le fait que (L1, σ) soit maximal. ∎

1.3 Élimination des quantificateurs dansACVF
La preuve de l’élimination des quantificateurs pour les corps valués est adaptée de celle de
[Cha08] en utilisant un autre critère, plus élémentaire.

Lemme 1.30 (Critère d’élimination des quantificateurs) :
Une théorie T dans un langage L admet l’élimination des quantificateurs si et seulement si pour
tous modèlesM et N de T qui contiennent une L-structure commune A, toute formule ϕ sans
quantificateurs de LA et 	m ∈M tel queM ⊧ ϕ[ 	m], il existe 	n ∈N tel queN ⊧ ϕ[	n].
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On veut maintenant utiliser le critère précédent, mais il est plus simple de d’abord suppo-
ser que A est un modèle, puis en déduire le cas où A n’est qu’une structure en utilisant le
théorème de conjugaison.

Lemme 1.31 :
Soient (K, v) et (L,w) deux modèles de ACVF tels que (K, v) est une sous-structure de (L,w) et
ϕ une formule sans quantificateurs de LA, on a L ⊧ ∃xϕ[x] si et seulement si K ⊧ ∃xϕ[x]

Proof . D’après la remarque (1.7),K est un sous-corps deLmuni de la restrictionde la valuation.
Soit alors m ∈ L tel que L ⊧ ϕ[m, 	a]. On veut montrer qu’il existe m ′ ∈ K tel que K ⊧
ϕ[m ′, 	a]. Sim = 0 alors il est déjà dansK et c’est évident.Onpeut donc supposerm inversible
et comme toute formule surm est équivalente à une formule surm−1 (il suffit de remplacer
x par 1/x dans les polynômes qui apparaissent et multiplier par la bonne puissance de x pour
que cela garde un sens), on peut supposer que w(m) ⩾ 0. De même, sim est algébrique sur
K, qui est algébriquement clos, on am ∈ L et c’est fini. On peut donc aussi supposer quem
est transcendant sur K.
Il y a donc trois cas qui correspondent aux différentes formes d’extension transcendante.

Extension purement ramifiée : Supposons qu’il existe b ∈ K tel quew(m−b) /∈ ΓK. Quitte
à considérer ϕ[x + b, 	a], on peut considérer que w(m) /∈ ΓK. On peut alors supposer
(comme toujours) que ϕ est une conjonction d’atomes et de négation d’atomes, i.e. de
la forme suivante :

n

⋀
i=1

¬Pi(x) = 0 ∧
n ′

⋀
j=1
Rj[x]divR ′j[x] ∧

n ′′

⋀
j=n ′+1

¬Rj[x]divR ′j[x]

Notons Rj = λ1∏k(x − aj,k)nj,k et de même pour R ′j. Quitte à agrandir 	a, on peut
supposer que toutes les racines sont dedans. Soit alors (G,D) la coupure de w(m)
dans v(	a), i.e.G = {x ∈ 	a ∶ w(x) < w(m)} etD = {x ∈ 	a ∶ w(m) < w(x)}. On a alors

w(Rj(m)) = w(λ) + ∑
aj,k∈G

nj,kw(aj,k) + ∑
aj,k∈D

nj,kw(m)

et donc Rj(m)divR ′j(m) si et seulement si :

w(
λj

λ ′
j

)+ ∑
aj,k∈G

nj,kw(aj,k)− ∑
a ′
j,k
∈G
n ′j,kw(a

′
j,k)+( ∑

aj,k∈D
nj,k− ∑

a ′
j,k
∈D
n ′j,k)w(m) ⩽ 0,

c’est-à-dire njw(m) ⩽ bj avec nj ∈ Z et bj ∈ ΓK. Comme L est algébriquement clos,
ΓK est divisible (voir lemme (1.24)) et comme w(m) /∈ ΓK, Rj(m)divR ′j(m) est donc
équivalent àw(m) < b ′j ouw(m) > b

′
j avec b

′
j ∈ ΓK. Quitte à supposer que les b

′
j sont

dans v(	a), les conditions sur la valuation dem (même les négations) sont donc toutes
équivalentes à la réalisation de la coupure dew(m) sur v(	a). Mais comme ΓK ⊧ DLO
dont tous les modèles sont ω-saturés, il existe m ′ ∈ K qui réalise cette coupure. De
plus pour tout u ∈ K tel que w(u) > w(m ′), w(m ′ + u) = w(m ′) réalise aussi cette
coupure et il y a donc une infinité de valeurs possibles pourm ′. Il suffit d’en prendre
une qui n’annule aucun des Pi et on a alors K ⊧ ϕ[m ′, 	a].
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Extension purement inertielle : Supposons qu’il existe b et c ∈ K tel que res((m − b)/c) /∈
kK. Quitte à considérerϕ[cx + b, 	a], on peut considérer que res(m) /∈ kK.
Si on a b ∈ K tel que v(b) = w(m), on a alorsw(m−b) ⩾ w(m) ⩾ 0. Mais siw(m−b) >
0 on a alors res(m − b) = 0 et donc res(m) = res(b) ∈ kK ce qui est absurde. Donc
w(m − b) = 0. Soit alors (G,E,D) la coupure de w(m) dans v(	a), où E = {x ∈ 	a ∶
w(x) = w(m)}. On a alors :

w(Rj(m1)) = w(λj) + ∑
aj,k∈G

nj,kw(aj,k) + ∑
aj,k∈D

nj,kw1(m1).

Comme kK est algébriquement clos pas le lemme (1.24), il est infini et il y a donc une
infinité de m ′ ∈ K tels que w(m ′) = 0 et res(m ′) ≠ res(b) pour tout b ∈ 	a. On en
choisit un qui n’annule aucun des Pi. On peut alors vérifier que pour tout b ∈ 	a on a
w(m − b) = w(m ′ − b). En effet, si b ∈ D, w(m ′ − b) = w(m ′) = 0 = w(m − b), si
b ∈ G, w(m ′ − b) = w(b) = w(m − b) et si w(b) = 0, w(m ′ − b) ⩾ 0 mais comme
res(m ′) ≠ res(b),w(m ′ − b) ⩽ 0 et doncw(m ′ − b) = 0 = w(m − b). Il s’en suit donc
que K ⊧ ϕ[m ′, 	a].

Extension immédiate : Il reste le cas où, pour tout b ∈ K,w(m−b) ∈ ΓK et pour tous b, c ∈
K, res((m−b)/c) ∈ kK. L’ensemble X = {w(m−b) ∶ b ∈ K} n’a alors pas de maximum.
En effet soit b, c ∈ K tel quew(m−b) = w(c). On a alorsw((m−b)/c) = 0 et il existe
donc u ∈ K tel que res(u) = res((m − b)/c). On a doncw((m − b)/c − u) > 0 et donc
w(m−(b+uc)) > w(c) = w(m−b). On peut donc trouverm ′ ∈ K tel quew(m ′−m) >
w(m−b) pour tout b ∈ 	a. On a alorsw(m ′−b) = w(m ′−m1+m1−b) = w(m−b) et
donc pour tout polynôme P ∈ K[X] à racines dans 	a, w(P(m)) = w(P(m ′)). De plus
commeX n’a pas demaximum, il y a une infinité dem ′ qui conviennent. On peut donc
en prendre un qui n’annule aucun des Pi. On a alors K ⊧ ϕ[m ′, 	a]. ∎

Remarque 1.32 :

(i) La modèle complétude nous permet de comprendre la clôture algébrique dans ACVF. En ef-
fet, soit (K, v) ⊧ ACVF etA ⊆ K. CommeLdiv contient le langage des anneaux, il est évident
que acl(A) contient K ′ = Frac(< A >)

alg
, i.e. la clôture algébrique du corps des fractions de

l’anneau engendré par A (que l’on notera dorénavant A
alg

même si A n’est qu’un ensemble
quelconque de paramètres). De plus, il est évident que K ′ est un corps valué algébriquement

clos et donc K ′ ≼K, ce qui implique que acl(A) ⊆ K ′ = Aalg
et donc acl(A) = Aalg

.

(ii) En revanche, dcl n’est pas la clôture rationnelle comme c’est le cas dans les corps algébri-
quement clos. C’est en fait l’hensélianisé. En reprenant les notations précédentes, comme
Ldiv contient le langage des anneaux, Frac(< A >) ⊆ dcl(A) on peut donc supposer que
A = Frac(< A >) et donc que A est un corps. On choisit alors Ah un Hensélianisé de A.
Comme K est algébriquement clos (et donc Hensélien) il s’en suit que Ah s’injecte dans K.
Quitte à l’identifier à son image, on peut donc considérer que c’est un sous-corps de K. Soit
alorsσ un automorphisme deK (en tant que corps valué) qui fixeA. Il s’en suit que si on note
i ∶ A → Ah et j ∶ Ah → K les injections induites par l’inclusion, on a σ ○ i = σ A = j ○ i et
donc par la propriéte universelle de l’Hensélianisé, σ Ah = j i.e. Ah est fixé point par point
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par σ. Il s’en suit donc queAh ⊆ dcl(A). Toujours comme Ldiv contient le langage des an-
neaux, dcl(A) doit contenir K ′ = Ah

ins
, la clôture inséparable de Ah. Montrons alors que

dcl(A) = K ′.
Soit x ∉ /K ′. Comme x est séparable au dessus de K ′, il existe un automorphisme σ de K qui
fixe K ′ mais pas x. Mais comme K ′ est Hensélien par le corollaire (1.12), v est v ○ σ qui sont
deux valuations de K qui coïcident sur K ′ sont équivalentes, i.e.σ(OK) = OK et donc σ est
un automorphisme de K en temps que corps valué. On a donc x ∉ dcl(A).

Théorème 1.33 :
La théorie ACVF admet l’élimination des quantificateurs dans le langage Ldiv.

Proof . Soient (K1, v1) et (K2, v2) deux modèles de ACVF et (K, v) un sous-corps valué com-
mun (qui est bien une sous-Ldiv-structure de chacun des modèles par la remarque (1.7)).
Soient (K ′1, v

′
1) et (K

′
2, v

′
2) les clôtures algébriques de K dans K1 et K2 respectivement, mu-

nis des restrictions des valuations. Par le corollaire (1.29), il existe σ ∈ IsoK(K ′1, K
′
2) qui soit

un isomorphisme de corps valué. Il induit un plongement de K ′1 dans K2 et on peut donc
remplacer K par K ′1, i.e. considérer que K est algébriquement clos.
Soient alors ϕ[x] ∈ Ldiv sans quantificateurs à paramètres dans K etm1 ∈ K1 tel que K1 ⊧
ϕ[m1]. D’après le lemme (1.30), il suffit de vérifier qu’il existem2 ∈ K2 tel que K2 ⊧ ϕ[m2].
Si K est de valuation non triviale, c’est un modèle de ACVF et donc par le lemme (1.31), K1 ⊧
∃xϕ[x] implique K ⊧ ∃xϕ[x], qui implique K2 ⊧ ∃x ϕ[x].
Reste le cas oùK est trivialement valué. La preuve du lemme (1.31)marche encore et permet de
trouver unm ∈ K tel que K ⊧ ϕ[m] et donc, comme ϕ est sans quantificateurs, K2 ⊧ ϕ[m],
sauf dans le cas de l’extension totalement ramifiée, car on a alors {0} ⊭ DLO. Mais dans ce
cas-là, la coupure dem1 sur K se résume à savoir si v(m1) > 0 ou pas. Il suffit alors de choisir
m2 ∈ K2 qui n’annule aucun des Pi et tel que v(m2) > 0 si et seulement si v(m1) > 0. On
aura alors bien K2 ⊧ ϕ[m2]. ∎

Une première remarque que l’on peut faire est que l’élimination des quantificateurs dans le
langage tri-sorté se déduit assez facilement du résultat que l’on donne ici et permet de dé-
montrer que Γ est un pur groupe abélien totalement ordonné, divisible et sans torsion et que
k est un pur corps algébriquement clos.
Comme souvent, il n’est pas difficile de déduire les complétions d’une théorie, une fois que
l’on sait qu’elle admet l’élimination des quantificateurs.

Corollaire 1.34 (Complétude de ACVF) :
Les complétions de ACVF sont données par la caractéristique du corps et celle du corps résiduel
(appelée caractéristique résiduelle). Les cas possibles sont (0, 0), (0, p) et (p,p) oùp est un nombre
premier. On note ACVF(n,m) ces différentes complétions.

Proof . Le fait qu’un corps est de caractéristiquep ≠ 0 s’exprime au premier ordre dansLdiv par
∑p

i=1 1 = 0. De même, le fait qu’il soit de caractéristique résiduelle p s’exprime par v(p) > 0
i.e. ¬(∑p

i=1 1div1). Les complétions de ACVF fixent donc bien ces deux caractéristiques.
D’autre part, comme on a un morphisme d’anneau qui va de O l’anneau de valuation (qui
est de même caractéristique que le corps valué) vers k, le corps résiduel, il s’en suit que la
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caractéristique résiduelle divise la caractéristique et les cas possibles sont donc bien (0, 0),
(0, p) et (p,p).
Si un corps valué K est de caractéristique (0, 0), alors Z ⊆ K. Comme pour tout n ∈ Z /{0},
v(n) = v(∑n

i=1 1) ⩾ v(1) = 0 mais qu’on ne peut pas avoir v(n) > 0, on a v(n) = 0 et donc
Zmuni de la valuation triviale est une sous-structure de tous les corps valués de caractéris-
tique (0, 0), par élimination des quantificateurs, cela suffit pour montrer que ACVF(0,0) est
complète.
Si un corpsK est de caractéristique (0, p), alorsZ ⊆ K, maismaintenant, pour toutn ∈ Z /{0}
on a v(n) > 0 ⇐⇒ res(n) = 0 ⇐⇒ p∣n. D’où Z muni de la valuation p-adique (voir
définition (2.6)) est une sous-structure commune à tous lesmodèles de ACVF(0,p). Enfin, siK
est de caractéristique (p,p), alors Z /pZmuni de la valuation triviale est une sous-structure
de K. ∎

Une autre conséquence de ce résultat d’élimination des quantificateurs est un résultat de
Holly (voir la proposition (1.36)), qui donne une description canonique des ensembles défi-
nissables de ACVF. Cette description utilise des sous-ensembles d’un corps valués qui sont
particulièrement importants : les boules. Si (K, v) est un corps valué, pour tout γ ∈ ΓK et
a ∈ K, on note B⩾γ(a) ∶= {x ∈ K ∶ v(x − a) ⩾ γ}, la boule fermée de centre a et de rayon γ
et B>γ(a) ∶= {x ∈ K ∶ v(x − a) > γ}, la boule ouverte de centre a et de rayon γ. Une boule
de K est alors n’importe quel ensemble définissable qui soit d’une de ces deux formes. Il faut
cependant faire attention au fait que si K⩽L, l’empreinte d’une boule de L dans K n’est pas
forcément une boule.

Définition 1.35 (Fromage suisse) :
Soit (K, v) un corps valué. Un fromage suisse de K est un ensemble de la forme b/(⋃n

i=1 bi) où b
et les bi sont des boules. On dira que deux fromages suisses sont trivialement emboîtés si la boule
extérieure de l’un est un trou de l’autre.

Proposition 1.36 ([Hol95, Théorème 3.26]) :
Soit (K, v) ⊧ ACVF, tout sous-ensemble définissable de K s’écrit de manière unique comme une
union finie de fromages suisses non trivialement emboîtés.

Enfin,maintenant que l’on sait que ACVF admet l’élimination des quantificateurs, l’étude des
formules faite dans la preuve de (1.31)permet de décrire le cardinal des ensemble définissables.

Proposition 1.37 :
Soit (K, v) ⊧ ACVF, alors tout ensemble définissable dans K est soit fini soit du cardinal de K.

Proof . Montrons tout d’abord qu’il suffit de considérer les ensembles à une variable. Soient
X ⊆ Kn définissable et πi la projection sur la i-ième composante. Si tous les πi(X) sont finis,
alors X est inclus dans un produit fini d’ensemble finis et est donc fini. Par contre, si l’un des
πi(X) est infini, il suffit de montrer que ce πi(X) est de même cardinal que K car c’est alors
aussi le cas de X qui se surjecte sur cet ensemble.
Soit alors X ⊆ K définissable par une formuleϕ. Par élimination des quantificateurs, on peut
supposer que c’est une disjonction de conjonctions d’atomes et de négations d’atomes. Il suffit
alors de le montrer pour les conjonctions. En effet si elles définissent toutes un ensemble
fini alors X aussi et si l’une d’entre elles définit un ensemble infini, il serait alors du même
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cardinal que K et donc X aussi car il le contient. On peut donc supposer que X est défini par
une conjonction. Si un atome de la forme P(x) = 0 apparaît alors X est fini. On peut donc
supposer que X est défini par une formule de la forme :

n

⋀
i=1

¬Pi(x) = 0 ∧
n ′

⋀
j=1
Rj[x]divR ′j[x] ∧

n ′′

⋀
j=n ′+1

¬Rj[x]divR ′j[x].

De plus, on peut écrire tous les polynômes qui apparaissent sous forme scindée et supposer
que les racines sont dans l’ensemble fini A des paramètres qui définissent X. Si X est vide
alors c’est fini, sinon soit m ∈ X. L’ensemble {v(m − a) ∶ a ∈ A} est fini et soit γ qui le
majore. Montrons que la boule B>γ(m) ⊆ X. Tous les points de cette boule sont distincts des
racines des Pi car par définition de γ, v(m − a) ⩽ γ. De plus, soitm ′ ∈ B>γ(m), pour tout
a ∈ A, v(m ′ − a) = v(m ′ −m +m − a) = v(m − a) car v(m ′ −m) > γ ⩾ v(m − a). Pour
tout polynôme Q qui apparaît dans la formule, on a donc v(Q(m ′)) = v(λ∏i(m ′ − ai)) =
v(λ) +∑i v(m ′ − ai) = v(λ) +∑i v(m − ai) = v(Q(m)) et il s’en suit quem ′ vérifie aussi la
formule.
Il suffit donc de montrer que toute les boules ouvertes de rayon fini sont de même cardinal
queK, et comme elles sont toutes de la forme a+xM où v(x) est le rayon de la boule, il suffit
de montrer que M a le même cardinal que K. Mais comme on a un morphisme de groupe
v ∶ K∗ → Γ dont le noyau est R/M et que la valuation est non triviale,M contient au moins
un translaté du noyau et comme K = M ∪ (R/M) ∪M−1, il s’en suit que M est de même
cardinal que K. ∎

1.4 Élimination des imaginaires dans un cadre abstrait
Une fois la question de l’élimination des quantificateurs traitée, l’autre question qui se pose
comme préliminaire à l’étude de toute théorie est celle de l’élimination des imaginaires. En
effet, l’élimination des quantificateurs permet une description extrêmement simple de tous
les ensembles définissables, mais il reste le problème des quotients définissables. A priori,
ils ne sont pas représentées comme de « vrais » points des structures mais n’existent qu’en
tant qu’ensembles de classes d’équivalence, ce qui les rend compliqués à traiter. Le but de
l’élimination des imaginaires est justement d’en faire de vrais points.
Dans les définitions qui suivent, on distinguera, comme dans [Hod93], des notions uniformes
et non-uniformes d’élimination des imaginaires. On ne définira cependant pas la notion
d’élimination semi-uniformequ’il introduit car, par compacité, elle est équivalente à l’élimination
non-uniforme. Dans tout ce qui suit, L sera un langage.

Définition 1.38 (Code et code uniforme) :
SoientM une L-structure et X un ensembleM-définissable. On dit que 	a ∈M est un code pour X
viaϕ[	x, 	y] une L-formule, si X = ϕ[M, 	a] et que 	a ′ ≠ 	a impliqueϕ[M, 	a] ≠ ϕ[M, 	a ′].
Si X = θ[M, 	b], on dit que X est codé uniformément via ϕ[	x, 	y] si pour tout 	b ′ ∈ A (bien sorté),
il existe un code de θ[M, 	b ′] viaϕ[	x, 	y].

Dans la définition de code, on autorise la variable 	y à représenter un 0-uplet, dans le cas où
X est ∅-définissable.
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Il est évident que la notion de codage uniforme sera beaucoup plus pratique que sa version
non-uniforme, mais dans le cas où la théorie admet suffisamment de constantes, ces deux
notions coïncident.

Lemme 1.39 :
SoitM une L-structure telle que dcl(∅) contient au moins deux éléments de la même sorte et
un élément de chaque sorte. Soit θ[	x, 	y] une L-formule telle que pour tout 	m ∈ M (bien sorté),
θ[M, 	m] ait un code, alors ce codage peut être choisi uniformément.

Proof . Pour tout 	m ∈ M, on a ϕ 	m[	x, 	z] et 	a 	m qui est un code de θ[M, 	m] via ϕ 	m[	x, 	z].
L’ensemble de formules{∀	a (∀	a ′ 	a ≠ 	a ′ ⇒ ¬(∀	xϕ[	x, 	a] ⇐⇒ ϕ[	x, 	a ′]))⇒ ¬(∀	xϕ[	x, 	a] ⇐⇒
θ[	x, 	m]) ∶ ϕ[	x, 	z] ∈ L} n’est donc pas satisfaisable et, par compacité, il n’est donc pas fini-
ment satisfaisable. Il existe donc des formules (ϕi[	x, 	zi])i=1...n telles que pour tout 	m, il
existe 	a et i tel que 	a est un code de θ[M, 	m] via ϕi[	x, 	zi]. De plus, on peut supposer que
les 	zi sont sortés de la même manière, quitte à rajouter des variables de la bonne sorte et
spécifier qu’elles doivent être égales à une constante dansϕi. On peut donc remplacer les 	zi
par un unique uplet de variables 	z.
Quitte à remplacer les ϕ par ϕ[	x, 	z] ∧ (⋀j<i ¬(∃=1	z ′∀	xϕj[	x, 	z ′] ⇐⇒ ϕi[	x, 	z]), on a alors
que pour tout 	m il existe un unique i 	m tel qu’il existe un code a 	m de θ[M, 	m] viaϕi. Soient
c1 et c2 les deux constantes de même sorte, on pose alors ψ[	x, 	z,	t] = ⋁i(⋀j≠i tj = c2 ∧ ti =
c1) ∧ϕi[	x, 	z], 	ci le n-uplet de c2 avec un c1 à la i-ième place et pour tout 	m, 	b 	m = 	a 	m	ci 	m .
Il est alors clair que pour tout 	m, θ[M, 	m] est codé par 	b 	m via ψ et donc que le codage est
bien uniforme. ∎

Dorénavant, on dira qu’un théorie admet suffisamment de constantes si elle admet deux
constantes d’une même sorte et une de chaque sorte.
Dans certains cas (voir les exemples (1.48)), les ensembles définissables ne sont pas exacte-
ment codés, mais c’est presque le cas (voir lemme (1.47)). Il existe donc une notion un peu
plus large de codage, celui de codage faible.

Définition 1.40 (Code faible) :
SoientM une L-structure et X un ensembleM-définissable. On dit que 	a ∈M est un code faible
pour X s’il existe une L-formule ϕ[	x, 	y] telle que X = ϕ[M, 	a] et qu’il n’existe qu’un nombre fini
de 	a ′ tel que X = ϕ[M, 	a ′].
Comme précédemment on a aussi une notion de code faible uniforme.

Il existe une autre définition classique de la notion de code qui utilise les automorphismes.
Le lemme suivant donne l’équivalence entre ces deux notions.

Proposition 1.41 :
SoientM une L-structure, X un ensembleM-définissable et 	a ∈M. On a alors que 	a est un code
de X si et seulement si tout automorphisme d’une extension assez saturée et homogène deM fixe
	a si et seulement si il fixe X.

Proof . Supposons que 	a soit un code deX. CommeX est 	a-définissables, tout automorphisme
qui fixe 	a fixe X et réciproquement si X est codé par 	a via ϕ[	x, 	y] et que σ est un automor-
phisme qui fixe X, alorsϕ[	x,σ(	a)] définit X et donc par définition d’un code, σ(	a) = 	a.
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D’autre part soit N une extension assez saturée et homogène deM et supposons que tout
automorphismedeN fixe 	a si et seulement si il fixeX. Tout d’abord, commeX est Aut(N /	a)-
invariant et que N est assez saturé et homogène, il existe une formule ϕ[	x, 	y] telle que
ϕ[	x, 	a]définitX. Posonsp = tp(	a), l’ensemble de formulesp[	y]∪{∀	xϕ[	x, 	y] ⇐⇒ ϕ[	x, 	a], 	y ≠
	a} n’est alors pas satisfaisable. En effet s’il l’était, il le serait dansN et il existerait donc σ un
automorphisme de N qui fixe Xmais pas 	a ce qui contredit notre hypothèse. Il existe donc
ψ[	y] ∈ tp(	a) telle queN ⊧ ∀	y(ψ[	y] ∧ ∀	x ϕ[	x, 	y] ⇐⇒ ϕ[	x, 	a])⇒ 	y = 	a. Il s’en suit donc
que X est codé par 	a viaϕ[	x, 	y] ∧ψ[	y]. ∎

Définition 1.42 (Élimination des imaginaires) :
Une théorie T élimine (faiblement) les imaginaires si tout ensemble définissable d’un modèle de T
admet un code (faible). L’élimination (faible) est dite uniforme si tout ensemble définissable est codé
(faiblement) uniformément.

Une conséquence immédiate du lemme (1.39) est que si une théorie admet suffisamment de
constantes, alors elle a l’élimination des imaginaires si et seulement si elle a l’élimination
uniforme des imaginaires.
La présentation qu’on a choisi de prendre ici passe par la notion de code mais, comme je l’ai
fait remarquer précédemment, l’élimination des imaginaires est essentiellement, et histori-
quement, liée à la question de représenter les classes d’équivalence définissables (qui sont en
quelque sorte des points « imaginaires ») par de « vrais » points du modèle.

Lemme 1.43 :
Soit T une L-théorie, elle élimine uniformément les imaginaires si et seulement si pour toute L-
formule qui définit une relation d’équivalence E dans T , il existe une L-formule qui défini une
fonction f dans T telle que T ⊢ E[	x, 	y] ⇐⇒ f(	x) = f(	y).

Proof . Supposons que T élimineuniformément les imaginaires et soitM ⊧ T etEune relation
d’équivalence définissable. Comme les classes d’équivalence de E sont toutes définies par des
formules de la forme E[	x, 	a], où 	a ∈ M, par élimination uniforme des imaginaires, il existe
uneL-formuleϕ[	x, 	y] telle queE[M, 	a] est codée viaϕ. La formule∀	xϕ[	x, 	y] ⇐⇒ E[	x, 	z]
définit donc une fonction qui vérifie bien les propriétés voulues.
Réciproquement, soitϕ[	x, 	y]uneL-formule, ondéfinitE[	y, 	y ′] ∶= ∀	xϕ[	x, 	y] ⇐⇒ ϕ[	x, 	y ′]
qui est bien une relation d’équivalence. Par hypothèse, il existe une fonction définissable fE
telle que E[	y, 	y, ] ⇐⇒ fE(	y) = fE(	y ′). Il est alors facile de voir que fE(	a) code uniformé-
mentϕ[M, 	a] via θ[	x, 	z] ∶= ∃	y ϕ[	x, 	y] ∧ fE(	y) = 	z). ∎

La notion d’imaginaire a été introduite par S. Shelah (voir [She78, Definition 6.2, p. 129]) à
travers la construction suivante, dont l’utilité en théorie des modèle n’est plus à démontrer.

Définition 1.44 (T eq etMeq) :
Soit T une L-théorie, on lui associe un langage Leq qui contient, pour toute relation E[	x, 	y] ∅-
définissable (où 	x et 	y ont la même longueur) telle que T ⇒ « E est une relation d’équivalence »,
une sorte SE et un symbole de fonction fE ∶ S= → SE. Ce langage contientL sur la sorte S= (siL est
déjà un langage multi-sorté, la sorte S= est en fait une union de sortes...). On définit alors la théorie
T eq qui contient T ramenée à la sorte S= et les formules ∀	x∀	y fE(	x) = fE(	y) ⇐⇒ E[	x, 	y].
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À toutmodèleMde T onassocieMeq ⊧ T eq en interprétantSE par l’ensemble des classes d’équivalence
de E et fE par la surjection canonique.

La structureMeq est alors, en quelque sorte la structure deM et de tous ses imaginaires.

Remarque 1.45 (Quelques propriétés deMeq) :

(i) Soitϕ[x1, . . . , xn] ∈ Leq, il existe alorsψ[y1, . . . yn] ∈ L tel que

T eq ⊢ ϕ[fE1
(yi), . . . , fEn

(yn)] ⇐⇒ ψ[y1, . . . , yn]

où SEi
est la sorte de xi.

(ii) SiM ⊧ T eq etN ⊆M alorsN ⊧ T eq si et seulement si S=(N) ⊧ T .
(iii) SiN ≼M alorsN eq ≼Meq.

(iv) Si T est modèle-complète alors T eq l’est aussi. Néanmoins, en règle générale, si T élimine les
quantificateurs, ce n’est pas forcément le cas de T eq.

(v) T eq élimine uniformément les imaginaires.

Lemme 1.46 :
SoientM une L-structure, X un ensemble définissable et 	a ∈ M. Alors, X est codé par 	a si et
seulement si dcleq(	a) = dcleq(⟨X⟩), où ⟨X⟩ est un code de X dansMeq et X est faiblement codé
par 	a si et seulement si ⟨X⟩ ∈ dcleq(	a) et 	a ∈ acleq(⟨X⟩).

Proof . Quitte à agrandirM, on peut le supposer assez saturé et homogène. Si X est codé par
	a, un automorphisme deMeq fixe X et donc ⟨X⟩ si et seulement si il fixe 	a et on a donc bien
que 	a ∈ dcleq(⟨X⟩) et ⟨X⟩ ∈ dcleq(a). La réciproque est évidente.
Si X est faiblement codé par 	a via ϕ[	x, 	y], tout automorphisme qui fixe ⟨X⟩ et donc X ne
peut envoyer 	a que sur l’un des 	a ′ en nombre fini tel que ϕ[x, 	a ′] définit aussi X et donc
	a ∈ acleq(⟨X⟩). Comme X est définissable sur 	a on a aussi bien sûr ⟨X⟩ ∈ dcleq(	a). Réci-
proquement, si ⟨X⟩ ∈ dcleq(	a), il existe ϕ[x, 	a] qui définit X. Si l’on note p = tp(	a) et n la
taille de son orbite au dessus de ⟨X⟩, par une compacité à peine plus compliquée que dans la
proposition (1.41), il existe ψ ∈ p tel que si on a n éléments distincts deM qui vérifient ψ et
qui définissent X via ϕ[	x, 	y] alors l’un d’entre eux est 	a. Il est alors facile de voir que X est
codé faiblement pas 	a viaϕ[	x, 	y] ∧ψ[	y]. ∎

Enfin, montrons que ce qui fait la différence entre les codes et les codes faibles, c’est simple-
ment la capacité de coder les ensembles finis.

Lemme 1.47 :
SoitM une L-structure qui admet des codes pour les ensembles finis. Un ensemble définissable a
alors un code si et seulement si il a un code faible.

Proof . Tout d’abord, il est évident qu’un code est aussi un code faible. Réciproquement, soit E
l’ensemble fini des conjugués de 	a au dessus de ⟨X⟩ (un code dansMeq) et σ ∈ Aut(Meq/⟨X⟩).
Comme σ fixe ⟨X⟩, on a σ(X) = X, i.e.ϕ[M, σ(	a)] = X. Il s’en suit donc que pour tout 	a ′ ∈ E,
ϕ[x, 	a ′] défini X. Tout automorphisme qui fixe X envoie un conjugué de a au dessus de ⟨X⟩
sur un conjugué de a au dessus de ⟨X⟩ et donc fixe E. Réciproquement, tout automorphisme
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qui fixe globalement E fixe X comme on vient de le démontrer. Tout code de E est donc un
code de X. ∎

Exemple 1.48 :

(i) La théorie des corps algébriquement clos élimine uniformément les imaginaires. C’est l’exemple
qui a motivé la définition de cette notion dans [Poi83]. La théorie des corps réels clos élimine
aussi uniformément les imaginaires.

(ii) Th(Q,<) élimine les imaginaires, mais pas uniformément. Soitϕ[x,y, y ′] ∶= y = y ′, on a
alors ϕ[M, a, b] =M ou ∅. Si le codage était uniforme, il existerait θ[x, 	z] et deux uplets
	c1 et 	c2 tels que θ[M, 	c1] = M et θ[M, 	c2] = ∅ et ce sont les seuls à vérifier ces deux
propriétés. Mais 	c1 serait alors définissable sur le vide et 	c2 aussi, or Th(Q,<) ne contient
aucune constante. On a donc (si le langage n’a qu’une sorte) une réciproque du lemme (1.39).

(iii) La théorie de l’ensemble infini élimine faiblement les imaginaires. Elle ne les élimine que
faiblement car les ensembles finis ne sont pas codés. De plus, pour des raisons semblables à
celles de l’exemple précédent l’élimination ne peut pas être uniforme sinon acl(∅) ne serait
pas vide.

Soit T une théorie dans un langage L multi-sorté. On dit que T a des sortes dominantes
(Si)i∈I si pour toute sorte de L, il existe une fonction ∅-définissable d’un produit des Si
qui soit surjective sur S. Pour tout modèleM ⊧ T , on note alors dom(M) = ⋃i∈I Si(M).
Prouvonsmaintenantun critère d’éliminationdes imaginaires qui a été introduit dans [HHM06,
Remarque 3.2.2] et qui sera utile par la suite.

Lemme 1.49 (Critère d’élimination des imaginaires) :
Soit T une L-théorie qui admet suffisamment de constantes, si pour toutM ⊧ T et toute fonction
f ∶ S→MnM-définissable (totale) telle que S soit une sorte dominante, le graphe de f a un code,
alors T admet l’élimination des imaginaires.

Proof . Soit R une relationM-définissable sur∏n
i=1 Si. Il existe une fonction définissable sans

paramètres (et donc fixée par tout automorphisme) f ∶ ∏m
j=1 Ti → ∏

n
i=1 Si, où les Ti sont des

sortes dominantes. De plus, si c1 et c2 sont deux constantes d’une même sorte et qu’on pose
χR la fonction qui vaut c1 sur R et c2 ailleurs, un code de R est exactement un code de χR ○ f.
Il suffit donc de démontrer que toute fonction f ∶∏n

i=1 Si →M, où les Si sont dominantes, a
un code.
Pour cela, procédons par induction sur n. Si n = 1 c’est exactement notre hypothèse. Sinon
supposons qu’on ait démontré que la propriété est vraie pour n et considérons f ∶∏n+1

i=1 Si →
M définie par la formule ϕ[x1, . . . , xn+1, y, 	m], où 	m ∈ M. Pour tout c ∈ S1, on pose fc ∶
x2 . . . xn+1 ↦ f(c, x2, . . . , xn). Par récurrence, tous les fc sont codés et comme tous les fc
sont définis par la formule ϕ avec différents paramètres, on peut supposer que ce codage
est uniforme. Il existe donc θ[x2, . . . , xn, y,	t] tel que, pour tout c, il existe un unique ⟨fc⟩
tel que θ[x2, . . . , xn, y, ⟨fc⟩] définit fc. La formule ∀x2 . . . xny (θ[x2, . . . , xn, y,∀t] ⇐⇒
ϕ[c, x2, . . . , xn, y, 	m]) définit donc une fonction g ∶ S1 →Mm. Par hypothèse elle est donc
codée par un élément ⟨g⟩ ∈M.
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Vérifions alors que ⟨g⟩ code aussi f. Supposons que ⟨g⟩ code g via χ[x1,	t, 	s]. Quitte à rem-
placer χ[x1,	t, 	s] par « χ[x1,	t, 	s] définit une fonction totale » ∧χ[x1,	t, 	s], on peut suppo-
ser que pour tout m χ[x1,	t, 	m] est soit vide, soit définit une fonction totale. La formule
ψ[	x,y, ⟨g⟩] = ∃	t θ[x2, . . . , xn, y,	t] ∧ χ[x1,	t, ⟨g⟩] définit alors f. En effet, si (	x,y) ∈ f, cette
formule est vérifiée pour 	t = ⟨fx1

⟩. Réciproquement, si (	x,y) vérifie cette formule, comme g
est une fonction, on a alors forcément 	t = ⟨fx1

⟩ et donc (x2 . . . xny) ∈ fx1
, i.e. (	x,y) ∈ f. En-

fin, si 	m ≠ ⟨g⟩, soitχ[x,y, 	m]définit l’ensemble vide et doncψ aussi, soit elle définit une fonc-
tion g 	m, mais il existe alors c1 ∈M tel que g 	m(c1) ≠ g(c1) = ⟨fc1

⟩. Il y a alors deux cas pos-
sibles. Soit il existe (c2 . . . cn, d) ∉ fc1

, i.e. (	c, d) ∉ f, tel queM ⊧ θ[c2, . . . , cn, d, gm(c1)].
On a alorsM ⊧ ψ[c, 	d, 	m]mais (c, 	d) ∉ f. Soit il existe (c2 . . . cn) tel qu’il n’existe pas de d
tel queM ⊧ θ[c2, . . . , cn, d, gm(c1)], mais alors ψ[	c,M, 	m] est l’ensemble vide. Comme f
est totale,ψ[	x,y, 	m] ne peut pas définir f. On a donc que f est codé par ⟨g⟩ viaψ[	x,y, 	z]. ∎

Prouvons maintenant un théorème de [HM08] qui permet de déduire l’élimination des ima-
ginaires dans une théorie en utilisant une autre théorie qui les élimine. C’est le théorème
qui sera utilisé pour montrer l’élimination des imaginaires dans la théorie deQp en utilisant
les corps valués algébriquement clos. On a cependant besoin pour la preuve de la notion de
germe que l’on commence donc par définir.

Définition 1.50 (Germe) :
SoientM uneL-structure, f une fonctionM-définissable définie parϕ[	x, 	y, 	m], où 	m ∈M et p ∈
S(M) un type tel que f soit définie sur p. On note ∂pf la classe d’équivalence de f pour la relation
d’équivalence E(m,m ′) ∶= (∀	y, ϕ[	x, 	y, 	m] = ϕ[	x, 	y, 	m ′] ∈ p), i.e. l’ensemble des fonctions qui
coïncident avec f sur une réalisation de p dans une extension élémentaire deM.
Si le typep est définissable, cette relation d’équivalence est définissable et si, de plus,Th(M) élimine
les imaginaires, ∂pf est un point.
Dans tous les cas, si on aA ⊆M tel que p est Aut(M /A)-invariant, on peut parler de l’action de
Aut(M /A) sur ∂pf (même si ce n’est pas un point), en posant σ(∂pf) = ∂pσ(f).

La preuve nécessite aussi un lemme combinatoire sur les groupes d’automorphismes d’un
modèle assez saturé et homogène qui découle du lemme de Neumann.

Lemme 1.51 (Lemme de Neumann) :
SoientG un groupe et (giHi)i=1...n des translatés de sous-groupes deG tels que :

G = ⋃
i=1...n

giHi,

alors l’un desHi au moins est d’indice fini.

Ce lemme est énoncé et prouvé dans [Neu54, Lemma 4.1, p. 239].

Corollaire 1.52 :
SoientM un modèle assez universel et homogène et (ei)i∈N une famille de points telle que tout
automorphisme deM fixe tous les ei sauf un nombre fini. Il y a alors au plus un nombre fini de ei
qui ont une orbite infinie sous l’action des automorphismes deM.

Proof . Supposons par l’absurde qu’il y ait une infinité de ei qui ont une orbite infinie et mon-
trons qu’il existe alors un automorphisme qui ne fixe aucun de ces ei. Quitte à en oublier,
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on peut supposer qu’ils ont tous une orbite infinie. Montrons tout d’abord que pour tout en-
semble fini de ei il existe des automorphismes qui n’en fixent aucun. Soient donc ei1 , . . . ein
et supposons que tout automorphisme deM en fixe au moins un. Si on note Hj le stabili-
sateur de ej dans G, on a alors G = ⋃jHj, mais comme tous ces sous-groupes sont d’indice
infini (leur indice est égal au cardinal de l’orbite du ei correspondant), on a une contradiction
par le lemme de Neumann (voir (1.51)).
Notons alors pi = tp(ei/ej<i). L’ensemble de formules⋃pi[ci]∪⋃pi[di]{ci ≠ di} est alors
finiment satisfaisable dansM. En effet, il suffit de prendre ci = ei pour tous les i qui appa-
raissent et si σ est un automorphisme qui ne fixe aucun des ei qui apparaissent, de prendre
di = σ(ei). Soit alorsN unmodèle (petit) dans lequel cet ensemble est satisfaisable. Par uni-
versalité,N ⊆M et on a une application élémentaire qui envoie cNi sur ei. On peut l’étendre
en un automorphisme deM et on a alors une application élémentaire qui envoie σ(cNi ) = ei
sur σ(dNi ). Comme cNi ≠ d

N
i et que σ est injective, cette dernière application élémentaire

s’étend en un automorphisme deM qui ne fixe aucun des ei, ce qui est absurde. ∎

Proposition 1.53 :
Soient L̃ ⊆ L deux langages, T̃ une L̃-théorie complète qui admet l’élimination des quantificateurs
(en conséquence, toutes les L̃-formules considérées seront sans quantificateurs) et l’élimination uni-
forme des imaginaires, T une L-théorie complète telle que T̃∀ ⊆ T (i.e. tout modèle de T se plonge
en tant que L̃-structure dans un modèle de T̃ ) qui admet assez de constantes.
SoientM ⊧ T suffisamment saturé et homogène et M̃ ⊧ T̃ tel queM L̃ est une sous-structure
de M̃ (quitte à le grossir, on peut également le supposer suffisamment saturé et homogène). On
note dclL̃ la clôture définissable par des L̃-formules sans quantificateurs dans M̃ et dclL la clôture
définissable par des L-formules dansMeq. De même pour aclL, aclL̃, tpL et tpL̃ ¹.
On suppose alors que :

(i) pour toutM ′ ≼M et c ∈ dom(M), dclL(M ′c) ∩M ⊆ aclL̃(M
′c) ;

(ii) pour toutA ⊆M tel queA = aclL(A) et c ∈ dom(M), aclL(Ac) ∩M ⊆ dclL(Ac) ∩M ;

(iii) soit e ∈ dclL̃(M), il existe e
′ ∈M tel que tout L̃-automorphisme deM̃ qui fixe globalement

M, fixe e si et seulement si il fixe e ′ ;

(iv) tout ensemble X ⊆ dom(M)M-définissable ² a un code dansM ;

(v) soient c ∈ dom(M) et A ⊆ M tel que aclL(A) ∩M = A. Il existe un type p̃ ∈ SL̃(M̃)
AutL̃(M̃/A)-invariant tel que p̃∣M soit consistant avec tpL(c/A) et que pour toute fonc-
tion r L̃M̃-définissable on ait :
(∗) il existe (ei)i∈N ∈ dclL̃(M) tel que σ ∈ AutL̃(M̃/A) fixe ∂p̃r si et seulement si σ fixe

tous les ei sauf un nombre fini ;
(∗∗) soit B ⊇ A tel que B = aclL̃(B) et ∂p̃r est fixé par AutL̃(M̃/B), il existe alors une

fonction L̃B-définissable h qui a le même germe sur p̃ que r.

La théorie T élimine alors les imaginaires.

1. Il faut cependant faire attention queMeq n’est pas, a priori, inclus dans M̃ et donc que pourA ⊆M, dclL(A)
et aclL(A) ne sont pas inclus dans M̃.

2. Cette propriété est alors aussi vraie pour les ensemblesMeq-définissables
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Proof . Commençons par remarquer une conséquence immédiate de la condition (iii).

Lemme 1.54 :
Les ensembles finis sont codés dansM ⊧ T .

Proof . Soit E ⊆Mn un ensemble fini. Comme E est définissable (avec l’égalité et sans quan-
tificateurs) surM, il l’est aussi dans M̃. Soit e un code dans M̃, on a alors que e ∈ dclL̃(M)
et soit e ′ ∈ M donné par (iii). Soit alors σ ∈ AutL(M), c’est alors aussi une L̃-application
élémentaire qui peut donc s’étendre en σ̃ ∈ AutL̃(M̃). On a alors que σ fixe E si et seulement
si σ̃ fixe E (car E ⊆M) si et seulement si σ̃ fixe e, si et seulement si σ̃ fixe e ′ (par définition car
σ̃ laisseM globalement invariant), si et seulement si σ fixe e ′ (car e ′ ∈M). ✠

Revenonsmaintenant à la preuve de l’élimination des imaginaires. Par le lemme (1.49) il suffit
demontrer que le graphe d’une fonctionLM-définissable f ∶ dom(M)→Mn est codé. Par les
lemmes (1.47) et (1.54), il suffit de montrer qu’il est faiblement codé. On pose A ′ = aclL(⟨f⟩)
etA = A ′ ∩M où ⟨f⟩ est pris dansMeq. Il suffit alors de montrer que f estA-définissable, par
le lemme (1.46).

Lemme 1.55 :
Il existe une relation R[x, 	y] L̃M-définissable telle que, pour tout c ∈ dom(M), R(c) = {	d ∈ M̃ ∶
M̃ ⊧ R[c, d]} est fini et f(c) ∈ R(c).

Avant de démontrer ce lemme, remarquons que, comme R est définie sans quantificateurs,
pour tout c, 	d ∈ M,M ⊧ R[c, 	d] si et seulement si M̃ ⊧ R[c, 	d]. En particulier pour tout
c ∈ dom(M), {	d ∈M ∶M ⊧ R[c, 	d]} est aussi fini.

Proof . SoitM ′ ≼M (petit) tel que f soitM ′-définissable et soitϕ[x, 	y] une LM ′-formule qui
la définit, alors pour tout c, par (i), f(c) ∈ dclL(M ′c) ∩M ⊆ aclL̃(M

′c). Considérons alors
l’ensemble de formules suivant :

Σ[x, 	y] = {ϕ[x, 	y]} ∪ {¬ψ[x, 	y] ∈ L̃M ′ ∶ M̃ ⊧ ∀x∃⩽n	y ψ[x, 	y] pour un n ∈N}.

Il est évident que cet ensemble de formules n’est pas satisfaisable dansM car pour toute for-
muleψ[x, 	y] ∈ L̃M ′ (sans quantificateurs donc) et c, 	d ∈Mod,M ⊧ ψ[c, 	d] si et seulement si
M̃ ⊧ ψ[c, 	d]. Par compacité, il existe donc (ψi)i=1...N ∈ L̃M ′ telles queM ⊧ ∀x	yϕ[x, 	y]⇒
⋁iψi[x, 	y] et que, par définition, il existe n tel M̃ ⊧ ∀x∃⩽n	y ⋁iψi[x,y]. ✠

Lemme 1.56 :
Soient c ∈ dom(M) et p = tpL(c/A). Il existe alors une fonction g A-définissable telle que f et g
coïncident sur toute réalisation de p et {x ∶ f(x) = g(x)} estA-définissable.

Proof . Soit p̃ le type AutL̃(M̃/A)-invariant qui étend p donné par (v). Pour tout R comme
au lemme (1.55), on a alors ∃=n	y R[x, 	y] ∈ p̃ pour un certain n. Ainsi, le cardinal de R(x)
est constant sur l’ensemble des réalisations de p̃. On choisit alors un R comme au lemme
(1.55) tel que le cardinal de R(x) sur une réalisation de p̃ soit minimal (parmi tous les R qui
vérifient le lemme (1.55)) et on note r ∶ x ↦ ⟨R(x)⟩ (une telle fonction existe car T̃ admet
l’élimination uniforme des imaginaires). Soit alors σ ∈ AutLeq(Meq /A ′), σ M est alors aussi
une L̃-application élémentaire qui peut donc s’étendre à �σ ∈ AutL̃(M̃/A) qui fixe globale-
mentM. Comme σ fixeA ′, il fixe f et donc �σ le fixe aussi. De plus, pour tout x ∈ M̃, �σ(R)(x)
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est fini (de même cardinal que R(x)) et donc �σ(R) vérifie aussi la conclusion du lemme (1.55).
Il est alors facile de voir que la relation R ∧ �σ(R) vérifie aussi la conclusion de ce lemme et
donc, comme R a été choisi de cardinal minimal sur les réalisations de p̃, pour tout x ⊧ p̃, on
a R(x) = R(x) ∩ �σ(R)(x) et donc R(x) = �σ(R)(x) car ils ont le même cardinal. Comme il est
évident que �σ(r)(x) code �σ(R)(x), il s’en suit que �σ(∂p̃r) = ∂p̃�σ(r) = ∂p̃r.
Considérons alors les ei ∈ dclL̃(M) comme dans le (∗) et pour tout i, le e ′i ∈ M donné
par le (iii). On a montré que toute extension (au sens décrit ci-dessus) �σ à M̃ d’un σ ∈
AutLeq(Meq/A ′) fixe ∂p̃r ; �σ doit donc fixer tout les ei sauf un nombre fini, par définition
des ei et donc tous les e ′i sauf un nombre fini, par définition des e ′i. Par le corollaire (1.52)
(appliqué dans le modèleMeq

A ′ ), tous les e
′
i sauf un nombre fini ont une orbite finie, i.e. il

existe I0 fini tel que i ∉ I0 implique e ′i ∈ aclL(A
′) = A ′, de plus comme e ′i ∈ M, on a alors

e ′i ∈ A = A
′ ∩M.

Pour tout x ∈ dclL̃(M), l’action de AutL(M) sur x est bien définie car toute extension de σ ∈
AutL(M) àM̃donnera lamême image àx. Posons alorsA∗ = {x ∈ dclL̃(M) ∶ x est fixé par AutL(M /A)}.
Pour i ∉ I0, comme e ′i ∈ A, on a (par définition de e ′i), ei ∈ A

∗. Tout automorphisme de
AutL̃(M̃/A

∗) fixe donc tous les ei qui ne sont pas dans I0, i.e. tous sauf un nombre fini. Il
s’en suit donc que ∂p̃r est fixé par AutL̃(M̃/A

∗). Par l’hypothèse (∗∗), il existe s L̃aclL̃(A∗)-
définissable qui a le même germe que r au dessus de p̃.
Comme r(c) est un code de R(c), il existe ϕ[	y, 	z] ∈ L̃ telle que pour tout c ∈ M̃ R(c) =
ϕ[M̃, r(c)]. Soit alors la relationS définie parϕ[	y, s(x)] ∈ L̃acl(A⋆). Quitte à remplacer S par
l’union de ses conjugués au dessus de A∗, on peut supposer que S est A∗ définissable et que
pour tout t ⊧ p̃∣M, S(t) est fini et contientR(t). Comme tout isomorphisme de AutL(M /A)
fixeA∗ et donc S, il s’en suit que S ∩M est AutL(M /A)-invariant. Il suffit donc de montrer
que c’est un ensemble définissable (dansM) pour savoir qu’il estA-définissable.Mais comme
S est A⋆-définissable, il existe ψ[x, 	y, 	a] ∈ L̃, où 	a ∈ A⋆, qui définit S. De plus, comme 	a ∈
A⋆ ⊆ dclL̃(M), il existe θ[	z,	t] ∈ L̃ et 	m ∈M tels que θ[M̃, 	m] = {	a}. La formule ∃	z θ[	z, 	m]∧
ψ[x, 	y, 	z] définit donc S et est équivalente à une formule sans quantificateursχ[x, 	y,	t]. Cette
formule définit donc, dansM, l’ensemble S∩M que l’on peut donc supposerA-définissable.
Soit alors c ⊧ p̃∣B∪p (qui existe par hypothèse) oùB ⊆M est telB contienneA et r soit défini
sur B. On a alors R(c) ⊆ S(c) et donc f(c) ∈ S(c) ∩M. Il s’en suit que f(c) ∈ aclL(Ac) =
dclL(Ac) par (ii). Il existe donc g LA-définissable telle que g(c) = f(c). On pose alors E =
{x ∈M ∶ f(x) = g(x)}. C’est un ensemble unaire qui estA ′-définissable. Par (iv), il a un code
e ∈M, mais alors e ∈ dclL(A ′) = A ′ et donc e ∈ A = A ′∩M, i.e. E estA-définissable. Comme
c ∈ E et c ⊧ p, on a bien E ∈ p et donc ∂pf = ∂pg. ✠

Revenons donc à la preuve de la proposition et montrons que f est A-définissable. Comme
M est saturé, tout p ∈ S1(A) tel que son unique variable est dans les sortes dominantes,
est de la forme tpL(c/A) pour c ∈ dom(M). Par le lemme (1.56), si gp est la fonction A-
définissable telle que ∂pf = ∂pgP et l’ensemble {x ∶ f(x) = gP(x)} est A-définissable, on
a S1(A) = ⋃p∈S1(A)[f(x) = gp(x)] (où [ϕ] est l’ouvert engendré par ϕ). Par compacité, il
existe donc (Di ∶ 1 ⩽ i ⩽ n) des ensembles A-définissables et (gi ∶ 1 ⩽ i ⩽ n) des fonctions
A-définissables telles que f coïncide avec gi sur Di et les Di recouvrentM. Il s’en suit bien
que f estA-définissable. ∎
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1.5 Sortes géométriques
Dans [HHM06], il est démontré que la théorie ACVF(m,n) élimine (uniformément) les ima-
ginaires si l’on rajoute certaines sortes de réseaux. Le but de cette section est de rappeler la
définition de ces sortes et le langage dans lequel on à la fois élimination des imaginaires et
des quantificateurs.

Définition 1.57 (Réseaux) :
Soit (K, v) un corps valué. On note Sn(K) l’ensemble des sous-OK-modules de Kn libres de rang
n. Un élément de S(K) = ⋃n⩾1 Sn(K) est appelé un réseau de K.

Un réseau de K a donc une base e1 . . . en dans K. Deux bases engendrent le même réseau
s’il existe une matrice dans GLn(OK) qui conjugue ces deux bases. On a donc Sn(K) ≃
GLn(K)/GLn(OK). Il s’en suit donc que pour tout n, Sn est bien une sorte de Keq. De plus
l’ensemble S1 n’est rien d’autre que l’ensemble des boules fermées centrées en 0 de rayon fini
appartenant à K. On a donc S1(K) ≃ ΓK. D’ailleurs, la surjection canonique K⋆ → S1(K) ≃
GL1(K)/GL1(OK) = K⋆/O⋆K = ΓK est v.
On peut aussi remarquer que la sorte S contient des codes non seulement pour les réseaux
mais aussi pour tous les translatés de réseaux :

Lemme 1.58 :
Soient (K, v) un corps valué, s ∈ Sn(K) et a ∈ K. Le sous-OK-module de Kn+1 engendré par
(a + s) × {1} est un réseau et il code a + s.

Proof . Soit (e1, . . . , en) une base de s. On pose e0 = 0, la famille des (a + ei, 1) est alors une
base du sous-OK-module de Kn+1 engendré par (a+ s)× {1}, que l’on notera h(a+ s). Sup-
posons que l’on ait∑i λi(a+ ei, 1) = 0, où λi ∈ OK. On a alors (∑i λia+∑i⩾1 λiei,∑i λi) =
(0, 0). Il s’en suit donc que ∑i λi = 0 et donc ∑i⩾1 λiei = 0. Or c’est une famille libre donc
pour tout i ⩾ 1, λi = 0 et donc, λ0 = 0. Pour ce qui est du fait que ce soit une famille généra-
trice, tout élément deh(a+s) est de la formex = ∑i λi(a+xi, 1), oùxi ∈ s. En particulier,xi =
∑j⩾1 µ

i
jej. On a donc x = ∑i λi(a+e0, 1)+∑i,j λiµj(ej, 0). Or (ej, 0) = (a+ej, 1)−(a+e0, 1)

et donc x est bien combinaison linéaire des (a + ei, 1).
Lemoduleh(a+s) est donc bienun réseau.De plus,h(a+s)∩Kn×{1} = (a+s)×{1}. En effet,
si x ∈ h(a+s)∩Kn×{1}, il existeλi ∈ OK, xi ∈ s ety ∈ Kn tels que∑i λi(a+xi, 1) = (y, 1) = x.
Il s’en suit que ∑i λi = 1 et donc y = ∑i λia + ∑i λixi = a + ∑i λix1 ∈ a + s. L’inclusion
réciproque est évidente. Il s’en suit donc que h est une fonction ∅-définissable qui injecte
les translatés d’éléments de Sn dans Sn+1, i.e. a + s est codé par h(a + s) via la fonction qui
définit h. ∎

On en déduit immédiatement que l’ensemble des boules fermées dont le rayon est dans ΓK
s’injecte dansS2(K)∪K. En effet l’ensemble des boules fermées de rayon infini est exactement
K. Pour ce qui est des boules fermées de rayon fini, ce sont des translatés de boules centrées
en 0, i.e. d’éléments de S1, par le lemme précédent, ils s’injectent bien dans S2.

Définition 1.59 (Torseurs) :
Soit (K, v)un corps valué.OnposeTn(K) = ⊔s∈Sn(K) s/(M s). Un élément deT (K) = ⋃n⩾1 Tn(K)
est appelé un torseur de K.
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Il est clair que T vit aussi dans Keq vu que ses points sont des classes de congruences d’un
réseau s (qui est bien un ensemble définissable) parM s qui est bien un sous-groupe définis-
sable.
De plus, comme kK = OK /MK et que OK est évidemment un réseau de rang 1, il s’en suit
que kK ⊆ T1(K). L’application res est aussi définissable car c’est celle qui à a ∈ OK associe sa
classe dansOK /MK.
Pour pouvoir définir le langage dans lequel on a à la fois élimination des imaginaires et éli-
mination des quantificateurs pour ACVFm,n, il faut introduire une dernière notion, celle de
base générique. Il faut cependant commencer par montrer le lemme suivant :

Lemme 1.60 :
Soient (K, v) un corps valué algébriquement clos,A ⊆ K eta un élément générique dekK au-dessus
deA (au sens de la stabilité). Tous les b ∈ OK tels que res(b) = a ont alors le même type.

Proof . Quitte à agrandir K, on peut le supposer assez saturé. Soient b et c tels que res(b) =
a = res(c), i.e. en se rappelant que a est un translaté de MK, b et c sont dans a. S’ils n’ont
pas le même type sur A, il existe un ensemble A-définissable X ⊆ OK tel que b ∈ X et c ∉ X.
Mais alors pour tout a ′ générique dans kK au-dessus deA (on peut en construire une infinité
en prenant un élément générique au-dessus de ceux que l’on a déjà construits), il existe b ′ et
c ′ dans a ′ tels que b ′ ∈ X et c ′ ∉ X. Mais cela contredit le fait que X est A-définissable. En
effet, on aurait alors, par la proposition (1.36), X = ⋃n

i=1(ti/(⋃
mi

j=1 t
j
i
), où les ti et t

j
i
sont des

translatés de sous-O-modules de O, i.e. des idéaux. Si ti est un translaté d’un idéal strict de
O, il est contenu dans un translaté deM et ne peut donc contenir qu’un seul des b ′. On doit
donc avoir i = 1 et t1 = O. Mais pour la même raison on ne peut alors pas éviter tous les c ′

sans avoir tj
1
= O et donc X = ∅, ce qui est absurde. ∎

Définition 1.61 (Base générique) :
Soient K un corps valué algébriquement clos, A ⊆ Keq et s ∈ Sn(A). Si l’on note res(s) = s/Ms,
res(s)n est définissablement isomorphe à kn

2

. Comme k est un pur corps algébriquement clos, cet
ensemble est de degré 1 et a donc un type générique qres(s)n , qui est l’unique type de rang maximal
de l’ensemble. Soit alors qs tel que pour tout (	a1 . . . 	an), on a (	a1 . . . 	an) ⊧ qs si et seulement si
(res(	a1) . . . res(	an)) ⊧ qres(s)n , où res(	ai) = 	ai +Ms.
Soit B ⊆ A, une base générique de s au-dessus de B est une réalisation de qs∣B.
Cette définition a un sens car res(	ai) est générique au-dessus de A	a1 . . . 	ai−1 pour tout
i et donc, par le lemme (1.60), tous les choix possibles de 	ai ont le même type au-dessus
de ces paramètres. De plus, comme qres(s)n est A-définissable (tous les types sont définis-
sables dans une théorie stable), qs l’est aussi ; en effet ϕ[	x1, . . . 	xn] ∈ qs si et seulement si
(∀	x1 . . . 	xn ⋀i yi = res(	xi)⇒ ϕ[x1, . . . xn]) ∈ qres(s)n (il n’est d’ailleurs pas très compliqué
de voir que ce type est définissable uniformément en s). Si l’on a plusieurs réseaux s1, . . . sn,
on définit le typeqs1,...,sn comme le type des bases de si génériques au dessus des paramètres
et des bases déjà choisies pour les (sj)j<i.
On peut alors donner la définition du langage des sortes géométriques :

Définition 1.62 (LGdiv) :
Le langage LGdiv est un langage muni d’une infinité de sortes : K et pour tout n ∈N⋆, Sn et Tn. La
sorteK est munie du langageLdiv. On a aussi, pour toutn un symbole de relation ∈n surKn×Sn,
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1 Corps valués algébriquement clos

un symbole de fonction τn ∶ Tn → Sn et un symbole de fonction νn ∶ Kn × Sn → Tn. Enfin
pour toute formule atomique ϕ[	x1, . . . , 	xn, 	y], où 	xi est un n2

i -uplet de variables de corps, on a
un symboleϕ⋆[z1, . . . , zn, 	y], où les zi sont des variables dans Sni

.

Soit (K, v) un corps valué, on en fait une LGdiv-structure K
G en interprétant K par le corps,

pour tout n ⩾ 1 Sn par Sn(K) et Tn par Tn(K). On pose :
– ∈n (a, s) si et seulement si a ∈ s ;
– τn(t) = s si et seulement si t ∈ res(s) ;
– νn(a, s) = a +M s si a ∈ s sinon νn(a, s) =Mn ;

– ϕ⋆(s1, . . . , sn, a) si et seulement si, dans K
alg
,ϕ[x1, . . . , xn, a] ∈ qs1,...,sn .

Il se pose alors la question de savoir si on a bien défini une extension définissable de Leqdiv.
Pour ce qui est des symboles ∈n, τn et νn, même si ce ne sont pas directement des symboles
deLeqdiv, il n’est pas dur de voir qu’ils sont définissables (dans la théorie des corps valués). Pour
ce qui est desϕ⋆, le problème est un peu plus compliqué. Comme qs est un type définissable
(uniformément en s), il s’en suit que dans ACVFeq, les ϕ⋆ sont bien définissables. On note
donc ACVFGm,n la théorie des corps valués algébriquement clos de caractéristique (m,n),
dans le langage LGdiv (qui est bien une théorie complète). On a donc pour toute formule sans
quantificateurs ϕ[	x1, . . . , 	xn, y] une formule θ telle que ACVFG ⊢ ϕ⋆[z1, . . . , zn, 	y] ⇐⇒
θ[z1, . . . , zn, 	y]. La formule θ[f(	x)], où f est la surjection canonique de Kn vers les autres
sortes, est alors une formule à variables dans le corps qui est donc équivalente, par élimination
des quantificateurs dans ACVF, à une formuleψ[	x] sans quantificateurs.On a alors ACVFeq ⊢
∀	x1	x2, f(	x1) = f(	x2)⇒ ψ[	x1] ⇐⇒ ψ[	x2] et donc

ACVFG ⊢ ϕ⋆[	z] ⇐⇒ (∀	x f(	x) = 	z⇒ ψ[	x]) ⇐⇒ (∃	x f(	x) = 	z ∧ψ[	x]). (1.1)

On peut alors montrer que si (K, v)⩽(L,w) est une extension de corps valués alors KG ⊆ LG .
En effet, si s ∈ Sn(K) alors OL s ∈ Sn(L) et OL s ∩ Kn = s. On peut donc injecter S(K)
dans S(L) en respectant les ∈n. Il s’en suit facilement qu’on peut aussi injecter T (K) dans
T (L) en respectant les τn et les νn. Reste alors le problème de savoir si les ϕ⋆ sont respec-

tés. Cependant, comme K
alg ≼Lalg (en munissant L

alg
d’une valuation qui étend w et K

alg
de

la restriction de cette valuation), on a (Kalg)eq ≼(Lalg)eq et comme LGdiv est une extension dé-
finissable dans les corps valués algébriquement clos (Kalg)G ≼(Lalg)G . Comme par définition

ϕ⋆[KG] = ϕ⋆[(Kalg)G] ∩ KG , on a ϕ⋆[LG] ∩ KG = (ϕ⋆[(Lalg)G] ∩ LG) ∩ KG = ϕ⋆[(Lalg)G] ∩
(Kalg)G) ∩KG = ϕ⋆[(Kalg)G] ∩KG = ϕ⋆[KG].
Il s’en suit que les ϕ⋆ sont en fait définissables par les même formules qu’en (1.1). En effet,
soit (K, v) un corps valué quelconque, on a alors, par définition KG ⊧ ϕ⋆[	z] si et seulement

si (Kalg)G ⊧ ϕ⋆[	z] et donc (Kalg)G ⊧ ∀	x f(	x) = 	z⇒ ψ[	x]. Commeψ est sans quantificateurs,

on a donc KG ⊧ ∀	x f(	x) = 	z ⇒ ψ[	x]. Mais comme (Kalg)G ⊧ ACVFG , et que KG ⊆ (Kalg)G ,
on a aussi KG ⊧ ∀	x1	x2, f(	x1) = f(	x2) ⇒ ψ[	x1] ⇐⇒ ψ[	x2] et donc KG ⊧ (∀	x f(	x) =
	z ⇒ ψ[	x]) ⇐⇒ (∃	x f(	x) = 	z ∧ ψ[	x]). Comme cette dernière formule est existentielle, si

KG ⊧ ∃	x f(	x) = 	z ∧ ψ[	x], on a aussi (Kalg)G ⊧ ∃	x f(	x) = 	z ∧ ψ[	x], d’où (Kalg)G ⊧ ϕ⋆[	z] et
donc KG ⊧ ϕ⋆[	z]. On a donc bien démontré que tout corps valué vérifie en fait la formule
(1.1) et donc qu’on a bien défini une extension définissables du langage dans tout corps valué.
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1 Corps valués algébriquement clos

Pour finir, énonçons le théorème qui a motivé toutes ces définitions.

Théorème 1.63 :

Pour tout (m,n), la théorie ACVFGm,n élimine les quantificateurs et les imaginaires.

Ce sont les principaux résultats de [HHM06]. L’élimination des quantificateurs est prouvée
au théorème 3.1.2 et celle des imaginaires au théorème 3.4.10.
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Chapitre 2

Corps des nombresp-adiques et sa théorie

2.1 Corpsp-adiquement clos
Cette section est particulièrement définitionnelle. On y introduit toutes les notions néces-
saires pour étudier les corps p-adiquement clos.

Définition 2.1 (Groupes Archimédien) :
Soit Γ un groupe abélien totalement ordonné, on dit que Γ est Archimédien si pour tout a et b ∈ Γ
tels que a > 0 il existe n ∈ Z tel que na ⩾ b.

Remarque 2.2 :
Un théorème classique que l’on peut trouver dans [Rib64, Proposition 1, p.9] dit que les groupes
Archimédien sont exactement les sous-groupes de (R,+) à isomorphisme près.

Définition 2.3 (Norme) :
Soient (K, v) un corps valué dont le groupe de valeur est inclus dans (R,+) et V un K-espace vec-
toriel. Une norme (ultramétrique) surV est une application ν ∶ V → R∪∞ qui vérifie les propriétés
suivantes :

(i) Pour tout x ∈ V , ν(x) =∞ ⇐⇒ x = 0.
(ii) Pour tous x ∈ V et λ ∈ K, ν(λx) = v(λ) + ν(x).
(iii) Pour tous x, y ∈ V , ν(x + y) ⩾min(ν(x), ν(y)).

Avec les conventions habituelles que pour tout γ ∈ Γ , γ <∞ et γ +∞ =∞+ γ =∞.
Deux normes sur V , ν1 et ν2, sont dites équivalentes si il existe α et β ∈ R tel que pour tout x ∈ V ,
ν1(x) +α ⩾ ν2(x) ⩾ ν1(x) +β.

Il est évident qu’une valuation sur un corps L de K qui étend v est une norme sur L en tant
que K-espace vectoriel.

Lemme 2.4 :
Soient (K, v) un corps valué et K⩽L un extension finie. Deux valuations w1 et w2 sur L qui
étendent v sont équivalentes en temps que normes si et seulement si elles sont égales.
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Proof . Siw1 etw2 sont équivalentes en tant que normes alors il existe α et β dansR tels que
pour tout x ∈ L, w1(x) + α ⩽ w2(x) ⩽ w1(x) + β. En appliquant cette inégalité à xn on a
alors pour tout n, nw1(x) + α ⩽ nw2(x) ⩽ nw1(x) + β et donc w1(x) + α/n ⩽ w2(x) ⩽
w1(x) +β/n. Il s’en suit donc que pour tout x,w1(x) = w2(x).
La réciproque est évidente. ∎

Définition 2.5 :
Soient (K, v) un corps valué de groupe de valeur Archimédien et (V,ν) un K-espace vectoriel
normé. Une suite (an)n∈N d’éléments de V est dite convergente s’il existe a ∈ V tel que pour
tout A ∈ Γ , il existe N ∈ N tel que pour tout n supérieur à N, on ait ν(an − a) ⩾ A. Elle est
dite de Cauchy si pour tout A ∈ Γ , il existeN ∈ N tel que pour tout n etm supérieurs àN, on ait
ν(an − am) ⩾ A.
Enfin, on dit que V est complet si toute suite de Cauchy converge.

L’existence d’un complété (qui est aussi un corps) pour tout corps valué est un résultat clas-
sique. On peut trouver dans [Lan02, Proposition XII.2.1]. De plus, il est facile de voir que le
complété d’un corps valué à le même groupe de valeur et le même corps résiduel.

Définition 2.6 (Valuation p-adique) :
On peut munirQ de la valuation suivante : tout rationnel s’écrit d’une façon unique sous la forme
pna/b où a, b et n ∈ Z et a et b ne sont pas divisibles par p. On pose alors vp(pna/b) = n. On
définit le corpsQp comme le complété deQ pour cette valuation.

Lemme 2.7 :
Soient (K, v) un corps valué complet et V un K-espace vectoriel normé, alors toutes les normes sur
V sont équivalentes et V est complet pour toutes ces normes.

Proof . Voir [Lan02, Proposition XII.2.2] ∎

Corollaire 2.8 :
Soient (K, v) un corps complet et K⩽L une extension finie, alors L ne peut être munie que d’une
seule valuation (et pas seulement à équivalence près) qui étend v et, muni de cette valuation, c’est
un corps complet.

Proof . L est alors un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes les valuations sur L qui
étendent v sont donc équivalentes en tant que normes par le lemme (2.7) et par le lemme
(2.4), elles sont donc égales. De plus le lemme (2.7) précise aussi que L est alors complet pour
n’importe quelle norme et donc a fortiori son unique valuation. ∎

Corollaire 2.9 :
Soit (K, v) un corps valué complet alors il est Hensélien.

Proof . D’après le corollaire (2.8), toute extension finie deKne peut êtremunie que d’une seule
valuation qui étend v. Par la proposition (1.11), on a alors bien que K est hensélien. ∎

Définition 2.10 :
Soit (K, v) un corps valué. On dit qu’il est à valuation discrète si v(K) a un plus petit élément
strictement positif. Une uniformisante d’un tel corps est π tel que v(π) est le plus petit élément
strictement positif.

31



2 Corps des nombres p-adiques et sa théorie

Remarque 2.11 :
Il est facile de voir que le groupe de valeur d’un corps valué de valuation discrète et Archimédienne
est monogène.

Lemme 2.12 :
Soit (K, v) un corps valué de valuation discrète, d’uniformisante π et dont le corps résiduel est fini
alors toute boule de rayon γ est recouverte par un nombre fini de boules de rayon γ + v(π).

Proof . Soit b une boule de centre a et de rayon γ. Supposons que le corps résiduel soit de
cardinal q et qu’il existe q + 1 boules disjointes de rayon γ + v(π) incluses dans b. Soient
alors x0, . . . , xq des points dans chacune de ces q + 1 boules. On a alors pour tous i ≠ j,
v(xi − xj) ⩽ γ, sinon ils seraient dans la même boule de rayon γ+ v(π). Mais d’un autre côté
on a v(xi − xj) = v(xi − a − (xj − a)) ⩾ γ car xi et xj sont tous les deux dans b. On a donc
pour tous i ≠ j, v(xi − xj) = γ. Posons �xi = (xi − a)y où v(y) = −γ. On a alors v(�xi) = 0 et
pour tous i ≠ j, res(�xi − �xj) ≠ 0, i.e. res(�xi) ≠ res(�xj). On a donc q + 1 éléments de résidus
distincts, ce qui est absurde. Il ne peut donc exister au plus que q boules disjointes de rayon
γ+v(π) incluses dans b. Comme deux boules de même rayon sont soit égales soit disjointes,
on a bien le résultat recherché. ∎

Lemme 2.13 :
Soient (K, v) un corps valué complet à valuation discrète, R un ensemble de représentants de k =
O /M et πi une suite d’éléments de K tels que v(πi) = v(π)i où π est une uniformisante de K.
Alors tout élément x ∈ K se développe de façon unique comme une série convergente∑∞i=N riπi où
N ∈ Z et pour tout i, ri ∈ R.

Proof . Voir [Lan02, p. 488]. ∎

Remarque 2.14 :
On peut alors remarquer que tout élément deQp s’écrit de façon unique comme une série conver-
gente ∑i⩾N aip

i où ai ∈ ⟦0 . . . p − 1⟧. Il s’en suit aussi immédiatement que tout élément de Zp

s’écrit de façon unique comme une série convergente∑i⩾0 aip
i et est donc limite d’éléments de Z,

i.e. Z est dense dans Zp.

Définition 2.15 :
On définit LQp

= Ldiv ∪{Pn ∶ n ∈ N⋆}. La théorie pCF des corps p-adiquement clos dans le
langage LQp

est donnée par les axiomes suivants :

(i) K est un corps valué Hensélien.

(ii) Pn définit l’ensembles des puissances n-ièmes.

(iii) Le groupe de valuation est un Z-groupe dont le plus petit élément strictement positif est
v(p).

(iv) Le corps résiduel est Fp.

Remarque 2.16 :
Il n’est pas totalement évident que cette théorie soit axiomatisable, montrons donc que toutes ces
propriétés peuvent être traduites au premier ordre dans LQp

.
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(i) Le seul problème est d’exprimer qu’il est Hensélien, mais il suffit d’énoncer que le corps vé-
rifie le lemme de Hensel : pour tout a1 . . . an et a, si 1divai, 1diva, ¬(∑i aia

i div1) et
∑i aiia

i−1 div1, alors il existe b tel que 1divb,∑i aib
i = 0 et ¬(a − bdiv1).

(ii) ∀x(Pnx ⇐⇒ ∃y x = yn).
(iii) Les axiomes précédents impliquent que le groupe de valuation est un groupe abélien totale-

ment ordonné. Il reste cependant à dire qu’il a un plus petit élément strictement positif (qui
est v(p)) : ¬(pdiv1) et pour tout x, xdivp implique xdiv1 ; et que pour tout n ∈ N⋆,
[Γ ∶ nΓ] = n : pour tout x, il existe y tel que ⋁i=0...n−1 xdivpiyk ∧ piyk divx.

(iv) On a déjà dit dans les axiomes que v(p) > 0 et donc res(p) = 0. Il s’en suit que la carac-
téristique résiduelle est forcément p et donc il suffit de dire que le corps résiduel à au plus p
éléments : ∀x0 . . . xp⋁i≠j ¬(x1 − xj div1).

Proposition 2.17 :
Le corps Qp est un modèle de pCF. De plus cette théorie admet l’élimination des quantificateurs
dans LQp

et est complète. On a donc Th(Qp) = pCF.

Proof . La seule chose à vérifier pour montrer que Qp ⊧ pCF est que Qp est Hensélien mais
c’est une conséquence immédiate du corollaire (2.9). L’élimination des quantificateurs a été
montrée par Macintyre dans [Mac76], on en trouve aussi une preuve dans [Cha08, Théo-
rème 5.1 p. 50]. La complétude de la théorie suit immédiatement du fait que tous les modèles
contiennentQmuni de la valuation p-adique. ∎

Comme pour ACVF, on peut démontrer un résultat d’élimination des quantificateurs dans
une extension du langage tri-sorté qui permet de montrer que Γ stablement plongé au sens
que tout ensemble définissable de Γ , l’est avec seulement des paramètres de Γ .
On définit aussi le langageLGQp

en rajoutant les prédicatsPn au langageLGdiv et en les interpré-
tants toujours par l’ensemble des puissances n-ièmes. La théorie pCFG est alors la théorie de
Th(QGp). C’est l’extension définissables de pCFeq donnée par les considérations qui suivent
la définition (1.62). Il suit aussi de ces considérations que la restriction à LGdiv de tout modèle
de pCFG se plonge dans un modèle de ACVFG

0,p
.

Lemme 2.18 :
Soient K ⊧ pCF, x ∈ K et k ∈N⋆ alors x ∈ (K⋆)k si et seulement si

(K⋆)k ∩ B⩾(1+v(x)+2v(k))(x) ≠ ∅.

Proof . Soienty ∈ (K⋆)k∩B⩾(1+v(x)+2v(k))(x) etP(X) = Xk−x/y. On a v(P(1)) = v(1−y/x) =
v(x−y)− v(x) ⩾ 1+ 2v(k) et v(P ′(1)) = v(k). On a donc bien v(P(1)) > 2v(P ′(1)) et donc
par le lemme de Hensel-Rychlik (voir (1.11.iv)) il existe b ∈ O tel que P(b) = 0, i.e. bk = y/x.
Comme y ∈ (K⋆)k, il s’en suit directement que x aussi. La réciproque est évidente. ∎

Une conséquence immédiate de ceci est que (K⋆)k est ouvert et fermé. Cela a des consé-
quences sur le cardinal des ensembles définissables dans pCF. La preuve est similaire à celle
pour ACVF dans la proposition (1.37).
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Proposition 2.19 :
Soit (K, v) ⊧ pCF, alors tout sous-ensemble définissable de K est soit fini soit du cardinal de K.

Proof . Soit X un ensemble définissable, par élimination des quantificateurs et par le même
argument que dans la preuve de la proposition (1.37), on peut supposer que la formule que
l’on considère est en une seule variable et que c’est une conjonction d’atomes et de négations
d’atomes. Elle est donc de la formeϕ[x]∧⋀i Pki

(Ri(x))∧⋀j ¬Pkj
(Rj(x)), oùϕ ∈ Ldiv et les

Rk sont des polynômes à coefficients dans K. Le cas où X est vide étant très peu intéressant,
on peut supposer qu’on a unm ∈ X.
Commeϕ est sans quantificateurs, on aϕ[K] = ϕ[Kalg] ∩K. Or, on a montré dans la preuve

de la proposition (1.37) que si m ∈ ϕ[Kalg] alors cet ensemble contient une boule ouverte
centrée enm. Quitte à augmenter son rayon, comme Γ

K
alg = div(ΓK), on peut supposer qu’il

est dans ΓK. On a doncm + yM
K

alg ⊆ ϕ[K
alg] où y ∈ K et donc, comme tous ces ensembles

sont définis sans quantificateurs,m + yMK ⊆ ϕ[K]. Il s’en suit queϕ[K] est ouvert.
Montrons à présent que les Pk définissent des ensembles ouverts-fermés. Soit x ∈ K tel que
K ⊧ Pk(x) alors tout la boule ouverte B>v(x)+2v(k)(x) est aussi dans Pk(K). En effet, soit
y ∈ B>v(x)+2v(k)(x) alors v(y) = v(y − x + x) = v(x) car v(y − x) > v(x) + 2v(k) ⩾ v(x) et
x ∈ (K⋆)k ∩ B⩾(1+v(y)+2v(k))(y), d’où, par le lemme (2.18), y ∈ Pk(K). Réciproquement, si
x ∉ Pk(K) alors si on avait Pk(K) ∩ B⩾(1+v(x)+2v(k))(x) ≠ ∅, on aurait x ∈ PK(K) ce qui est
absurde, donc B⩾(1+v(x)+2v(k))(x) ⊆ ¬Pk(K).
Comme les polynômes définissent des fonctions continues, R−1i (Pki

) et R−1j (¬Pkj
) sont ou-

verts et doncX est une intersectionfinie d’ouverts. C’est donc luimêmeunouvert qui contient
un sous-ensemble de la formem+yMK. Par les même considérations que dans la preuve de
la proposition (1.37), on montre queMK à le même cardinal que K. C’est donc aussi le cas de
X. ∎

Lemme 2.20 :
Soient K ⊧ pCF, x ∈ K tel que v(x) = 0 et k ∈N⋆, il existe alors n ∈N⋆ avec n < p1+2v(k) tel que
x/n ∈ (K⋆)k et v(n) = 0.

Proof . Cet énoncé peut s’exprimer au premier ordre par

∀x v(x) = 0⇒ ⋁
0<n<1+v(k),v(n)=0

∃y x = nyk.

Il suffit donc de le démontrer dans Qp. Comme B1+2v(k)(x) est une boule (ouverte) de Zp

et que Z est dense dans Zp, il existe n ∈ Z tel que x − n ∈ p1+2v(k)Zp. Quitte à lui ajouter
un multiple de p1+2v(k), on peut supposer que 0 ⩽ n < p1+2v(k). De plus si n = 0 on aurait
x ∈ p1+2v(k)Zp, ce qui contredit le fait que v(x) = 0. De même, si v(n) > 0, on aurait alors
v(x − n) = 0 ≱ 1 + 2v(k). On a donc v(x/n − 1) = v(x − n) − v(n) = v(x − n) ⩾ 1 + 2v(k) et
donc par le lemme (2.18), comme 1 est une puissance k-ième, x/n aussi. ∎

Corollaire 2.21 :
Soient K ⊧ pCF et k ∈ N⋆ alors K⋆/(K⋆)k est fini. De plus il existe un système de représentants
dansQ.
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Proof . Soit x ∈ K, comme ΓK est un Z-groupe de plus petit élément strictement positif v(p),
il existe n ∈ ⟦0 . . . k − 1⟧ et y ∈ K tel que v(x) = kv(y) + nv(p). D’après le lemme (2.20), il
existem ∈ ⟦1 . . . p1+2v(k)⟧ tel que v(m) = 0 et que x

ykpnm
est une puissance k-ième. Il s’en

suit donc que x est dans la même classe d’équivalence quempn modulo (K⋆)k. Il existe donc
bien un système de représentants dansQ et il est fini vu les bornes imposées à n etm. ∎

Corollaire 2.22 :
Soit (K, v) ⊧ pCF et A ⊆ K un sous-corps valué. Pour que A soit un modéle de pCF, il faut et il
suffit queA soit Hensélien etA ⊧ ∀x Pnx⇒ ∃y x = yn.

Proof . D’après la remarque (2.16),A vérifie bien tous les axiomes de pCF sauf la définition de
Pn et celui qui dit que pour tout n, [ΓA ∶ nΓA] = n. Comme par hypothèse A ⊧ ∀x Pnx ⇒
∃y x = yn, il suffit de montrer la réciproque. Soit donc x ∈ A tel queA ⊧ ∃y x = yn. Mais on
a alors aussi K ⊧ ∃y x = yn, i.e. K ⊧ Pnx et doncA ⊧ Px.
De plus, soient x ∈ A et n ∈ N∗. Comme ΓK est un Z-groupe, il existe k ∈ ⟦0 . . . n − 1⟧ et
y ∈ K tels que v(x) = nv(y) + kv(p). Par le lemme (2.20), il existem ∈ Z tel que v(m) = 0 et
xp−ky−nm−1 ∈ Pn et donc xp−km−1 ∈ Pn. Comme la définition de Pn est aussi vérifiée dans
A, il existe y ∈ A tel que xp−km−1 = yn et donc que v(x) ∈ kv(p) +nΓA. ∎

Pour finir prouvons un lemme technique sur Qp qui sera utile pour déterminer la clôture
définissables dans pCF.

Lemme 2.23 :
On a⋂k⩾1(Qp)k = {1}.

Proof . Soit x ∈ ⋂k⩾1(Qp)k, quitte à le remplacer par x−1, on peut supposer que x ∈ Zp

et on a alors x ∈ ⋂k⩾1(Zp)k. Pour tout k il existe donc y tel que yp
k−1 = x, mais y peut

s’écrire comme ∑i yip
i, où ai ∈ ⟦0 . . . p − 1⟧ et donc en posant y ′ = ∑k−1

i=0 aip
i ∈ Z et y ′′ =

∑i⩾k aip
i−k, on a y = y ′ + pky ′′. D’après le petit théorème de Fermat, on a y ′p

k−1 ≡ 1
mod pk et donc, en appliquant un binôme de Newton, il existe z ∈ Zp tel que yp

k−1 = 1 +
pkz. Il s’en suit donc que pour tout k ∈ N, il existe z tel que x = 1 + pkz. Par unicité du
développement en série p-adique de x, on a donc x = 1. ∎

2.2 Clôture algébrique et définissable danspCF
Cette section se propose de démontrer quelles sont les clôtures algébriques et définissables
dans pCF, comme on l’a fait à la remarque (1.32) pour ACVF.

Proposition 2.24 :

Soient (K, v) ⊧ pCF etA ⊆ K, on a alorsAalg ∩K ⊧ pCF.

Proof . D’après le corollaire (2.22), il suffit de montrer que K ′ = Aalg ∩ K est Hensélien et
K ′ ⊧ ∀x Pnx⇒ ∃y x = yn. Soient alors P ∈ OK ′[X] eta tel que res(P(a)) = 0 et res(P ′(a)) ≠
0. Ces même conditions sont vérifiées dans K qui est hensélien, il existe donc b ∈ OK tel
que P(b) = 0 et res(b) = res(a). Mais ce b est alors algébrique sur K ′ qui est relativement
algébriquement clos dans K, donc b ∈ K ′. Le corps K ′ est donc bien Hensélien.
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De plus la définition des Pn est préservée, en effet si on a K ′ ⊧ Pn(x), c’est aussi vrai dans K
car K ′ est muni de la structure induite et donc il existe y ∈ K tel que yn = x, mais ce y est
algébrique sur K ′ et donc appartient à K ′. ∎

Corollaire 2.25 :
Soient (K, v) ⊧ pCF etA ⊆ K, on a alors acl(A) = Aalg ∩K.

Proof . On amontré dans la proposition (2.24) queA
alg∩K est une sous-structure deK qui est

unmodèle depCF. CommepCF estmodèle complète,A
alg∩K est sous-structure élémentaire

qui contientA et donc acl(A). Mais comme LQp
contient le langage des anneaux, on a aussi

A
alg ∩K ⊆ acl(A). Ils sont donc égaux. ∎

Lemme 2.26 :
Soit T une théorie modèle complète, telle que pour tout modèleM et tout A ⊆ M, acl(A) ⊧ T ,
alors T a unmodèle premier etminimal au dessus de tout ensemble de paramètres, qui est justement
acl(A).

Proof . Montrons tout d’abord que acl(A) ne dépend pas deM. Soient doncM1 etM2 deux
modèles de Del(A), le diagramme élémentaire de A. Par la propriété du plongement com-
mun, ils se plongent tous deux élémentairement dans un modèleM ⊧ Del(A). Mais alors
aclM1

(A) = aclM(A) = aclM2
(A). De plus tout modèle de Del(A) contient acl(A) qui par

modèle complétude est une sous-structure élémentaire. Enfin, si on a A ⊆ M≼ acl(A) où
M ⊧ Del(A), alors acl(A) ⊆M et donc ils sont égaux. ∎

Corollaire 2.27 :
SoitA ⊆ K ⊧ pCF alorsAalg ∩K est un modèle premier et minimal au dessus deA.

Proof . C’est une conséquence immédiate du lemme (2.26), du corollaire (2.25) et de la propo-
sition (2.24). ∎

Proposition 2.28 :

SoitA ⊆ K ⊧ pCF alors K ′ = Aalg ∩K est rigide au dessus deA.

Proof . Soitσ ∈ Aut(K ′/A) et soitB la sous-structure fixée parσ.Montrons alors queB ⊧ pCF.
D’après le corollaire (2.22), il suffit de montrer que B est hensélien et que B ⊧ ∀x Pn(x) ⇒
∃y x = yn. Tout d’abord, comme K ′ est hensélien, il contient Ch = Frac(< A >)h et comme
C = Frac(< A >) ⊆ dcl(A), il est fixé par σ. On a donc le diagramme commutatif suivant :

Ch � v

i4

))RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

C
/�

i1

??��������
� �

i2

// Ch
σ

// σ(Ch) �
�

i3

// K ′

où les injections vérifient toutes i(x) = x. Par la propriété universelle de l’Hensélianisé (voir
(1.13)) on a i3 ○σ = i4 et donc pour tout x ∈ Ch, σ(x) = x, i.e.Ch ⩽B. Mais cette extension est
algébrique donc par le corollaire (1.12), B est Hensélien.

36



2 Corps des nombres p-adiques et sa théorie

Soit maintenant x tel queB ⊧ Pn(x). Si x = 0 alors c’est évident, sinon il a donc une racinen-
ième dans K, notée y. Soit k ∈N⋆, par le corollaire (2.21), il existe q ∈Q⋆ tel que qy ∈ (K⋆)k.
Mais on a alors σ(qy)/qy = qσ(y)/qy = σ(y)/y ∈ (K⋆)k. De plus σ(y)/y est une racine
n-ième de a/a = 1. Il s’en suit que σ(y)/y ∈ dcl(∅) ⊆ Qp. Par le lemme (2.23), on a alors
σ(y)/y = 1 et donc y ∈ B, i.e. B ⊧ ∃y x = yn. ∎

Corollaire 2.29 :
SoitA ⊆ K ⊧ pCF alors dcl(A) = acl(A) = Aalg ∩K.

Proof .Quitte à enprendre une extension élémentaire, onpeut supposer queK est assez saturé

et homogène. Il suffit alors de montrer que tout σ ∈ Aut(K/A) fixe Aalg ∩ K. Mais comme σ

fixe A alors σ fixe (globalement) acl(A) = Aalg ∩ K. Mais on a montré dans la proposition

(2.28) queA
alg ∩K est rigide au dessus deA, il est donc fixé point par point. ∎

On peut alors en déduire, comme le fait van den Dries dans [Dri84] que pCF admet des fonc-
tions de Skolem définissables. Pour cela on fait appel au critère suivant.

Lemme 2.30 (Critère pour les fonctions de Skolem) :
Soit T une théorie qui élimine les quantificateurs, alors T admet des fonctions de Skolem définis-
sables si et seulement si tout A ⊧ T∀ se plonge dans un modèle A ⊧ T qui est algébrique et rigide
au dessus deA.

Proof . Voir [Dri84, Théorème 2.1] ∎

Corollaire 2.31 :
La théorie pCF admet des fonctions de Skolem définissables.

Proof . Soient (K, v) ⊧ pCF etA ⊆ K. D’après la proposition (2.24),Aalg ∩ K est un modèle de
pCF, algébrique au dessus de A. Mais par la proposition (2.28), il est rigide au dessus de A.
On peut donc conclure par le lemme (2.30). ∎

Remarque 2.32 :
Ces résultats seront utilisés dans la dernière section, mais il faut faire attention qu’on sera alors
dans une extension définissable d’une partie de Leq. Les résultats qu’on a démontré restent vrais
dans ce langage, à condition de considérer des ensembles de paramètres et des variables du corps
seulement.

2.3 Types danspCF
La section qui suit est une reprise des résultats de la section 4 de [HM08], dans le cas particu-
lier de la théorie pCF. Dans ce qui suit, on noteraB l’ensemble des boules. En particulier, siK
est un corps valué etA ⊆ K, on noteB(A) l’ensemble des boulesA-définissables. Si b ∈ B(A),
on notera x ∈ b pourϕ[x], oùϕ est une LA-formule qui définit b. De plus, siMeq ⊧ pCFeq,
on notera K(M) la sorte du corps.

37



2 Corps des nombres p-adiques et sa théorie

Définition 2.33 (Généricité) :
Soient (K, v) un corps valué, A ⊆ K, (bi)i∈I une famille de boules A-définissables et P = ⋂i bi.
On dit que x ∈ K est générique dans P au dessus deA si x ∈ P et x n’appartient à aucune sous-boule
stricteA-définissable de P.
On note αP ∣A leA-type partiel suivant :

αP = {x ∈ bi ∶ i ∈ I} ∪ {¬x ∈ b ∶ b ∈ B(A) et b ⊊ P}.

Comme on l’a déjà fait remarquer précédemment, la notion de boule se comporte mal vis
à vis des extensions de corps. Il faut donc faire attention qu’un point générique dans une
intersection de boules dans un corps ne le sera pas forcément dans une extension. Mais pour
les corps p-adiquement clos, cela cas ne peut pas se produire :

Lemme 2.34 :
Soient (K, v) ⊧ PCF, (K, v)⩽(L,w) une extension de corps valués, γ ∈ ΓL et a ∈ K. SiB⩾γ(a)∩K
et B>γ(a) ∩K sont définissables sur K, alors leurs traces sur K sont des boules de K.

Proof . Considérons d’abord b = B⩾γ(a). Comme b est définissable sur K, son rayon (qui est
la valuation maximal de la différence de deux points dans b) est aussi définissable sur K, il
s’en suit qu’il est dans Γ

K
alg = div ΓK. Il existe donc n ∈ N tel que nγ ∈ ΓK. Comme K est

un corps p-adiquement clos, ΓK est un Z−groupe et donc il existe k ∈ ⟦0 . . . n − 1⟧ tel que
nγ+k ∈ nΓK, i.e. γ+ k

n
∈ ΓK. En d’autres termes, il existe δ ∈ ΓK tel que δ−v(p)γ ⩽ δ et b∩M

est donc la boule de centre de a est de rayon δ dansM.
De plus B>γ(a) ∩M = B⩾γ+v(p)(a) ∩M qui est bien une boule deM par ce qu’on vient de
démontrer. ∎

Il s’en suit donc que si (K, v) ⊧ pCF et (K, v)⩽(L,w) est une extension de corps valués (on
considérera les deux corps munis de leur Ldiv-structure, car cela ne change rien aux boules
définissables), P est une intersection de boules deK etA ⊆ K, alors si x est un point générique
de P au dessus deA (dans K) si et seulement s’il l’est aussi dans L. En effet, si x est générique
dans L, comme toutes les boules de K sont aussi des boules de L, x est générique dans K. Ré-
ciproquement, soit b une boule de L,A-définissable alors, comme on l’a démontré au lemme
(2.34), b∩K est une boule de K. Soit σ ∈ Aut(K/A), on peut (quitte à supposer L assez homo-
gène) l’étendre en �σ ∈ Aut(L/A) qui fixe globalement K. Comme b estA-définissable dans L,
il est fixé par �σ et donc σ fixe b ∩ K qui est donc bien A-définissable. Comme cette dernière
boule contient x, elle ne peut être strictement incluse dans P et donc b non plus.

Remarque 2.35 :
De même, si une boule b de K estA-définissable où dcl(A)∩B ⊆ A, alors ⟨b⟩ ∈ A et comme b(L)
est codé par le même point, b est aussiA-définissable dans L.

On dira que P est une intersection stricte si ce n’est pas lui même une boule (qui serait alors
immédiatementA-définissable) et que P est non vide.
D’après [HHM06, lemme 2.3.3], le type générique sur une boule ou une intersection stricte
de boules est complet dans le cas où l’ensemble de paramètres est algébriquement clos. De
plus tous les types d’éléments du corps sont d’une de ces deux formes. Dans le cas de pCF, la
situation est un peu plus compliquée.
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Lemme 2.36 :
SoientM ⊧ pCFeq, A ⊆M tel que acleq(A) ∩B ⊆ dcleq(A) et x ∈ K(M) alors x est générique
dans une intersection stricte de boulesA-définissables au-dessus deA.

Proof . Soit P = ⋂{b ∈ B(A) ∶ x ∈ b}, il est alors évident que x est générique dans P au
dessus de A. Supposons alors que l’intersection ne soit pas stricte, P est donc une boule A-
définissable. Soit γ son rayon, d’après le lemme (2.12), la boule de centre x et de rayon γ + 1
est algébrique surA. Elle est donc dans acleq(A)∩B ⊆ dcleq(A) et est donc définissable sur
A. De plus elle contient x et est strictement contenue dans P, ce qui est absurde. ∎

Définition 2.37 (f⋆p) :
SoientM une L-structure,A ⊆M, p un type surA et f = (fi ∶ i ∈ I) une famille de fonctionsA-
définissables telle que pour tout i fi est défini sur les réalisations de p. Soitϕi[	x, 	y, 	ai] qui définit
fi, on peut alors considérer le type

f⋆p = {ψ[	yi1 , . . . , 	yin , 	a
′] ∶ ∀	yi1 . . . 	yin

n

⋀
j=1
ϕij[	x, 	yij , 	aij] ∧ψ[	yi1 . . . 	yin , 	a

′] ∈ p}.

Définition 2.38 (Relative complétude) :
SoientM une L-structure,A ⊆M et (fi)i∈I une famille de fonctionsA-définissables. UnA-type
partiel p est complet au dessus de A relativement aux fi si la fonction q ↦ f⋆q est injective de
{q ∈ S(A) ∶ p ⊆ q} dans S(A).

En particulier, pour vérifier qu’un type est complet au dessus de A relativement à f, il suffit
de de vérifier que, dans un modèle assez saturé, pour tous c et c ′ qui réalisent ce type, si
f(c) ≡A f(c ′) alors c ≡A c ′.

Lemme 2.39 :
SoientM une L-structure,A ⊆M et (fi)i∈I une famille de fonctionsA-définissables. UnA-type
partiel p[	x] est complet au dessus de A relativement aux fi si et seulement si pour toute LA-
formule ϕ[	x], il existe une LA-formule θ[	y] telle que p[	x] ⇒ (ϕ[	x] ⇐⇒ θ[f(	x)]), où f(	x)
représente le uplet des fi(	x).

Proof . Supposons, tout d’abord, quep est complet au dessus deA relativement à f. L’ensemble
de formules p[	x] ∪ p[	x ′] ∪ {θ[f(	x)] ⇐⇒ θ[f(	x ′) ∶ θ ∈ LA]} ∪ {¬(ϕ[	x] ⇐⇒ ϕ[	x ′])} n’est
pas satisfaisable (dans un extension N assez saturée deM) sinon on aurait f(	x) ≡A f(	x ′)
mais pas 	x ≡A 	x ′, ce qui contredit notre hypothèse. Il existe donc (θi)i=1...n desA-formules
telles que pour tout 	x et 	x ′ réalisations de p, on ait :

⋀
i

(θi[f(	x)] ⇐⇒ θi[f(	x ′)])⇒ (ϕ[	x] ⇐⇒ ϕ[	x ′]).

Pour tout σ ∶ ⟦1 . . . n⟧→ {0, 1}, on pose θσ[	y] = ⋀σ(i)=1 θi[	y]∧⋀σ(i)=0 ¬θi[	y] et on définit
X = {σ ∶ ∃	c ∈ N 	c ⊧ p et N ⊧ ϕ[	c] ∧ θσ[f(	c)]} et θ[	y] = ⋁σ∈X θσ[	y]. Soit alors 	c ⊧ p
dans N , si N ⊧ ϕ[	c] alors, comme N ⊧ θσ[f(	c)] pour σ tel que σ(i) = 1 si et seulement
si N ⊧ θi[f(	c)], on a bien σ ∈ X et N ⊧ θ[f(	c)]. Réciproquement, si N ⊧ θ[f(	c)], il existe
σ ∈ X tel que N ⊧ θσ[f(	c)], et donc il existe 	c ′ ⊧ p tel que N ⊧ θσ[f(	c ′)] ∧ ϕ[	c ′]. On a
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alors, pour tout i, θi[f(	c)] ⇐⇒ θi[f(	c ′)] et donc, commeN ⊧ ϕ[	c ′], on a aussiN ⊧ ϕ[	c].
CommeN est assez saturé, on a exactement montré que p[	x]⇒ (ϕ[	x] ⇐⇒ θ[f(	x)]).
Réciproquement, soient 	c et 	c ′ deux réalisations de p dans N telles que f(	c) ≡A f(	c ′) et
ϕ[	x] ∈ LA. Soit alors θ[	y] la formule qui existe par hypothèse. On a alors N ⊧ ϕ[	c] ⇐⇒
θ[f(	c)] ⇐⇒ θ[f(	c ′)] ⇐⇒ ϕ[	c ′] car f(	c) et f(	c ′) ont le même type. Il s’en suit donc que
	c ≡A 	c ′. ∎

On a montré dans le corollaire (2.21) que pour tout corps p-adiquement clos K, le groupe
K⋆/(K⋆)n est fini et a un système de représentants dansQ. Soit alors (qni ) un tel système de
représentants. La surjection canonique K⋆ → K⋆/(K⋆)n est alors définissable par la formule
rn[x,y] = ⋁i y = qni ∧ Pn((qni )

−1x). On peut d’ailleurs remarquer que le lemme (2.18)
implique que pour tout n, 1 + p1+2v(n)O ⊆ ker(rn). Il s’en suit donc que si v(x − y) + 1 +
2v(n) ⩽ v(x − z) alors rn(y − x) = rn(y − z), en effet y−z

y−x = 1 +
z−x
y−x et v(x − z) − v(x − y) ⩾

1 + 2v(n) et donc y−z
y−x ∈ ker rn.

Pour x et y ∈ Γ , on notera aussi dans la suite x ≪ y si pour tout n ∈ N, x + n ⩽ y. Comme
on vient de le remarquer, on a alors que v(x − y) ≪ v(x − z) implique que pour tout n,
rn(y − x) = rn(y − z). De plus soit b une boule, si x ∉ b, alors pour tout y ∈ b, v(x − y) est
constant (c’est une conséquence immédiate du caractère ultramétrique), la notation v(x−b) a
donc un sens. Demême, si v(x−b)≪ ρ(b) (où ρ(b) est le rayon de la boule) alors on vient de
montrer que la notation rn(x−b) à un sens. Cela dit, il suffitd’avoir v(x−b)+1+2v(n) ⩽ ρ(b),
comme on l’amontré un peu plus haut. Enfin dans ce qui suit, on notera r(x−b) pour le uplet
des rn(x − b), sous réserve qu’il soit bien défini.
Rappelons enfin que siM ⊧ pCFeq, v est ∅-définissable (c’est même un symbole de Leq). En
effet, le groupe de valeur n’est autre que K⋆/(O /M) qui est bien un quotient définissable, et
v est la projection canonique.

Lemme 2.40 :
SoientM ⊧ pCFeq, A ⊆ K(M), P = ⋂i∈I bi une intersection stricte de boules A-définissables et
a ∈ P(A), alors le type (αP ∣A)[x] est complet relativement à v(x − a) et aux rn(x − a).

Proof . Soit L = Kalg muni d’une valuation qui étend v (et qu’on notera aussi v). Dans un pre-
mier temps nous allons montrer que l’on peut étendre les rn à L⋆. Soit H = (K⋆)n ∩ (1 +
p1+2v(n)OL) un sous-groupe de L⋆. Si ab ∈ H∩K⋆ avec a ∈ (K⋆)n et b ∈ (1+p1+2v(n)OL),
on a alors b ∈ K⋆, or b = 1 + p1+2v(n)c où v(c) ⩽ 0. Mais on a alors c ∈ K et donc b ∈
(1+p1+2v(n)OK) ⊆ (K⋆)n. Il s’en suit queab ∈ (K⋆)n. On adoncmontré queH∩K⋆ = (K⋆)n
et doncK⋆/Pn s’identifie avec un sous groupe de L⋆/H, et la projection sur ce quotient étend
rn. De plus on a étendu rn de façon à ce qu’il soit toujours vrai que si v(x − y) ≪ v(x − z)
alors rn(x − z) = rn(y − z).
Soientmaintenant c et c ′ ∈ K génériques dans P au dessus deA tels que v(c−a) ≡A v(c ′−a)
et pour tout n, rn(c − a) ≡A rn(c ′ − a), i.e. il existe σ ∈ Aut(M/A) tel que v(c − a) =
σ(v(c ′ −a)) = v(σ(c ′)−a) (quitte à supposerM assez homogène) et rn(c−a) = rn(c ′ −a)
(car les images des rn sont dans dcl(∅)). Comme σ(c ′) ≡A c ′, il suffit de démontrer que
σ(c ′) ≡A c. On peut donc supposer v(c − a) = v(c ′ − a).
Considéronsmaintenant d ∈ Aalg

. Si d ∉ P, soit i tel que d ∉ bi. Pour toutm ∈N, il existe j ∈ I
tel que ρ(bj) ⩾ ρ(bi)+m sinonX = {ρ(bj) ∶ j ∈ I} aurait unminimum, (parmi ρ(bi), ρ(bi)+
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1, . . . , ρ(bi) +m) or comme les boules de même rayon sont soit égales soit disjointes et que
P ≠ ∅, l’ensemble des bj aurait un minimum pour l’inclusion ce qui contredirait le fait que P
soit une intersection stricte. Comme d ∉ bi, on a v(d−a) < ρ(bi) et donc, comme a, c ∈ bj,
v(c − a) ⩾ ρ(bj) ⩾ ρ(bi) +m > v(d − a) +m. On a donc montré que v(d − a) ≪ v(c − a).
Le même résultat tient pour c ′ et donc v(c − d) = v(d − a) = v(c ′ − d) et pour tout n,
rn(c − d) = rn(d − a) = rn(c ′ − d).
Supposons maintenant que d ∈ P, comme v(a − d) ∈ Γ

A
alg = div(ΓA), il existe m ∈ N tel

quemv(a − d) = γ ∈ ΓA. Pour tout l ∈ N, la boule B⩾γ/m−l(a) est une boule A-définissable
incluse dans P (par le même raisonnement que précédemment mais en utilisant maintenant
que d ∈ P) et donc c ne peut y appartenir, i.e. v(c − a) < γ/m − l = v(d − a) − l et donc
v(c − a) ≪ v(d − a). Par le même raisonnement, v(c ′ − a) ≪ v(d − a) et donc v(c − d) =
v(c−a) = v(c ′−a) = v(c ′−d) et pour toutn, rn(c−d) = rn(c−a) = rn(c ′−a) = rn(c−a).
Comme tout polynôme à coefficients dans A est scindé sur A

alg
, et que v et les rn sont des

morphismes pour la multiplication, on a démontré que pour tout Q ∈ A[X], v(Q(c)) =
v(Q(c ′)) et pour toutn, rn(Q(c)) = rn(Q(c ′)) i.e. Pn(Q(c)) ⇐⇒ Pn(Q(c ′)). Or comme
A ⊆ K(M) et que toute LeqQp

-formule à paramètres et variables dans le corps est équivalente

à une LQp
-formule (c’est un propriété de T eq pour toute théorie T ), le type de c sur A est

entièrement déterminé par son type dans la LQp
-structure. Comme il y a élimination des

quantificateurs et qu’on vient de démontrer que c et c ′ réalisent les même atomes, on a bien
c ≡A c ′. ∎

Proposition 2.41 :
SoientM ⊧ pCFeq, A ⊆ M, (bi)i∈I une famille de boules A-définissables d’intersection stricte
P et x une variable de corps, alors pour toute LeqQp

-formule à paramètres dans A, ϕ[x], on a soit

αP ⇒ ϕ ou αP ⇒ ¬ϕ, ou il existe une LQp
eq
A
-formule θ(y, z) et e ⊆ e ′ ⊆ P dans B(A), tels que

x ∈ P ∧ x ∉ e ′ ⇒ (ϕ[x] ⇐⇒ θ[v(x − e), r(x − e)]) et que tous les rn(x − e) qui apparaissent
dans θ soient bien définis en dehors de e ′.

Proof . Quitte à supposerM assez saturé, on peut supposer que P(a) ≠ ∅. Soit alors a ∈
P(A). D’après les lemmes (2.40) appliqué à K(M) (ce qui est possible car on a bien A ⊆
M = dcl(K(M))) et (2.39), il existe une LeqQp

-formule θ[y, 	z] à paramètres dansM telle que

αP ∣M[x]⇒ (ϕ[x] ⇐⇒ θ[v(x − a), r(x − a)]).
Montrons maintenant que θ peut être choisie A-définissable. Soient N une extension élé-
mentaire deM assez saturée et homogène et σ(θ) un conjugué de θ au dessus de A (dans
M, i.e. σ ∈ Aut(M /A)). Alors, pour tout x ∈ N tel que x ⊧ αP ∣M, on a alors v(x − a) ≪
v(a−σ(a)) car pour toutm ∈N, Bv(a−σ(a))−m(a) est une sous-bouleM-définissable de P.
On a donc v(x −a) = v(x−σ(a)) et pour tout n, rn(x−a) = rn(x −σ(a)). Il s’en suit donc
que θ[v(x − a), r(x − a)] ⇐⇒ ϕ[x] ⇐⇒ σ(ϕ[x]) ⇐⇒ σ(θ)[v(x − σ(a)), r(x − σ(a))]
carϕ estA-définissable, mais la dernière formule est équivalente à σ(θ[v(x − a), r(x − a)])
par les égalités qu’on vient de montrer.
De plus supposons que seuls r1, . . . rN apparaissent dans θ. Si qni est le système de repré-
sentants rationnelles de K⋆/(K⋆)n utilisés pour définir rn, pour tout J = (qiji)i=1...N, si on
note θJ[y] = ∀z1 . . . zN,⋀i zi = qiji ∧ θ[y, 	z]. On a σ(θJ) = (σ(θ))J car les qiji sont ∅-
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définissables, et donc θJ vérifie la même propriété que θ à savoir que pour tout conjugué
σ(θJ) au dessus deA (dansM), αP ∣M[x]⇒ (θJ[v(x − a)] ⇐⇒ σ(θJ)[v(x − a)]). Comme
θ[x,y] = ⋁J(θJ[x]∧⋀yi = qiji), il suffit demontrer que tous les thetaJ sontA-définissables
(ou du moins qu’on peut les remplacer par une formule à paramètres dansA).
Considérons l’ensemble de formules suivant :

Σ[x, x ′] = (αP ∣M)[x] ∪ {θJ[x],¬θJ[x ′]} ∪ {ψ[x, 	a] ⇐⇒ ψ[x ′	a] ∶ ψ ∈ LeqQp
, 	a ∈ A}.

Supposons qu’il soit satisfait par c et c ′. Ils ont alors le même type au dessus de A et donc il
existe un automorphisme σ ∈ Aut(M /A) tel que σ(c ′) = c. Mais comme c ⊧ αP ∣M, et que
M ⊧ θJ[c], on a aussiM ⊧ σ(θJ)[x], mais donc aussiM ⊧ θJ[σ−1(x)], i.e.M ⊧ θj[c ′]
ce qui est absurde. Cet ensemble ne peut donc pas être satisfaisable et il existe (ψi)i=1...m
des LeqQp

-formules à paramètres dans A, telles que αP ∣M[x] ⇒ (⋀iψi[x] ⇐⇒ ψi[x ′]) ⇒
(θJ[x] ⇐⇒ θJ[x ′]). Pour tout τ ∈ 2m, soitψτ = ⋀τ(i)=1ψi ∧⋀τ(i)=0 ¬ψi. Notons E = {τ ∈
2m ∶ ∃x ∈N,x ⊧ αP ∣M,N ⊧ θJ[x] et N ⊧ ψτ[x]} etψE = ⋁τ∈Eψτ. Il est alors facile de voir
que αP ∣M[x] ⇒ (θJ[x] ⇐⇒ ψE) et cette dernière formule est bien à paramètres dans A.
On peut donc supposer que les θJ, et donc aussi θ, sont à paramètres dansA.
Par compacité, il suffit d’être dans un nombre fini de bi et d’éviter un nombre fini de sous-
boules de P dans M pour avoir ϕ[x] ⇐⇒ θ[v(x − a), r(x − a)]. Mais ces sous-boules
sont toutes incluse dans la plus petite boule qui les contient toutes (et a). On a donc I0 ⊆ I
fini et une boule b deM tels que b ⊆ P, a ∈ b et ⋀i∈I0 x ∈ bi ∧ x ∉ b ⇒ (ϕ[x] ⇐⇒
θ[v(x−a), r(x−a)]). Soitb ′ la boule autour debde rayonρ(b)−m tel quem ∈N est suffisant
pour qu’en dehors de b ′, rn(x − b) soit bien défini pour tous les rn qui apparaissent dans θ
(en reprenant les notation de ci- dessus, il suffit de prendrem =max(1+2v(n) ∶ 1 ⩽ n ⩽N)).
On a alors

⋀
i∈I0

x ∈ bi ∧ x ∉ b ′ ⇒ (ϕ[x] ⇐⇒ θ[v(x − b), r(x − b)]). (2.1)

Il suffit alors de montrer qu’on peut choisir b et b ′ A-définissables. Si αP ∣A⇒ ϕ ou αP ∣A⇒
¬ϕ alors c’est fini. On peut donc supposer qu’on a a1 et a2 ∈ M qui réalisent αP ∣A tels
queM ⊧ ϕ[a1] etM ⊧ ¬ϕ[a2]. Soient alors e = B⩾v(a1−a2)(a1) et e

′ la boule autour
de e de rayon ρ(e) −m, alors aucune paire (b,b ′) qui satisfait (2.1) ne peut vérifier que b ′
et e ′ sont disjoints. En effet, si c’était le cas, comme b est disjoint de e ′, on aurait ρ(e ′) =
v(a1 −a2)−m > v(a1 −b) et donc v(a1 −b) = v(a2 −b) et pour tout n tel que rn apparaît
dans θ, rn(a1 − b) = rn(a2 − b). De plus, comme a1, a2 ∉ b ′, on a ϕ[a1] ⇐⇒ θ[v(a1 −
b), r(a1−n)] ⇐⇒ θ[v(a2−b), r(a2−n)] ⇐⇒ ϕ[a2] ce qui est absurde.Quitte à agrandir
b pour que son rayon soit supérieur à v(a1 −a2) ∈ ΓM, on peut supposer que ρ(b ′) ⩾ ρ(e ′),
on a donc forcément e ′ ⊆ b ′. Comme tous les conjugués de (b,b ′) au dessus de A vérifient
(2.1), un conjugué de b ′ au dessus deA ne pas être disjoints de e ′ et donc de b ′. Cela implique
aussi, quitte a appliquer un automorphisme, que deux conjugués de b ne peuvent pas être
disjoints.
Soitψ[x, 	d] uneLeqQp

-formule qui défini b ′. Soit p = tp(	d/Aρ(b ′)). Si l’ensemble de formules

p[y] ∪ {¬(∀x ψ[x, 	d] ⇐⇒ ψ[x, 	y])}
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était satisfaisable, on aurait σ ∈ Aut(M/Aρ(b ′)) tel queψ[x, 	d] etψ[x,σ(	d)] ne définissent
pas le même ensemble, i.e. b ′ ≠ σ(b ′). D’après ce qu’on vient de démontrer, on a soit b ′ ⊆
σ(b ′), soit σ(b ′) ⊆ b ′. Mais comme σ fixe ρ(b ′), on a ρ(σ(b ′)) = σ(ρ(b ′)) = ρ(b ′) et
donc b ′ = σ(b ′), ce qui est absurde. Il s’en suit donc qu’il existe (χ[	y, z]) une LeqQp

-formule à

paramètres dansA, telle queM ⊧ ∀	d ′χ[	d ′, ρ(b ′)]⇒ (∀xψ[x, 	d] ⇐⇒ ψ[x, 	d ′]) et on peut
supposer que χ[y, 	z] implique queψ[x, 	y] est une boule de rayon z (car c’est exprimable par
une formule qui est dans le type de 	d). De plus, si on note q = tp(	d/A) et δ[x1, x2, 	y1, 	y2] =
ψ[x1, 	y1] ∧ ¬ψ[x2, 	y1] ∧ ¬ψ[x1, 	y2] ∧ψ[x2, 	y2], l’ensemble de formules

q[	d1] ∪ q[	d2] ∪ δ[x1, x2, 	d1, 	d2]

n’est pas satisfaisable. En effet, il y aurait alors deux conjugués de b au dessus deA qui ne sont
pas inclus l’un dans l’autre, i.e. sont disjoints, ce qui contredit ce que l’on a vu précédemment.
Il s’en suit donc qu’il existe χ1 et χ2 deux formules de q telles queM ⊧ ∀	d1	d2χ1[	d1] ∧
χ2[	d2]⇒ (∀x1x2 ¬δ[x1, x2, 	d1, 	d2]). Posons alors ζ[x, z] = ∃	d ′χ[	d ′, z]∧χ1[	d ′]∧χ2[	d ′]∧
ψ[x, 	d ′] qui est à paramètres dans A. Cette formule permet alors de définir une fonction f
A-définissable qui a un rayon γ associe une boule de rayon γ telle que f(ρ(b ′)) = b ′. De plus
les images par f forment une chaîne. En effet, si l’on a γ1 et γ2 tels que f(γ1) et f(γ2) ne sont
pas inclus l’un dans l’autre, i.e. sont disjoints, alors il existe x1, x2, 	d1 et 	d2 dansM tels que
M ⊧ δ[x1, x2, 	d1, 	d2] ∧ χ1[	d1] ∧ χ2[	d2], ce qui est absurde.
On note alors f ′ la fonction qui à γ associe la boule de rayon m de moins autour de f(γ).
L’ensemble G des γ ∈ ΓM tels que (f(γ), f ′(γ)) vérifie (2.1) est donc A-définissable et non
vide car il contient ρ(b ′) (en effet comme (b,b ′) vérifie (2.1) et que f ′(ρ(b ′)) contient b ′ qui
contient b, (b ′, f ′(ρ(b ′))) vérifie aussi (2.1)).
Si cet ensemble estmajoré il admet unmaximum. En effet, le groupe de valeur deQp estZ où
cette propriété est vérifiée et elle s’exprime au premier ordre. Soit donc γ0 unmajorant deG,
il est doncA-définissable et (f(γ0), f ′(γ0)) est une paire de boulesA-définissables vérifiant
(2.1). Si f(γ0) ⊆ P alors ce sont les boules recherchées, sinon f ′(γ0) et P sont disjoints et donc
comme a1 et a2 sont dans P, v(a1 − f(γ0))≪ v(a1 − a2). Il s’en suit alors que ϕ[a1] ⇐⇒
θ[v(a1 − f(γ0)), r(a1 − f(γ0))] ⇐⇒ θ[v(a2 − f(γ0)), r(a2 − f(γ0))] ⇐⇒ ϕ[a2] ce qui
est absurde.
S’il n’est pas majoré, considérons l’ensemble X = ⋂γ∈G f(γ) qui estA-définissable et ne peut
contenir au plus qu’un point. De plus, comme la propriété que les intersections de chaînes
définissables de boules sont non vides est vraie dans Qp et s’exprime au premier ordre, il
s’en suit que X est non vide et est donc réduit à un point a, qui est donc nécessairement
A-définissable. Soient alors x ∈ P distinct de a et γ ∈ G tel que γ − m > v(x − a), on a
alors ϕ[x] ⇐⇒ θ[v(x − f(γ)), r(x − f(γ))] mais comme a ∈ f(γ), on a bien ϕ[x] ⇐⇒
θ[v(x − a), r(x − a)]. On peut alors choisir pour e et e ′ la boule de rayon∞ autour de a. ∎

Corollaire 2.42 :
Avec les même notations que dans le lemme précédent, s’il existe b ∈ B(A) tel que b ⊆ P alors αP

est complet relativement à v(x − b) et aux rn(x − b). Si, par contre, il n’existe pas de tel b alors
αP est complet.

Proof . Supposons qu’il existe b ∈ B(A) tel que b ⊆ P. Soitϕ[x] une LA-formule, si αP[x]⇒
ϕ[x], on a αP[x] ⇒ (ϕ[x] ⇐⇒ v(x) = v(x)) et si αP[x] ⇒ ¬ϕ[x], on a αP[x] ⇒
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(ϕ[x] ⇐⇒ ¬v(x) = v(x)). Dans les autres cas, d’après la proposition (2.41), il existe une
formule θ et e ⊆ e ′ ⊆ P dansB(A) tels que x ∈ P∧x ∉ e ′ ⇒ (ϕ[x] ⇐⇒ θ[v(x−e), r(x−e)]).
Soit c la plus petite boule qui contient b et e, elle est bienA-définissable et donc toute réali-
sation x de αP est à l’extérieure de cette boule (et même loin de cette boule). Il s’en suit donc
que v(x − b) = v(x − c) = v(x − e) et de même pour r. On a donc αP[x] ⇒ (ϕ[x] ⇐⇒
θ[v(x − b), r(x − b)]). Il suit alors du lemme (2.39), que αP est complet au dessus deA rela-
tivement à v et r.
Par contre, si un tel b n’existe pas, si on n’a pas αP ⇒ ϕ où αP ⇒ ¬ϕ alors on devrait avoir
un e ∈ B(A) qui sont inclus dans P, par la proposition (2.41), ce qui est absurde. ∎

Corollaire 2.43 :
SoientMeq ⊧ pCFeq, A ⊆Meq tel que acleq(A) ∩ B ⊆ dcleq(A) et B = B(A) alors pour tout
c ∈ K(M), tp(c/B)⇒ tp(c/A).

Proof . Soient c et c ′ qui ont lemême type au dessus deB etmontrons qu’ils ont aussi lemême
type au dessus de A. Tout d’abord, d’après le lemme (2.36), comme A est algébriquement
clos, c est générique dans une intersection stricte P de boulesA-définissables. Comme αp ⊆
tp(c/B), c ′ est aussi générique sur P. D’après le corollaire (2.42), si P ne contient pas de boule
de B alors αP est complet et comme c et c ′ en sont deux réalisations, on a bien c ≡A c ′. Par
contre s’il existe une boule b ∈ B incluse dans P, toujours par ce corollaire, il suffit de vérifier
que v(c − b), r(c − b) a le même type au dessus deA que v(c ′ − b), r(c ′ − b).
Tout d’abord comme les valeurs des différents ri sont dansQ ⊆ dcl(∅) et que c ≡B c ′ et donc
en particulier que c − b ≡Q c ′ − b, r(c − b) et r(c ′ − b) ont bien le même type (ils sont en
fait égaux). De plus comme Γ est plongé stablement et que tous ses points sont codés par une
boule, le type de v(c − b) sur B implique celui sur Γ(A) et donc sur A. On a donc bien que
v(c − b) ≡A v(c ′ − b). ∎

La proposition qui suit est une forme de réciproque à la proposition (2.41). On y avait dé-
montré que pour rendre complet un αP, il faut spécifier le type de (v(x − a), r(x − a)) pour
un certain a. La proposition qui suit montre que réciproquement, quelque soit le type qu’on
choisisse pour (v(x − a), r(x − a)), s’il est raisonnable alors il sera consistant avec αP.

Définition 2.44 (PΓ ) :
Si P = ⋂b∈B b est une intersection de boules, on notera PΓ = {γ ∈ Γ ∶ ∀b ∈ B, γ ⩾ ρ(b)}. On
notera aussi PΓ l’ensemble de formules qui définit ce type partiel.

On peut d’ailleurs remarquer que dans ACVF, PΓ est un type total.

Proposition 2.45 :
SoientM ⊧ pCFeq,A ⊆M, P = ⋂b∈B b intersection stricte de boulesA-définissables et q[y, z] le
type d’un certain (v(c), r(c)) au dessus de A tel que q[y, z] implique PΓ [y] et y < γ pour tout
γ ∈ Pγ(A). Alors (αP ∣M)[x] ∪⋃a∈P(M) q[v(x − a), r(x − a)] est consistant.

Proof . On peut supposerM assez saturé pour que P(M) soit non vide. Soit alors a ∈ P(M).
Montrons que q[y, z] ∪ {y < γ ∶ γ ∈ PΓ (M)} est consistant. En effet, s’il ne l’était pas,
par compacité, il existerait γ ∈ PΓ (M) et ψ ∈ q une LA-formule tels que ψ[y, 	z] ⇒ y ⩾ γ.
Comme 	z n’apparaît pas à droite de l’implication, quitte à remplacerψ pas ∃	zψ[y, 	z], on peut
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supposer que sa seule variable est y. Comme ψ[M] a un minorant, elle admet une borne
inférieure γ ′ (cette propriété est vraie dans Z et s’exprime au premier ordre). Commeψ[M]
a un minorant dans PΓ , γ ′ est dans PΓ (A) et on a q[y]⇒ y ⩾ γ ′, ce qui est absurde.
Soit alors (γ, s) ⊧ q[y, 	z] ∪ {y < γ ∶ γ ∈ PΓ (M)} (dans une extension élémentaire deM).
Par hypothèse, la formule ∃x, v(x) = y ∧ r(x) = z est dans q (à vrai dire comme r est un
uplet infini, tout bout fini de cette formule est dans q). Par compacité, existe donc c tel que
(v(c), r(c)) ⊧ q[y, z] ∪ {y < γ ∶ γ ∈ PΓ (M)}. On pose alors d = a + c. Tout d’abord, comme
v(d − a) = v(c) ∈ PΓ , et que a ∈ P, il s’en suit immédiatement que d ∈ P. De plus si d
était dans une boule bM-définissable incluse dans P, quitte à la remplacer par la plus petite
boule qui contient a et b, on pourrait supposer que b contient a. Mais alors ρ(b) ∈ PΓ (M) et
v(c) = v(d−a) ⩾ ρ(b), ce qui contredit la définition de c. On a donc biend ⊧ αP ∣M. De plus,
soit a ′ ∈ P(M), comme d est générique dans P au dessus deM, on a v(d − a) ≪ v(a − a ′).
Il s’en suit donc qu’on a v(d−a ′) = v(d−a) = v(c) et r(d−a ′) = r(d−a) = r(c) et, comme
c ⊧ q[v(c), r(c)], on a bien (v(d − a ′), r(d − a ′)) ⊧ q. ∎
Pour finir montrons l’existence d’extensions invariantes dans pCF. Avant de commencer rap-
pelons cependant que dans unZ-groupe, il existe des extension invariantes. Toute type p sur
un ensemble de paramètres A est déterminé par l’ensemble des nk ∈ ⟦0 . . . k − 1⟧ tels que
x − nk est un multiple de k et par la coupure réalisée par x dans A. Comme les nk sont dé-
finissables sur le vide, une extension de p est juste une extension de la coupure, et elle peut
être choisie de façon à êtreA-invariante (par exemple enmettant à gauche tout les nouveaux
points qui réalisent la coupure surA).

Proposition 2.46 :
SoientMeq ⊧ pCFeq, A ⊆Meq tel que acleq(A) ∩ B ⊆ dcleq(A) et c ∈ K(M), p = tp(c/A) a
alors une extension Aut(Meq/A)-invariante.
Proof . D’après le lemme (2.36), c est générique sur une intersection stricte P de boules A-
définissables. Supposons qu’il existe une boule aA-définissable incluse dans P, on note alors
q = tp(v(c−a), r(c−a)/A). D’après la proposition (2.41), on a alorsαP ∣A∪q[v(x−a), r(x−
a)] ⇒ p[x]. On pose alors si = ri(x − a) ∈ Q et soit q ′ une extension Aut(Γ(M)/Γ(A))-
invariante de tp(v(c − a)/Γ(A)). Comme Γ est stablement plongé, q ′ est un type complet
surMeq et il est bien Aut(Meq /A)-invariant. De même le type t[y, z] = q ′[y] ∪ {z = si}
est un type complet surMeq qui est Aut(Meq /A)-invariant (il est consistant car comme
précédemment toute sous formule finie de ∃x v(x) = y ∧ v(x) = 	y est dans q dont q ′ est
une extension). Par la proposition (2.45), p⋆ = αP ∣Meq ∪ ⋃m∈P(Meq) t[v(x −m), r(x −m)]
est consistant. Il est évident qu’il est complet par le corollaire (2.42) et qu’il étend p. De plus,
αP ∣Meq est clairement Aut(Meq /A)-invariant et si σ ∈ Aut(Meq /A) etm ∈ P(Meq) alors
σ(m) ∈ P(Meq) et σ(t[v(x −m), r(x −m)]) = t[v(x − σ(m)), r(x − σ(m))] est aussi inclus
dans p⋆, d’où p⋆ est Aut(Meq/A)-invariant. ∎

Remarque 2.47 :
Comme pour les résultats de la section précédente, les résultats de cette section ne seront pas utilisés
exactement dans le cadre où on les a démontrés. Mais ici, on s’est déjà placé dans un modèle de
pCFeq. Le passage à une extension définissable ne changeant rien aux types, on pourra les appliquer
sans soucis.
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2.4 Extensions algébriques des corpsp-adiquement clos
On va commencer dans cette partie par étudier les extensions finies de Qp, pour étendre
ensuite cette étude aux corpsp-adiquement clos. La partie algébrique de ce qui suit est inspiré
de [Lan94, ch. II], [Lan02, ch. XII], [Nar74, ch. V §2] et [Ser68, ch. III §6].

Définition 2.48 (indice de ramification et d’inertie) :
Soit (L,w)⩾(K, v) une extension finie de corps valué. On note e(w∣v) = [Γw ∶ Γv] (ou plus simple-
ment e(L∣K) si les valuations sont évidentes) le degré de ramification et f(w∣v) = [kw∣kv] l’indice
d’inertie.

Lemme 2.49 :
Soit (L,w)⩾(K, v) une extension finie, on a alors e(w∣v)f(w∣v) ⩽ [L ∶ K] (en particulier e(w∣v)
et f(w∣v) sont finis).

Proof . Soient w(x1), . . . ,w(xr) des éléments de classes distinctes de ΓL/ΓK (où xi ∈ L⋆) et
y1, . . . , ys une famille kK-libre de kL. Montrons alors que la famille (xiyj)i,j est libre sur K.
Considérons donc ai,j ∈ K tels que ∑i,j ai,jxiyj = 0. Quitte à retirer des termes, on peut
supposer que pour tout i il existe j tel que ai,j est non nul. Fixons alors un i et soit ji tel que
v(ai,ji) est minimal. ∑j ai,j/ai,jiyj est alors une combinaison des yj à coefficients dans O
dont un des coefficients est de valuation nulle. Son résidu est une combinaison des yj dont
un des coefficients est non nul, elle ne peut donc pas être nulle et donc v(∑j ai,j/ai,jiyj) =
0, i.e. v(∑j ai,jyj) = v(ai,ji), il s’en suit que ∞ = v(∑i,j ai,jxiyj) = ∑i v(ai,ji)v(xi). Il
existe donc i1 et i2 tel que v(ai1,ji1 )v(xi1) = v(ai2,ji2 )v(xi2). Mais alors v(xi1) − v(xi2) =
v(ai2,ji2 /ai1,ji1 ) ∈ ΓK ce qui est absurde. Comme cette famille est libre, on doit donc avoir
rs ⩽ [L ∶ K].
Supposons maintenant que e(w∣v) sont infini, on particulier on peut trouver une famille
x1, . . . , xr telle que précédemment avec r > [L ∶ K]. Mais on a alors [L ∶ K] < r ⩽ [L ∶ K],
ce qui est absurde. Donc e(w∣v) est fini, et de même f(w∣v) est fini. On peut alors prendre
r = e(w∣v) et s = f(w∣v) pour obtenir le résultat voulu. ∎

Proposition 2.50 :
Soient (K, v) un corps valué complet de valuation discrète et (L,w) une extension finie, alors
[L∣K] = e(w∣v)f(w∣v). De plus L est aussi à valuation discrète. Si l’extension kL ⩾kK est séparable,
il existe a ∈ L tels que L = K[a,Π] (où Π est une uniformisante de L et le polynôme minimal
annulateur de a est dansO[X]) etOL = OK[a,Π],K[a]⩾K est purement inertielle, res(K[a]) =
kL, K[Π]⩾K est purement ramifiée et v(K[Π]) = ΓL (en fait K[a,Π]⩾K[a] est aussi purement
ramifiée).

Proof . On notera dans cette preuve e pour e(w∣v) et de même pour f. Tout d’abord par le
corollaire (2.8) L est un corps valué complet. De plus soit π une uniformisante de v, comme
ΓL/ΓK est fini, entre 0 et π il y a au plus un nombre fini de points et donc ΓL a un plus petit
élément, i.e. L est à valuation discrète. Soit alors Π une uniformisante de L. Comme [ΓL ∶
ΓK] = e, on a ew(Π) ∈ Γ . De plus, par la remarque (2.11), ΓL est monogène, il existe donc n
tel que v(π) = nw(Π). Si on prend ce nminimal, on a alors n ⩽ e, et (iw(Π))i=0...n−1 sont
dans des classes différentes modulo ΓK (car leurs différences sont plus petites que π). De plus,
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soit γ ∈ ΓL, il existem tel que γ =mw(Π) = (qn + r)w(Π) = qv(π) + rw(Π) où 0 ⩽ r < n et
donc e = [ΓL ∶ ΓK] = n, i.e. ew(Π) = v(π).
Soit de plus (ai)i=0...f−1 une base de kL ⩾kK. Si R est un système de représentants de kK
alors {∑f−1

i=0 riai ∶ ri ∈ R} est un système de représentants de kL. Comme la famille des
(Πiπj)i=0...e−1,j∈Z vérifie quew(Πiπj) = i + ejw(Π), par le lemme (2.13), tout x ∈ L s’écrit

∞
∑
j=N

e−1
∑
i=0
(
f−1
∑
l=0
ri,j,lal)Πiπj =

e−1
∑
i=0

f−1
∑
l=0

⎛
⎝

∞
∑
j=N

ri,j,lπ
j⎞
⎠
alΠ

i

or∑∞j=N ri,j,lπj ∈ K et donc la famille à ef éléments (alΠi) est une famille génératrice de L
au dessus de K et donc [L ∶ K] ⩽ ef. Le lemme (2.49) permet alors de conclure qu’on a bien
[L ∶ K] = ef.
Supposons maintenant que kL ⩾kK est séparable. Soit alors α un élément primitif de cette
extension et P ∈ kK[X] son polynôme minimal (que l’on choisit unitaire) qui est séparable.
Soit Q ∈ OK[X] unitaire tel que res(Q) = P, comme K est complet et donc Hensélien (voir
(2.9)), il existe a ∈ OL tel que Q(a) = 0 et res(a) = α. On peut alors prendre ai = ai dans
la preuve précédente et on a alors bien L = K[a,Π]. De plus, on a x ∈ OL si et seulement si
N ⩾ 0mais alors∑∞j=N ri,j,lπj ∈ OK et on a donc bienOL = OK[a,b].
Enfin, commew(Π) > 0, on a res(Π) = 0 et donc res(K[Π]) = res(K) = kK et donc l’extension
est purement ramifiée. De plus [K[a] ∶ K] ⩽ deg(Q) = deg(P) = [kL ∶ kK] ⩽ [K[a] ∶ K] car
(res(a)i)i=0...f−1 est une famille génératrice de kL au dessus de kK. Il s’en suit que [K[a] ∶
K] = [kL ∶ kK] et comme res(K[a]) = kL c’est bien une extension purement inertielle. Pour
finir, on peut remarquer que [K[a,Π] ∶ K[a]] = e = [ΓL ∶ ΓK] et comme v(K[a]) = ΓK car
l’extension est purement inertielle, on a bien que K[a,Π]⩾K[a] est purement inertielle. ∎

Remarque 2.51 :
On remarque que dans la preuve précédente on a démontré que si (K, v) est un corps valué complet
de valuation discrète, (L,w) une extension finie, Π une uniformisante de L et a tel que res(a)
soit primitif de kL au dessus de kK, alors la famille (aiΠj) pour 0 ⩽ i < f(w∣v) et 0 ⩽ j <
e(w∣v) est une base duK-espace vectoriel L (et une base duOK-moduleOL). En effet, on démontré
dans la preuve du lemme (2.49) qu’une telle famille est K-libre (et donc OK-libre) et on vient de
démontrer qu’elle est aussi génératrice (de L si on prend les coefficients dansK et deOL si on prends
les coefficients dansOK).

La proposition précédente permet donc de se ramener à l’étude des extensions purement
inertielles et purement ramifiées.

Lemme 2.52 :
Soient (K, v) un corps Hensélien et k⩾kK une extension finie séparable du corps résiduel. Il existe
alors une unique extension purement ramifiée (L,w) à isomorphisme près telle que kL ≅kK

k. Si de
plus l’extension k⩾kK est normale alors L⩾K est aussi normale et elle est unique (pas seulement à
isomorphisme près).

Proof . Soient α un élément primitif de k⩾kK et P ∈ kK[X] son polynômeminimal (unitaire).

SoitQ ∈ OK[X]unitaire tel que res(Q) = P et soita ∈ K
alg

tel queQ(a) = 0. OnposeL = K[a]
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et on muni L de la restriction de la valuation de K
alg
. Comme P(res(a)) = res(Q(a)) = 0, on

a kL ⊇ k (ou du moins k s’injecte dans kL au dessus de kK), de plus kL est engendré par les
res(ai)i=1...[L∶K] au dessus de kK et donc [L ∶ K] ⩽ deg(Q) = deg(P) = [k ∶ kK] ⩽ [kL ∶ kK] ⩽
[L ∶ K], i.e. L⩾K est purement ramifié et kL ≅kK

kK. On a donc montré l’existence.
Montronsmaintenant l’unicité. SoitL ′ ⩾Kune extensionpurement ramifiée telle quekL ′ ≅kK

k.
Comme L ′ est Hensélien (c’est une extension finie d’un corps Hensélien), il existe a ′ ∈ L ′ tel
que Q(a ′) = 0. On a alors K[a ′]≅KK[a] (et ils sont isomorphe en temps que corps valués
par unicité de l’extension de la valuation au dessus d’un corps Hensélien). Mais par les même
considérations que précédemment, le corps résiduel de K[a ′] est kL ′ et comme L ′ ⩾K est
purement ramifiée, il s’en suit que L ′ = K[a ′].
Supposonsmaintenant quek⩾kK soit normale. Le polynômeP est donc scindé danskL et par
le lemme d’Hensel appliqué à chaque racine,Q est scindé sur L. CommeQ⩾K est engendré
par une des racines deQ, c’est le corps de décomposition deQ et il est donc normal et unique.
∎

Corollaire 2.53 :
Soit (K, v) un corps hensélien de corps résiduel fini, alorsK n’a qu’une extension purement inertielle
de degré donné.

Proof . Comme un corps fini est parfait, n’a qu’une seule extension finie de degré donné et que
cette extension est le corps de décomposition d’un polynôme de la formeXq−X, i.e. est donc
normale, le lemme (2.52) implique le résultat voulu. ∎

Définition 2.54 (Polynôme d’Eisenstein) :
Soient (K, v) un corps valué à valuation discrète d’uniformisante π, P ∈ O[X] unitiare et (ai)
tels que P = ∑n

i=0 aiX
i, on dit que P est un polynôme d’Eisenstein si v(an) = 0, pour tout i ≠ n

ai ∈M et v(a0) = v(π).

Lemme 2.55 :
Tout polynôme d’Eisenstein est irréductible.

Proof . Soit P un polynôme d’Eisenstein, supposons que P = QR où Q et R ∈ K[X]. Soient
(qi) (respectivement (rj)) les coefficients deQ (respectivementR) etqi0 (respectivementRj0 )
le premier coefficient dont la valuation est minimale. On a alors (qi0rj0)−1P = q−1i0 Qr

−1
j0
R

et le polynôme à droite de l’égalité est dans O[X]. Le coefficient dominant de ce polynome
(qi0rj0)−1 est dansO et donc v((qi0rj0)−1) ⩾ 0, i.e. v(qi0)+v(ri0) ⩽ 0. Mais si on considère
le i0+ j0-ième coefficient de P, on a v(∑i+j=i0+j0 qirj) ⩾ 0. Si i < i0 alors v(qirj) < v(qi0rj0)
et de même si j < j0 et donc v(qi0rj0) = v(∑i+j=i0+j0 qirj) ⩾ 0. On a donc montré que
v(qi0) = −v(ri0) et donc qi0R ∈ O[X]. Comme P = q−1i0 Qqi0R, on peut supposer queQ et R
sont dansO[X].
Mais comme res(P) = cXn pour un certain c ∈ k⋆, res(Q) et res(R) qui le divisent sont aussi
de cette forme et donc res(q0) = res(Q)(0) = 0 et de même res(r0) = 0, il s’en suit donc que
le coefficient constant de P qui est q0r0 a une valuation d’au moins 2v(π) ce qui est absurde.
∎
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Lemme 2.56 :
Soient (K, v) un corps complet de valuation discrète. Les extensions purement ramifiées de K sont
exactement les corps de rutpures de polynomes d’Eisenstein.

Proof . Soit (K, v)⩽(L,w) une extension purement ramifiée. Comme dans la preuve de la
proposition (2.50), onmontre que L est à valuation discrète et que siΠ est une uniformisante
de L et π une uniformisante deK et que [L ∶ K] = e alors ew(Π) = v(π) et L = K[Π]. Soit alors
P ∈ K[X] le polynôme minimal unitaire de Π. Montrons qu’il est d’Eisenstein. Tout d’abord,

remarquons que si σ ∈ Aut(Kalg/K), σ(Π) engendre une extension isomorphe à L et donc par
unicité de l’extension de v (carK est hensélien), l’anneau de valuation deK[σ(Π)]muni d’une

extensionw ′ dew à K
alg

est σ(OL) et son idéal maximal est σ(ΠOL) = σ(Π)σ(OL). Il s’en
suit donc que σ(Π) est une uniformisante deK[σ(Π)]muni dew ′ et donc que ew ′(σ(Π)) =
v(π) = ew(Π). Comme un groupe abélien totalement ordonné est sans torsion, on doit avoir
w ′(σ(Π)) = w(Π).
Comme tous les coefficients de P peuvent s’exprimer comme des polynômes symétriques
des racines dont les seuls coefficients sont des 1, il s’en suit tous les coefficients de P sauf le
coefficient dominant sont dansML orML∩K =MK et donc tous les coefficients de P sauf le
coefficient dominant, sont dansMK. De plus a0 est le produit des e conjugués de Π et donc
v(a0) = ew(Π) = v(π). On a donc bien montré que P est un polynôme d’Eisenstein.
Supposons maintenant que L soit engendré au dessus de K par une racine b d’un polynôme
d’Eisenstein P de degrén. Comme les polynômes d’Eisenstein sont irréductibles (voir lemme
(2.55)), [L ∶ K] = n. De plus par le même argument que précédemment, les conjugués de b
ont la même valuation et si a0 est le coefficient constant de P, alors nw(b) = v(a0) = v(π)
et donc [ΓL ∶ ΓK] ⩾ n or c’est aussi au plus n et donc l’extension est purement ramifiée. ∎

Lemme 2.57 (Lemme de Krasner) :
Soient (K, v) un corps complet et a et b ∈ Kalg (muni d’une valuation w qui étend v) tel que a
soit séparable au dessus de K[b]. Supposons que pour tout a ′ conjugué de a au dessus de K, on ait
w(b − a) > w(a ′ − a), alors K[a] ⊆ K[b].

Proof . Soit L une extension normale de K contenant a et b. Si a ∉ K[b], il a un conjugué au
dessus de K[b] et donc comme l’extension est normale il existe σ ∈ Aut(L/K[b]) qui ne fixe
pas a. Par unicité de l’extension de la valuation, on a v(σ(a) − b) = v(σ(a − b)) = v(a − b)
et donc v(b − a) > v(σ(a) − a) = v(σ(a) − b + b − a) ⩾ v(b − a), ce qui est absurde. On a
donc a ∈ K[b]. ∎

Soit (K, v) un corps valué, on munit K[X] de la norme ∣∑aiXi∣ =maxi(v(ai)).

Corollaire 2.58 :
Soient (K, v) un corps complet et P ∈ K[X] un polynôme unitaire irréductible et séparable. Si
G ∈ K[X] est un polynôme unitaire de même degré tel que ∣P−Q∣ est assez grand, alorsG est aussi
irréductible et pour toute racine α de P (dans une clôture algébrique fixée de K) il existe une racine
β deQ tel que K[α] = K[β].

Proof . Montrons tout d’abord que pour toutM ≠ ∞ il existe N ≠ ∞ tel que si ∣P −Q∣ > N
alors pour toute racine α de P il existe une racine β deQ telle que v(α − β) >M. Soient βi
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les racines de Q, supposons que pour tout i, v(α − βi) ⩽ M. On a alors v(P(α) −Q(α)) =
v(Q(α)) = v(∏iα−βi) ⩽ nM où n est le degré de P. Mais on a aussi, si on note aj les coef-
ficients de P et bj ceux deQ, v(P(α)−Q(α)) = v(∑j(aj−bj)αj) ⩾minj(v(aj−bj)jv(α)) ⩾
∣P −Q∣ +minj(jv(α)). On a donc ∣P −Q∣ ⩽ nM −minj(jv(α)) ce qui est absurde si on pose
N = nM −minj(jv(α)).
Notons alorsαi les racines deP et posonsM =maxi≠j(v(αi−αj)) qui est bien différent de∞
car P est séparable. Soit alorsN tel que dans le paragraphe précédent, si ∣Q−P∣ >N, pour tout
i, il existe βji tel que v(αi −βji) >M ⩾ v(αi −αk) pour tout k ≠ i. Par le lemme de Krasner
(2.57), on a alors K[αi] ⊆ K[βji], mais comme [K[βji] ∶ K] ⩽ deg(Q) = n = [K[αi] ∶ K], on a
K[αi] = K[βji] et doncQ est le polynôme minimal annulateur de βji , i.e. il est irréductible.
∎

Lemme 2.59 :
Soit (K, v) un corps complet de valuation discrète et de corps résiduel fini, alorsO est compact.

Proof . Soient π une uniformisante de K et (an)n∈N une suite d’éléments de O = B⩾0(0), il
suffit de montrer qu’on peut en extraire une suite convergente. On construit bi par récur-
rence de telle façon que la boule B⩾iv(π)(bi) contienne une infinité d’éléments de la suite
(an) et que ces boules forment une suite décroissante. On peut poser b0 = a0. Supposons
que bi soit construit, par le lemme (2.12), la boule B⩾iv(π)(bi) est recouverte par une union
finie des boules de rayon i+1. Comme B⩾iv(π)(bi) contient une infinité d’éléments de (an)
c’est aussi le cas d’un de ces sous-boules. On pose bi+1 le premier élément de la suite après
bi à être dans cette sous-boule.
Cette suite vérifie que pour tout N, si i et j sont supérieurs à N alors bi et bj sont tous les
deux dans la boule B⩾Nv(π)(bN) et donc v(bi −bj) ⩽N. C’est donc une suite de Cauchy car
le groupe de valeurs de K est Archimédien. Comme le corps est complet, elle converge. ∎

Lemme 2.60 :
Soit (K, v) un corps complet de valuation discrète et de corps résiduel fini, alorsK a un nombre fini
d’extension purement ramifiées d’un degré donné.

Proof . Soit Ed l’ensemble des polynômes d’Eisenstein de degré d, par définition des poly-
nômes d’Eisenstein, on aEd = O⋆ ×Md−1×(M/M2). Comme la valuation est discrète toutes
les boules sont ouvertes et fermées et donc tous les ensembles qui apparaissent dans ce pro-
duit sont fermés, inclus dansO, or par le lemme (2.59)O est compact, donc ils le sont tous. Il
s’en suit que Ed est compact pour la topologie produit. Soit L⩾K une extension purement ra-
mifiée de degré d, on poseUL = {P ∈ E ∶ L est un corps de rupture pour P}. D’après le lemme
(2.56), et comme les polynômes d’Eisenstein sont irréductibles, les UL recouvrent Ed. Mais
par le corollaire (2.58) ces ensembles sont ouverts pour la topologie produit. Comme Ed est
compact, il est recouvert par un nombre fini deUL, i.e. il existe n extensions L1, . . . Ln telles
que tout polynôme d’Eisenstein sur K de degré d admet l’un des Li comme corps de rupture.
Quitte à agrandir un peu n on peut supposer que tous les conjugués (qui sont en nombre
finis) des Li au dessus de K sont parmi les Li. Soit alors L⩾K une extension purement ra-
mifiée de degré d, par le lemme (2.56), c’est le corps de rupture d’un polynôme d’Eisenstein
qui admet donc un des Li comme corps de rupture. Il s’en suit que L est conjugué à ce Li au
dessus de K et donc est lui même l’un des Li. ∎
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Proposition 2.61 :
Soit (K, v) un corps complet de corps résiduel fini et à valuation discrète, alors K a un nombre fini
d’extensions de degré donné.

Proof . Comme on l’a montré dans la proposition (2.50), toute extension finie deK est la com-
posée d’une extension purement inertielle et d’une extension purement ramifiée. Soit alors
n ∈N⋆. Il existe un nombre fini de façon d’écrire n sous la forme ef avec e et f ∈N⋆. D’après
le corollaire (2.53), il existe une unique extension purement inertielle de K de degré f. Cette
extension finie est aussi complète par le corollaire (2.8) et, comme le groupe de valeur ne
change pas, évidemment aussi à valuation discrète. Par le lemme (2.60), ce corps a donc un
nombre fini d’extensions purement ramifiées de degré e. ∎

Proposition 2.62 :

Soit (Qp, vp)⩽(K, v) une extension finie, il existe alors α ∈ Qalg
tel que K = Qp[α], que OK =

Zp[α] et que le polynôme minimal annulateur de α au dessus deQp soit dansQ.

Proof . Soient a et Π tels que K = Qp[a,Π], OK = Zp[a,Π],Qp ⩽Qp[a] est purement iner-
tielle, le polynômeminimal de a est dans Zp[X] etQp ⩽Qp[Π] est purement ramifiée (cette
décomposition est donnée à la proposition (2.50)). Comme Q est dense dans Qp est que Z
est dense dans Zp, quitte à remplacer a et Π par des racines de polynômes assez proches de
leurs polynômes minimaux, on peut supposer que le polynôme minimal de Π est dansQ[X]
et que celui de a est dans Z[X]. Il est alors facile de vérifier que Π est alors toujours une
uniformisante.
Posons alors α = a + Π. On sait alors qu’il existe un polynôme P dans Q[X] de degré n qui
annule α. Soit Q le polynôme minimal de a, d’après la formule de Taylor, Q(α) = Q(a) +
ΠQ ′(a) + ∑i

Q(i)(a)
i!

Πi = Q(a) + ΠQ ′(a) + Π2b où b ∈ OK. Comme res(a) engendre
kK au dessus de Fp, que [kK ∶ Fp] = deg(Q) = deg(res(Q)) et que res(Q)(res(a)) =
res(Q(a)) = 0, il s’en suit que Q est res(Q) est irréductible et donc, comme Fp est par-
fait, que res(Q ′(a)) ≠ 0, i.e. v(Q ′(a)) = 0. Il s’en suit donc que v(Q(α)) = v(Π), i.e. Q(α)
est une uniformisante. Comme res(α) = res(a) est un élément primitif de kK ⩽Fp, d’après
la remarque (2.51), la famille αiQ(α)j, et donc la famille (αi), génère K au dessus de Qp et
OK au dessus de Zp. Le polynôme P est donc bein irréductible et est donc bien le polynôme
minimal annulateur de α. ∎

Théorème 2.63 :
Soit (K, v) ⊧ pCF, alorsK a un nombre fini d’extensions d’un degré donné et elles sont toutes
engendrées par un élément algébrique surQ qui engendre aussi l’anneau de valuation et dont
le polynôme minimal annulateur au dessus de K est dansQ.

Proof . On amontré aux propositions (2.61) et (2.62) que ces propriétés sont vraies pourQp, il
suffit donc de montrer qu’elles sont exprimables au premier ordre. Fixons alors un degré n et
P1, . . . Pk des polynômes de degrén à coefficients dansQ tels que leurs corps de rupture sont
les extensions de degré n deQp et qu’une de leur racine dans un corps de rupture engendre
l’anneau de valuation.
Mais les extensions finies de degré n d’un corps sont définissables de façon uniforme avec
pour paramètres les coefficients du polynôme minimal d’un élément primitif. On peut donc
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exprimer au premier ordre que dans toute extension L de degré donné il y a un élément α
qui annule un des Pi. De plus on peut exprimer au premier ordre que l’anneau engendré par
α au dessus de OK est un anneau de valuation. Comme K est hensélien, c’est donc l’unique
anneau de valuation au dessus deOK et c’est donc forcémentOL. ∎

2.5 Élimination des imaginaires danspCF

Dans cette section, on reprendra les notations de la proposition (1.53) avec L = LGQp
, T =

pCFG , L̃ = LGdiv et T̃ = ACVF
G
0,p

. On rappelle queM est un modèle de pCFG assez saturé et

homogène et que M̃ est un modèle de ACVFG
0,p

qui contientM et qui est lui même assez
saturé et homogène.
Montrons maintenant que les hypothèses de la proposition (1.53) sont vérifiées.

Proposition 2.64 ((i) dans pCF) :
SoientM ′ ≼M deux modèles de T et c ∈ dom(M), on a alors dclL(M ′c) ∩M ⊆ aclL̃(M

′c).

Proof . Comme aclL̃(dom(M
′)c) = dom(M ′)c

alg
d’après la remarque (1.32.i), on a montré à

la proposition (2.24) que aclL̃(M
′c)∩dom(M) = aclL̃(dom(M

′)c)∩dom(M) est unmodèle
de pCF. Parmodèle complétude, on a aclL̃(M

′c)∩dom(M)≼dom(M) et donc aclL̃(M
′c)∩

Meq = (aclL̃(M
′c) ∩ dom(M))eq ≼Meq. Comme LGQp

est une extension définissable de LeqQp
,

on a donc aussi aclL̃(M
′c) ∩M≼M. Enfin, comme la clôture définissable ne dépend pas du

modèle dans une extension élémentaire, on a bien que dclL(M ′c) ∩M ⊆ aclL̃(M
′c) ∩M ⊆

aclL̃(M
′c). ∎

Proposition 2.65 ((ii) dans pCF) :
Pour tout A = aclL(A) ∩M et c ∈ dom(M), on a aclL(Ac) = dclL(Ac) et donc, en particulier,
aclL(Ac) ∩M ⊆ dclL(Ac) ∩M.

Proof . D’après le corollaire (2.29), on a, pour toutA ⊆ K(M), aclL(Ac)∩K(M) = dclL(Ac)∩
K(M). Or cet ensemble est un modèle de pCF et donc aclL(Ac) ⊆ (aclL(Ac) ∩ K(M))eq =
dclL((aclL(Ac)∩K(M))) = dclL((dclL(Ac)∩K(M))) = dclL(Ac). Il faut cependant étendre
ce résultat à des ensembles de paramètres imaginaires (et pas uniquement dans la sorte du
corps).
Soit A = {ai ∶ i ∈ κ} une énumération de A. Pour tout i, soit ci ∈ dom(M) tel que ai ∈
dclL(ci) (qui existe par définition des sortes dominantes) et pi ∈ SL(M) une extension
AutL(M /A)-invariante de tpL(ci/A) (qui existe par la proposition (2.46)). On construit
alors (Ai)i∈κ par induction. On pose A0 = A, Ai+1 = Ai ∪ {bi} où bi ⊧ pi∣ aclL(Aic) et
Aλ = ⋃i<λAi pour tout i etλ < κ.Montrons alors, par induction, que aclL(Ac)∩dclL(Aic) ⊆
dclL(Ac). Le cas i = 0 est évident et pour λ limite, aclL(Ac)∩ dclL(Aλc) = ⋃i<λ aclL(Ac)∩
dclL(Aic) ⊆ dclL(Ac). Reste alors le cas successeur. Soienta ∈ aclL(Ac)∩dclL(Ai+1c) etσ ∈
AutL(M /Aic). Comme a ∈ dclL(Ai+1c), il existeϕ[x,y, z] ∈ LAi

telle que a est définit pas
ϕ[x, c, bi+1]. Comme a ∈ aclL(Ac) ⊆ aclL(Aic), il s’en suit que ϕ[a, c, z] ∈ pi+1∣ aclL(Aic)
et comme pi+1 est AutL(M /A)-invariant et que σ(a) ∈ aclL(Ac), on a aussiϕ[σ(a), c, z] ∈
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pi+1∣ aclL(Aic) et doncM ⊧ ϕ[σ(a), c, bi+1]. Il s’en suit donc que σ(a) = a et donc que
a ∈ dclL(Aic). On a donc aclL(Ac) ∩ dclL(Ai+1c) ⊆ aclL(Ac) ∩ dclL(Aic) ⊆ dclL(Ac).
Pour tout i, ai ∈ dclL(bi) et donc, comme bi ∈ dom(M),A ⊆ dcl(Ak∩dom(M)). On a alors
aclL(Ac) ⊆ aclL(Aκ ∩ dom(M)c) ⊆ dclL(Aκ ∩ dom(M)c) ⊆ dclL(Aκc). Il s’en suit donc
que aclL(Ac) = aclL(Ac) ∩ dclL(Aκc) ⊆ dclL(Ac). ∎

Pour ce qui est du (iii), on peut même en montrer une version un petit peu plus forte.

Proposition 2.66 ((iii ′) dans pCF) :
Soit e ∈ dclL̃(M) ⊆ M̃, il existe alors e ′ ∈ M tel que tout automorphisme de M̃ qui laisseM
globalement fixe, fixe e si et seulement si il fixe e ′, et e ∈ dclL̃(e

′).

Proof . Supposons tout d’abord que e ∈ K(M̃). D’après la remarque (1.32.ii), commeK(M) est
Hensélien et qu’on est en caractéristique nulle, K(M) est dclL̃-clos. On a donc e ∈ K(M).
Si maintenant, e ∈ K(M̃), comme e ∈ dclL̃(M) ⊆ aclL̃(M) et que aclL̃(M) ⊧ ACVFG

0,p
(la

preuve est similaire à celle de la proposition (2.64) dans le cas de pCFG ), il s’en suit que e a une
base dans aclL̃(M). Il existe donc une extension finieK(M)⩽L, telle que e ait une base dans
L. Soitm = [L ∶ K(M)]. On sait par le théorème (2.63), qu’il y a un nombre fini d’extensions
de degré m au dessus de K(M). Soit alors L ′ l’union de toutes ces extensions. L’extension
K(M)⩽L ′ est toujours finie et si σ est un automorphisme de K(M̃) qui fixe globalement
K(M) alors il fixe globalement L. En effet, si a est algébrique de degrém au dessus deK(M),
alors σ(a) aussi et donc σ(a) ∈ L ′. On a donc σ(L ′) ⊆ L ′ et comme ces deux extensions sont
de même degré, elles sont égales. Quitte à remplacer L par L ′, on peut donc supposer que L
vérifie cette même propriété que tout automorphisme de K(M̃) qui fixe globalementM fixe
globalement L.

Soit alors a ∈ Qalg
tel que L = K(M)[a], que OL = OM[a] et dont le polynôme minimal

annulateur est dansQ. On connaît l’existence d’un tel a par le théorème (2.63). Ce a permet
donc de définir une bijection fa ∶ L→ K(M)m qui induit une bijection fna ∶ Ln → K(M)mn.
On pose alors e ′ = fna(e). Comme OL est un OM-module libre de rangm (la famille des ai

en est une base), s est un OM module libre de rang mn. Il est facile de voir que fna est un
isomorphisme deOM-modules et il s’en suit donc que e ′ est bien dans Smn(M).
Si a ′ est un conjugué de A au dessus de Q, comme le polynôme minimal annulateur de a
au dessus de K(M) est dans Q, c’est aussi le polynôme minimal annulateur au dessus de Q
et donc a et a ′ sont conjugués au dessus de K(M). Il existe donc σ ∈ Aut(L/K(M)) un
automorphisme de corps, qui envoie a sur a ′. De plus, comme e et e ′ ∈ dclL̃(M) (à vrai dire
on a même e ′ ∈M), ces deux points sont fixés par σ et donc fn

σ(a)(e) = e
′. Il s’en suit donc

que tout automorphisme de M̃ qui fixe globalementM fixe globalement fa et donc fixe e si
et seulement s’il fixe e ′.
Il reste alors à démontrer que e ∈ dclL̃(e

′). Mais l’inverse de ga ∶ (x0 . . . xm−1) ↦ ∑i xia
i

peut être étendue par lamême formule en unOM̃-module g̃a ∶ K(M̃)m → K(M̃), qui induit
donc un morphisme de OM̃-module g̃na ∶ K(M̃)mn → K(M̃)n. Ce morphisme envoie une
base de e ′ sur une base de e, on a donc g̃na(e ′) = e. Comme précédemment g̃a = g̃a ′ pour
tout conjugué de a au dessus deQ et donc tout automorphisme de M̃ qui fixe e ′ fixe bien e,
i.e. e ∈ dcl(e ′).
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Pour ce qui est des e ∈ Tn(M̃), on peut procéder de la même manière ou remarquer que si L
est un extensionfinie deK(M) telle que s = τn(e) aune base dansL alors comme la valuation
deK(M) est discrète, celle de L aussi et donc, siΠ est une uniformisante de L,ML s = Πs est
toujours un réseau de L. Par le lemme (1.58), ses translatés (dont e) codés dans Sn+1(L). Soit
alors s ∈ Sn+1(L) qui code e. Comme on a déjà traité le cas des réseaux, on peut trouver e ′

tel que tout automorphisme de M̃ qui fixe globalementM fixe s si et seulement si il fixe e ′.
Mais comme il fixe s si et seulement si il fixe e, on a bien le résultat voulu. De plus, comme
s est un code de e, on a e ∈ dclL̃(s) et, comme on l’a montré précédemment, s ∈ dclL̃(e

′). Il
s’en suit donc que e ∈ dclL̃(e

′) ∎

Corollaire 2.67 :
Soient X un ensemble L̃M-définissable sans quantificateurs etA ′ ⊆Meq tel queA ′ = dclL(A ′). Si
⟨X⟩ ∈ dclL̃(M) est Aut( mod eq/A ′)-invariant (on rappel que l’action de Aut(Meq /A ′) sur ⟨X⟩
est bien définie car toute les extension d’unmêmemorphisme deM àM̃ sont égales sur dclL̃(M)),
alors X est L̃A-définissable sans quantificateurs, oùA = A ′ ∩M.

Proof . CommeXunensemble L̃M-définissable sans quantificateurs, il a un code ⟨X⟩ ∈ dclL̃(M).
D’après la proposition (2.66), il existe 	e ′ ∈M tel que tout automorphisme de M̃ qui fixe glo-
balementM fixe ⟨X⟩ si et seulement si il fixe 	e ′ et que ⟨X⟩ ∈ dcl(	e ′). Il suffit donc de montrer
que 	e ′ ∈ A. Soit σ ∈ Aut(Meq /A ′) et σ̃ une extension de σ à M̃ (qui laisse bien M glo-
balement invariant). Par hypothèse, σ̃(⟨X⟩) = ⟨X⟩ et donc σ̃(	e ′) = 	e ′. Il s’en suit donc que
	e ′ ∈ dclL(A ′) = A ′ et comme 	e ′ ∈M, on a bien 	e ′ ∈ A. ∎

Proposition 2.68 ((iv) dans pCF) :
Tout sous-ensemble XM-définissable inclus dans dom(M) a un code dansM.

Proof . Soit x un code de X dansMeq. On poseA = aclL(x) et B = B(A). D’après le corollaire
(2.43), pour tout c ∈ dom(M), on a tp(c/B) ⇒ tp(c/A), en particulier, tous les types sur B
impliquent soitX soit¬X. Il s’ensuit queX est laissé invariant par les automorphismes deMeq

qui fixent B et donc, par compacité, X est B-définissable. On a donc montré que X a un code
faible, mais on sait que les ensembles finis sont codés par le lemme (1.54) (et la proposition
(2.66)) et donc le lemme (1.47) permet de conclure. ∎

Avant de traiter le cas de l’hypothèse (v), il nous faut définir quelques notions et montrer
quelques lemmes.

Définition 2.69 (Boule générique) :
Soient A ⊆ M̃ et P une intersection stricte de boules A-définissables. Une boule générique dans P
au dessus de A, est une sous-boule fermée de P qui contiennent strictement toutes les sous-boules
strictes de P qui sontA-définissables et dont le rayon est strictement inférieur à tous les γ ∈ PΓ (A).
On note βP ∣A leA-type partiel suivant (dont la variable parcourt l’ensemble des boules fermées) :

βP = {x ⊆ bi ∶ i ∈ I} ∪ {x ⊋ b ∶ b ∈ B(A) et b ⊊ P} ∪ {ρ(x) < γ ∶ γ ∈ PΓ (A)}.

Comme Γ est o-minimal et que les conditions ρ(b) > ρ(bi) pour i ∈ I et radb < γ pour γ ∈
PΓ (A) définissent une coupure de ΓA, il s’en suit que si b et b ′ ⊧ βP ∣A, alors ρ(b) ≡A ρ(b ′).
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Proposition 2.70 :
SoientA ⊆ M̃ etP une intersection (pas forcément stricte) de boulesA-définissables,γ ∈ ΓM̃ etbune
sous-boule de P telle que b ∈ aclL̃(Aγ)/ aclL̃(A). Alors ρ(b) ∈ dclL̃(Aγ) et il existe a ∈ aclL̃(A)
une sous-boule de P telle que ρ(a) > ρ(b) et b ∈ {B⩾γ(a), B>γ(a)}.

Proof . TO DO [HHM06, Proposition 2.4.4] ∎

Corollaire 2.71 :
Soient A ⊆ M̃ tel que A = aclL̃(A) et P une intersection de boules L̃A-définissables, si P ne
contient aucune boule stricte L̃A-définissable, alors le type d’une chaîne de n boules au dessus de
A est déterminé par le type de leurs rayons au dessus deA.

Proof . Tout d’abord, soient (γi)1⩽i⩽n ∈ ΓM̃, montrons par récurence sur n que P ne contient
aucune boule stricte L̃aclL̃(Aγ1...γn)-définissable. Pour n = 0 c’est une trivialité. Supposons
maintenant que l’on ait montré que c’est vrai pour n et soit b une boule L̃aclL̃(Aγ1...γn+1)-
définissable strictement incluse dans P. Par hypothèse de récurrence, elle ne peut pas être
L̃aclL̃(Aγ1...γn)-définissable, et donc la proposition (2.70) implique qu’il existe une boule b ′

L̃aclL̃(Aγ1...γn)-définissable incluse dans b et donc strictement incluse dans P, ce qui est ab-
surde.
Soit alors (bi)1⩽i⩽n et (b ′i)1⩽i⩽n deux chaînes de n boules telles que ρ(b1) . . . ρ(bn) ≡A
ρ(b ′1) . . . ρ(b

′
n). Quitte à appliquer un isomorphisme de M̃ qui fixe A, on peut supposer

que pour tout i, ρ(bi) = ρ(b ′i) = γi. De plus on vient de montrer que P ne contient pas
de sous-boule stricte L̃aclL̃(Aγ1...γn)-définissable. Soit alors x ∈ b1 et x ′ ∈ b ′1, ils sont tous
les deux génériques dans P au dessus de aclL̃(Aγ1 . . . γn). Comme αP ∣ aclL̃(Aγ1 . . . γn) est
complet, il existe σ ∈ Aut(M̃/Aγ1 . . . γn) qui envoit x sur x ′. Mais alors pour tout i, σ(bi)
et b ′i contiennent toutes deux x

′ et sont toutes deux de rayon γi, i.e. elles sotn égales. ∎

Corollaire 2.72 (Complétude de βP) :
Soient A ⊆ M̃ tel que A = aclL̃(A) et P une intersection stricte de boules L̃A-définissables, alors
βP ∣A est complet.

Proof . Soient b et b ′ ⊧ βP ∣A, comme on a remarqué précédemment, il s’en suit que ρ(b) ≡A
ρ(b ′). D’une part, si P ne contient aucune boule L̃A-définissable, alors par le corollaire (2.71),
b ≡A b ′. D’autre part, si il existe a ∈ B(A), alors a ⊆ b et a ⊆ b ′. De plus, comme ρ(b) ≡A
ρ(b ′), il existe σ ∈ AutL̃(M̃/A) tel que σ(ρ(b)) = ρ(b

′). Comme a est fixé par σ, on a
a ⊆ (σ(b)). Les boules σ(b) et σ(b ′) ont alors le même rayon et ne sont pas disjointes, elles
sont donc égales. ∎

Le lemme qui suit est le lemme 5.4 de [HM08].

Lemme 2.73 :
SoientA ⊆ M̃ tel queA = aclL̃(A) et (sb)b⊧βP ∣A une famille de fonctions de dom(M̃) dans M̃n

L̃A-définissable uniformément en b. Supposons de plus qu’il existe une fonction r L̃M̃-définissable
telle que pour tout b ⊧ βP ∣A, on ait ∂αb

r = ∂αb
sb. Il existe alors une fonction s L̃A-définissable

telle que ∂αP
s = ∂αP

r.
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Proof . Supposons tout d’abord que P a une sous-boule a ∈ B(A). On pose alors s(x) =
sB⩾v(x−a)(a)(x) qui est bien une fonction L̃A-définissable. Soient alors b ⊧ βP ∣A et x ⊧
αb∣ aclL̃(Ab). Comme x ∈ b eta ⊆ b carb est générique au dessusA, il s’en suit que v(x−a) ⩾
ρ(b). De plus x ∉ B>ρ(b)(a) car c’est une sous-boule stricte de b, et donc v(x − a) = ρ(b).
On a donc s(x) = sB⩾ρ(b)(a)(x) = sb(x), i.e. ∂αb

s = ∂αb
sb. Montrons maintenant que

∂αP
s = ∂αP

r. Si ce n’était pas le cas r et s ne seraient égaux au plus sur b une sous-boule
de P. Soit alors b ′ un sous-boule de P qui contient b et qui est générique au dessus de A.
Par hypothèse, pour tout t ⊧ αb∣ aclL̃(A⟨r⟩), on a r(t) = sb(t), or comme s(t) ≠ r(t), cela
contredit le fait que ∂αb

s = ∂αb
sb.

Supposons maintenant que P ne contient aucune sous-boule a ∈ B(A). Soient alors b1 ⊧
βP ∣A et b2 ⊧ βP ∣ aclL̃(Ab1). Comme, par hypothèse, ∂αb2

r = ∂αb2
sb2

, r et sb2
sont égaux

sur b2/e, où e est une union finie de sous-boules strictes de b. Soit alors b ′1 une sous-boule
de b2 qui est disjoint de e et de même rayon que b1 (une telle boule existe car sinon b serait
recouverte par un nombre fini de boules de rayon ρ(b1), ce qui est absurde car le corps ré-
siduel est infini). On a alors r b ′

1
= sb2 b ′

1
. De plus, comme ρ(b ′1) = ρ(b1), par le corollaire

(2.71), b ′1 ⊧ sβP ∣A et donc ∂αb ′
1

r = ∂αb ′
1

sb ′
1
. Il s’en suit donc que ∂αb ′

1

sb2
= ∂αb ′

1

sb ′
1
. Mais,

comme b ′1 ne contient aucune sous-boule acl(A,b ′1, b2)-définissable (en effet b ′1 contient
une infinité de boules d’un rayon donné qui ont toutes le même type au dessus de A,b ′1, b2
par le corollaire (2.71)), les fonctions sb2

et sb ′
1
coïncident sur tout b ′1. Comme le fait que

b ′1 ⊧ βP ∣A et b ′2 ⊧ βP ∣ aclL̃(Ab
′
1) définit un type complet au dessus de A, l’égalité que l’on

vient de montrer est vraie pour toute paire de boules qui vérifient les même hypothèses.
Soient alors b1 ⊆ b2 deux sous-boules de P et b3 ⊧ βP ∣ aclL̃(Ab1b2). On a alors pour i = 1, 2,
sbi bi

= sb3 bi
et donc sb1

et sb2
coïncident sur b1. On pose donc s = ⋃b⊆P sb qui est bien

une fonction. Il est alors évident que pour tout boule b ⊆ P, ∂αb
s = ∂αb

sb et donc pas la
même preuve que précédemment, germsαP = ∂αP

r. ∎

Définition 2.74 (Irréductibilité sur un type) :
Soient A ⊆ M̃ tel que A = aclL̃(A), q un type AutL̃(M̃/A)-invariant et R[x,y] une relation
L̃A-définissable telle que pour tout c ∈ M̃, R(c) = R[c,M̃] soit un ensemble fini (on dit que R est
une pseudo-fonction). On dit que R est irréductible sur q au dessus deA s’il n’existe pas de R ′[x,y]
A-définissable tel que pour c ⊧ q∣A, R ′(c) est un sous-ensemble strict non vide de R(c) (comme
cette propriété s’exprime avec un L̃A-formule, il suffit de le vérifier pour un unique c ⊧ q∣A).

Remarque 2.75 :
Si R est irréductible sur q au dessus de A alors pour c ⊧ q∣A, R[c, y] est une formule algébrique
complète, i.e. tous les éléments de R(c) sont AutL̃(M̃/Ac)-conjugués.

Lemme 2.76 :
Soit A ⊆ M̃ tel que aclL̃(A) = A et P une intersection de boules A-définissables. Soit f une fonc-
tion L̃M̃-définissable tel que pour tout x ∈ P, f(x) ∈ aclL̃(Ax). Il existe alors g une fonction
A-définissable qui a le même germe que f sur αP .

Proof . TO DO Voir [HHM06, Lemme 3.4.13]. ∎
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Corollaire 2.77 :
Soient A ⊆ M̃, q un type AutL̃(M̃/A)-invariant et R une pseudo-fonction L̃A-définissable et
B ⊆ M̃ tel que A ⊆ B = aclL̃(B) et R est irréductible sur q au dessus de B. Alors pour tout B ′ ⊆ M̃
tel queA ⊆ B = aclL̃(B), R est irréductible sur q au dessus de B ′.

Il est donc inutile de préciser au dessus de quel ensemble un tel R est irréductible sur q.
Proof . Supposons tout d’abord que B ′ ⊆ B. Supposons qu’il existe R ′ B ′-définissable et c ⊧
q∣B ′, tel que∅ ≠ R ′(c) ⊊ R(c). Mais ceci s’exprime avec une formule à paramètres dans B ′ et
est donc vérifiée pour toute réalisation de q∣B ′, en particulier celles de q∣B, ce qui contredit
le fait que R est irréductible sur q au dessus de B.
Supposons maintenant que B ⊆ B ′. Tout d’abord, comme on l’a déjà fait remarqué, q est le
type générique d’une intersection P de boules A-définissables. Supposons qu’il existe R ′ B ′-
définissable telle que pour un c ⊧ q∣B ′ (et donc pour tous)∅ ≠ R ′(c) ⊊ R(c). C’est donc aussi
vérifié sur un ouvert autour de q∣B ′, et donc quitte à étendre R en dehors de cet ouvert par
R(x) = ∅, on peut supposer que pour tout c ∈ P, R ′(c) ⊆ R(c). Comme tout automorphisme
qui fixe Bc fixe R(c) qui est un ensemble fini et donc qui a un nombre fini de parties, R ′(c) a
au plus un nombre fini de conjugués au dessus de Bc. Il s’en suit donc que, si on note r ′ ∶ x↦
⟨R ′(x)⟩, pour tout c ∈ P, r ′(c) ∈ aclL̃(Bc). Par le lemme (2.76), il existe donc une fontion s
B-définissable qui a le même germe que r ′ au dessus de q, i.e. il existe une pseudo-fonction S
B-définissable telle que pour tout c ⊧ q∣B ′, S(c) = R ′(c) et donc∅ ≠ S(c) ⊊ R(c). Mais cette
dernière affirmation s’exprime avec une formule à paramètres dans B et donc est vérifiée de
tout c ⊧ q∣B, ce qui contredit notre hypothèse d’irréductibilité de R sur q au dessus de B. ∎

Démontrons maintenant un lemme qui permet de « descendre » l’irréductibilité sur une in-
tersection stricte à des sous-boules génériques (c’est le lemme 5.3 de [HM08]). Mais pour cela
il nous faut un autre lemme de [HHM06].

Lemme 2.78 :
SoientA ⊆ M̃ tel queA = aclL̃(A) et γ ∈ ΓM̃. On alors aclL̃(Aγ) = dclL̃(Aγ).

Proof . TO DO voir [HHM06, Lemme 3.4.12] ∎

Lemme 2.79 :
Soient A ⊆ M̃ tel que A = aclL̃(A), P une intersection stricte de boules L̃A-définissables et R
une pseudo-fonction L̃A-définissable qui est irréductible sur αP . Alors pour tout b ⊧ βP ∣A, r est
irréductible sur αb.

Proof . SoitB ⊆ M̃ tel que aclL̃(B) = B,A ⊆ B etB contient un point d de P. Soit b ⊧ βP ∣B. On
a alorsd ∈ b etb est L̃Bρ(b)-définissable. Soit c ⊧ αb∣ aclL̃(Bρ(b)). Il est aussi générique dans
P au dessus de B et donc, par hypothèse, les éléments de R(c) sont AutL̃(M̃/Bc)-conjugués.
Mais ρ(b) = v(c−d) ∈ dcl(Bc) et donc les éléments de R(c) sont AutL̃(M̃/dclL̃(Bρ(b))c)-
conjugués. Or par le lemme (2.78), aclL̃(Bρ(b)) = dclL̃(Bρ(b)). On a dont bien montré que
R est irréductible sur αb.
Soit R ′ une pseudo-fonction L̃A-définissable. On vient de montrer que pour tout b ⊧ βP ∣A,
(¬(∅ ≠ R ′(x) ⊊ R(x))) ∈ αb. Comme αb est b-définissable uniformément en b, il s’en suit
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qu’il existe une L̃A-formule ϕ[b] qui exprime exactement ce fait, et comme αb∣A est com-
plet, il suffit que b soit générique au dessus de A pour que pour tout c ⊧ αb, R ′(c) ne peut
pas être un sous-ensemble strict de R(c), i.e. r est irréductible sur αb. ∎

On aura aussi besoin du lemme combinatoire suivant :

Lemme 2.80 :
SoitM = (P,Q,R) un structure avec R ⊆ P2 ×Q. Supposons que :

(i) Pour tout a ∈ P, acl(a) ∩Q = ∅.
(ii) Pour tout a ≠ b ∈ P, R(a,b) = {c ∈ Q ∶ R(a,b, c)} est fini, de taille bornée et que

R(a,b) = R(b,a).
(iii) Pour a, b et c ∈ P distincts, on a R(a, c) ⊆ R(a,b) ∪ R(b, c).

Alors pour tous a et b distincts, R(a,b) = ∅.

Proof . Quitte à prendre une extension élémentaire, on peut supposer la structure assez sa-
turée et homogène. Soient a et b ∈ P distincts tel que R(a,b) soit de cardinal maximal n.
Montrons alors que pour tout b ′ ∈ P, si b ′ ≠ b et R(b,b ′) ≠ ∅ alors R(b,b ′) ∩ R(a,b) ≠ ∅.
En effet, si b ′ = a ceci est clair (à moins que n = 0 dans quel cas c’est fini). On peut donc sup-
poser b ′ ≠ a. Supposons que R(b,b ′) ∩ R(a,b) = ∅. Comme R(b,b ′) ⊆ R(b,a) ∪ R(a,b ′)
on a R(b,b ′) ⊆ R(a,b ′) et de même R(a,b) ⊆ R(a,b ′). Mais par maximalité du cardinal de
R(a,b), on a R(a,b) = R(a,b ′) et donc R(b,b ′) = R(a,b ′)∩R(b,b ′) = R(a,b)∩R(b,b ′) =
∅.
Cependant, par (i), R(a,b) ∩ acl(b) = ∅, i.e. Pour tout x ∈ R(a,b), son stabilisateur est
d’indice infini dans Aut(M/b). Par le lemme de Neumann, il existe un automorphisme σ qui
envoit chacun des points de R(a,b) en dehors de cet ensemble, c’est à dire que R(a,b) et
σ(R(a,b)) = R(σ(a), b) sont disjoints. En itérant cette construction, on obtient des points
(ai)0⩽i⩽n conjugués au dessus de b tels que pour tout i ≠ j, R(ai, b)∩R(aj, b) = ∅. Comme
R(ai, b) est aussi de cardinal maximal, on a aussi que pour tout b ′ ∈ P, si b ′ ≠ b et R(b,b ′) ≠
∅ alors R(b,b ′) ∩ R(ai, b) ≠ ∅. En particulier, R(b,a) ∩ R(ai, b) ≠ ∅. Comme les R(ai, b)
sont disjoints, on a donc trouvésn+1 éléments distincts de R(a,b) ce qui est contradictoire.
∎

Théorème 2.81 :
La théorie pCFG élimine les imaginaires.

Proof . Le théorème suit (presque) de la proposition (1.53). Les hypothèses (i) à (iv) de la
proposition sont démontrés dans les propositions (2.64),(2.65),(2.66) et (2.68). On ne sait pas
démontrer le (v) en général, mais cette hypothèse ne sert que dans la preuve du lemme (1.56),
il suffirait donc de montrer ce lemme dans le cas précis de pCF.

∎

Remarque 2.82 :
Les torseurs ne sont pas nécessaires dans les corps p-adiquement clos. Comme on a vu dans la
preuve du lemme (2.66), pour tout s ∈ Sn(M),M s est en fait un réseau et ses translatés sont donc
codés par des éléments de Sn+1(M), par le lemme (1.58).
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