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2 ANTOINE DUCROS

1. Relations et quotients

1.1. — Nous ne ferons pour l’essentiel ici aucun rappel sur les notions de base de la
théorie des ensembles (appartenance, réunion, intersection. . .) que nous supposerons
connues au moins informellement. Nous allons toutefois passer un peu de temps sur
le concept de relation, qui vous apparaît sans doute intuitif mais dont nous allons
donner une définition rigoureuse.

Définition 1.1.1. — Une relation R est un triplet pX,Y,Γq où X et Y sont deux
ensembles et où Γ est un sous-ensemble de X ˆ Y , appelé le graphe de la relation R.

On dit qu’un élément x de X et un élément y de Y sont en relation relativement
à R si px, yq P Γ ; on écrit alors xRy.

Si X est un ensemble, une relation sur X est une relation de la forme pX,X,Γq.

Commentaires 1.1.2. — On voit que formellement, une relation est définie par son
graphe, c’est-à-dire par la liste des couples d’éléments en relation. Mais en pratique,
une relation est évidemment le plus souvent définie par une condition logique ou une
formule.

Exemples 1.1.3. — Sur tout ensemble X on dispose de la relation “ (l’égalité)
dont le graphe est la diagonale tpx, xquxPX .

Sur l’ensemble N des entiers naturels, on dispose de la relation ď (l’ordre usuel)
dont le graphe est tpx, yq P N2, x ď yu.

On peut aussi bien entendu se donner une relation directement par son graphe :
par exemple, la relation sur t1, 2, 3u de graphe tp1, 1q, p2, 3q, p3, 2q, p1, 3qu (choisi
arbitrairement, et qui ne présente a priori strictement aucun intérêt).

1.2. Digression : la notion d’application. — Lorsqu’on écrit rigoureusement
les fondements de la théorie des ensembles (et donc des mathématiques), la notion
d’application est définie à partir de la notion de relation.

Définition 1.2.1. — Soient X et Y deux ensembles. Une application de X vers Y
est une relation f de la forme pX,Y,Γq possédant la propriété suivante : pour tout
x P X, il existe un unique y P Y tel que px, yq P Γ, c’est-à-dire encore tel que xfy.
Cet unique élément y est le plus souvent noté fpxq. On dit que X est l’ensemble de
départ (ou la source) de f , et que Y est son ensemble d’arrivée (ou son but).

Commentaires 1.2.2. — Une application est donc définie en théorie par son
graphe, c’est-à-dire par la liste de ses valeurs ; en pratique, elle l’est évidemment
le plus souvent par une formule.

Exemple 1.2.3. — Sur tout ensemble X, la relation d’égalité de graphe tpx, xquxPX

est une application, appelée identité de X et notée IdX ou Id si le contexte est clair ;
on a IdXpxq “ x pour tout x P X.
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1.2.4. Application vide. — La définition d’une application par son graphe permet
notamment de donner un sens rigoureux à la notion d’application de source vide,
qui peut à première vue susciter un certain malaise. En effet, soit Y un ensemble
quelconque. Une application de H vers Y est d’après notre définition un sous-ensemble
Γ de H ˆ Y tel que

@x P H, D!y P Y t.q. px, yq P Γ.

Regardons de plus près ce que cela signifie. L’ensemble H ˆ Y est vide ; son seul
sous-ensemble est donc l’ensemble vide. Or la phrase logique ci-dessus est satisfaite
lorsque Γ “ H, pour une raison très simple : toute phrase logique commençant par
@x P H est vraie. En effet, il suffit pour s’en convaincre de remarquer que sa négation
est de la forme «Dx P H t.q. . . .» et est donc évidemment fausse.

Il y a donc une et une seule application de H vers Y , qu’on appelle l’application
vide.
1.2.5. — Il y a par contre très peu d’applications de but vide. Plus précisément, si
X est un ensemble non vide, alors il n’existe pas d’application f de X vers H : en
effet si c’était le cas le choix d’un élément x de X (possible car X ‰ H) fournirait un
élément fpxq de H, ce qui est absurde.

Notez par contre qu’il existe une (unique) application de H dans lui-même :
l’application vide vue au 1.2.4 ci-dessus (où Y était quelconque, et pouvait donc
être vide). Elle coïncide nécessairement avec l’identité, par unicité ou encore parce
que si on la note f on a alors @x P H, fpxq “ x par le principe général rappelé en
1.2.4.
1.2.6. Remarques générales à propos de l’ensemble vide. — Dans ce texte, tout
ensemble figurant dans les hypothèses d’un énoncé est autorisé à être vide sauf
exclusion expresse de ce cas.

Lorsqu’elle est avérée, la validité d’un énoncé donné pour l’ensemble vide est sauf
exception tautologique, et ne demande souvent aucun argument spécifique, grâce au
fait qu’une proposition commençant par @x P H est toujours vraie.

Ce principe qui peut apparaître loufoque ou déstabilisant simplifie donc en fait la
vie : il permet en effet d’inclure sans même y penser le cas de l’ensemble vide dans
une bonne partie des raisonnements, évitant par là des distinctions aussi fastidieuses
qu’inutiles qui alourdiraient la rédaction.
1.2.7. Familles. — Une famille pxiqiPI d’éléments d’un ensemble X paramétrée par
un ensemble I est simplement une application i ÞÑ xi de I dans X. Conformément à
nos conventions générales rappelées ci-dessus, l’ensemble I peut être vide. Il y a plus
précisément une et une seule famille d’éléments de X indexée par l’ensemble vide, à
savoir l’application vide de H dans X, qui est appelée aussi la famille vide d’éléments
de X.

Si n est un entier, nous écrirons parfois pe1, . . . , enq pour désigner une famille peiq
paramétrée par ti P N t.q. 1 ď i ď nu. Cette expression garde un sens si n “ 0 :
l’ensemble ti P N t.q. 1 ď i ď nu étant alors vide, pe1, . . . , enq désigne dans ce cas la
famille vide.
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1.3. Relations d’équivalence. — Nous allons maintenant introduire et étudier
une classe particulière de relations qui joue un rôle absolument central en
mathématiques.

Définition 1.3.1. — Soit X un ensemble. Une relation R sur X est appelée une
relation d’équivalence si elle possède les propriétés suivantes :

˛ R est réflexive, i.e. xRx pour tout x P X ;
˛ R est symétrique, i.e. xRy ðñ yRx pour tout px, yq P X2 ;
˛ R est transitive, i.e. pxRy et yRzq ñ xRz pour tout px, y, zq P X3.

Exemples 1.3.2. — Sur tout ensemble X on a deux exemples extrêmes de relations
d’équivalence, à savoir l’égalité d’une part, et la relation grossière R telle que xRy
pour tout couple px, yq (notez que ces deux relations coïncident si X “ H ou si X est
un singleton).

Si n est un entier, la relation Cn de congruence modulo n sur Z, définie par la
condition xCny ðñ pn divise x´ yq est une relation d’équivalence.

Si f : X Ñ Y est une application quelconque entre deux ensembles X et Y , elle
induit une relation d’équivalence Rf , donnée par la condition

xRfx
1 ðñ fpxq “ fpx1q.

et appelée la relation d’équivalence définie par f . Nous verrons en fait un peu plus
bas que toute relation d’équivalence est de la forme Rf pour une application f bien
choisie.

1.3.3. Classes d’équivalence. — Soit X un ensemble et soit R une relation
d’équivalence sur X. Si x est un elément de X, la classe (d’équivalence) de x pour la
relation R est l’ensemble des éléments y de X tels que xRy.
1.3.3.1. — Soit x P X et soit C sa classe d’équivalence. Par réflexivité, C contient
x (en particulier, C est non vide). Soit y P C et soit z P X. Comme xRy on a par
symétrie et transitivité

xRz ðñ yRz.

Par conséquent, C est aussi la classe de y.
On a donc montré que toute classe d’équivalence de la relation R est la classe de

chacun de ses éléments.
1.3.3.2. — Soient C et C 1 deux classes d’équivalence pour R. Supposons que C XC 1

soit non vide. Choisissons un élément x de cette intersection. On déduit de 1.3.3.1
que la classe de x est égale à C aussi bien qu’à C 1. Par conséquent C “ C 1.

Deux classes d’équivalences distinctes de R sont donc disjointes.
1.3.4. Relations d’équivalences et partitions. — Soit X un ensemble ; nous noterons
PpXq l’ensemble des parties de X. Une partition de X est un sous-ensemble de PpXq

constitué de parties non vides, deux à deux disjointes, et dont la réunion est égale à
X.

Soit R une relation d’équivalence sur X. L’ensemble des classes d’équivalence pour
R est alors une partition de X. En effet toute classe d’équivalence est non vide
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(1.3.3.1), les classes d’équivalence sont deux à deux disjointes (1.3.3.2) et leur réunion
est égale à X car chaque élément de X appartient à sa propre classe.

Réciproquement, soit P une partition de X. Notons R la relation définie par la
condition suivante : xRy si et seulement si x et y appartiennent au même élément de
la partition P. Il est immédiat que R est une relation d’équivalence.

Nous laissons le lecteur vérifier que les deux constructions ci-dessus mettent en
bijection l’ensemble des relations d’équivalences sur X et celui des partitions de X.
1.3.5. Quotient par une relation d’équivalence. — Soit X un ensemble et soit R une
relation d’équivalence sur X. On appelle quotient de X par R, et l’on note X{R,
l’ensemble des classes d’équivalences pour R. L’application p : X Ñ X{R qui envoie
un élément x sur sa classe d’équivalence est appelée l’application quotient (relative à
R). Par construction, p est surjective et l’on a ppxq “ ppx1q ðñ xRx1 ; on voit donc
que R peut se décrire comme la relation d’équivalence naturellement associée à une
application de source X (en l’occurrence, à l’application p).

Théorème 1.3.6 (Propriété universelle du quotient)
Soit X un ensemble, soit R une relation d’équivalence sur X et soit p

l’application quotient de X vers X{R. Soit f une application de X vers un ensemble
Y telle que pour tout px, x1q P X2 on ait l’implication

xRx1 ñ fpxq “ fpx1q.

Il existe alors une unique application g de X{R vers Y telle que g ˝ p “ f , ce qu’on
décrit aussi de façon un peu plus imagée en disant que le diagramme

X Y

X{R

f

p
g

est commutatif, ou commute. Nous dirons que g est l’application induite par f par
passage au quotient (par R).

Démonstration. — Commençons par l’unicité. Supposons qu’une telle g existe et
soit c P X{R. Par surjectivité de p il existe x P X tel que c “ ppxq ; on a alors
nécessairement gpcq “ gpppxqq “ fpxq, si bien que g est uniquement déterminée.

Montrons maintenant l’existence. Soit c P X{R. Choisissons un antécédent x de c
par p (il y en a au moins un par surjectivité de p). L’image de x par f ne dépend
alors que de c, et pas de x ; en effet, si x1 est un (autre) antécédent de c par p, l’égalité
ppxq “ ppx1q signifie que xRx1, ce qui entraîne par hypothèse que fpxq “ fpx1q. Il est
donc licite de poser gpcq “ fpxq.

On a alors par construction gpppxqq “ fpxq pour tout x P X, et g fait donc bien
commuter le diagramme.

Commentaires 1.3.7. — Conservons les notations du théorème ci-dessus. Nous
résumerons l’implication

xRx1 ñ fpxq “ fpx1q

en disant que f est R-invariante.
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Il est clair que p est R-invariante, et donc que g ˝ p est R-invariante pour toute
application g : X{R Ñ Y .

On peut donc reformuler comme suit le théorème ci-dessus : l’application g ÞÑ g ˝p
établit une bijection entre l’ensemble des applications de X{R vers Y et l’ensemble
des applications R-invariantes de X vers Y .

On peut résumer la situation de manière un peu informelle par le slogan suivant : se
donner une application de X{R vers Y , c’est se donner une application R-invariante
de X vers Y .

Ce dernier est à retenir absolument, et son usage doit devenir un réflexe : lorsque
vous aurez besoin de construire une application depuis un ensemble quotient X{R,
vous devrez chercher à construire une application R-invariante de source X (il y a
cela dit des exceptions à ce principe, mais elles sont rares ; elles peuvent par exemple
se produire si l’on dispose d’une description de X{R différente de sa présentation
comme quotient).

1.3.8. Comment travailler avec le quotient ? — Il est fréquent en mathématiques
qu’il y ait un certain hiatus entre la définition d’un objet et l’intuition qu’il convient
de s’en faire ; cela ne signifie pas que la définition est mauvaise, mais que son rôle est
avant tout technique (elle assure l’existence d’un objet ayant les propriétés requises,
elle permet de raisonner rigoureusement avec celui-ci), et qu’elle ne permet pas de,
ou disons ne suffit pas à, comprendre en profondeur ce qu’elle décrit.

C’est typiquement le cas en ce qui concerne les quotients : si l’on se contente de voir
X{R comme un ensemble de classes d’équivalence (ce qu’il est stricto sensu), on risque
très vite de ne plus rien comprendre à ce qui se passe, les classes d’équivalence étant
elles-mêmes des sous-ensembles de X. Il vaut beaucoup mieux penser à X{R comme
à un ensemble construit à partir de X en décrétant que deux éléments en relation au
sens de R sont égaux, et en n’imposant aucune autre contrainte ; ou encore comme
l’ensemble le plus général construit à partir de X en imposant que deux éléments en
relation au sens de R soient égaux.

On observe ici un cas particulier d’un phénomène fréquent en mathématiques,
qu’on rencontrera à de nombreuses reprises dans ce cours : on traduit une propriété
intuitive du type «X est l’objet le plus général qui vérifie la condition C» par la
satisfaction d’une propriété universelle qui consiste toujours à décrire une bijection
entre un ensemble d’applications de source ou de but X (selon les cas) et un autre
ensemble étroitement relié à la condition C. L’expérience a montré la fécondité de cette
approche. L’un de ses nombreux mérites est qu’une propriété universelle détermine
toujours l’objet qui la vérifie de manière essentiellement unique ; la proposition ci-
dessous illustre ce phénomène dans le cas des quotients par les relations d’équivalence.

Proposition 1.3.9 (Unicité du quotient à bijection unique près)
Soit X un ensemble, soit R une relation d’équivalence sur X et soit p

l’application quotient de X vers X{R. Soit q : X Ñ S une application R-invariante
et telle que pour tout ensemble Y , l’application g ÞÑ g ˝ q établisse une bijection entre
l’ensemble des applications de S vers Y et celui des applications R-invariantes de X
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vers Y . Il existe alors une unique application φ : X{R Ñ S telle que le diagramme

X S

X{R

p

q

φ

commute, et φ est une bijection.

Démonstration. — L’existence et l’unicité de φ résultent de la propriété universelle
du quotient. Il reste à s’assurer que φ est bijective. En vertu de notre hypothèse sur
q, il existe une (unique) application ψ : S Ñ X{R telle que le diagramme

X S

X{R

p

q

ψ

commute. On a ψ˝φ˝p “ ψ˝q “ p ; par injectivité de g ÞÑ g˝p il vient ψ˝φ “ IdX{R.
On a également φ ˝ψ ˝ q “ φ ˝ p “ q ; par injectivité de g ÞÑ g ˝ q il vient φ ˝ψ “ IdS .
En conséquence φ est bijective (et son inverse est ψ).

1.3.10. Quelques propriétés des applications induites. — Soit X un ensemble et soit
R une relation d’équivalence sur X ; notons x ÞÑ x l’application quotient de X vers
X{R. Soit f : X Ñ Y une application R-invariante, et soit f : X{R Ñ Y l’application
induite (les notations x ÞÑ x et f sont relativement standard).

On a pour tout x P X l’égalité fpxq “ fpxq, ce qui entraîne que Impfq Ă Impfq.
Par ailleurs comme x ÞÑ x est une surjection de X sur X{R, tout élément de Impfq

est de la forme fpxq “ fpxq pour un certain x P X. Ainsi Impfq Ą Impfq, si bien
qu’on a finalement Impfq “ Impfq. En particulier, f est surjective si et seulement si
f est surjective.

Par ailleurs, en vertu de la surjectivité de x ÞÑ x, l’application f est injective si et
seulement si on a pour tout px, yq P X2 l’équivalence

fpxq “ fpyq ðñ x “ y

qu’on peut récrire
fpxq “ fpyq ðñ xRy.

Autrement dit, f est injective si et seulement si R est la relation d’équivalence définie
par f (exemple 1.3.2).

En particulier, si f est une surjection et si la relation d’équivalence associée à f
coïncide avec R, l’application f est une bijection de X{R sur Y .
1.3.11. — Soit f : X Ñ Y une application. Si l’on désigne par Rf la relation
d’équivalence associée à f (1.3.2) alors f est Rf -invariante par définition, et il résulte
de 1.3.10 que f induit par passage au quotient une bijection X{Rf » Impfq.
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1.3.12. Relation produit. — Soit pXiqiPI une famille d’ensembles. On note X le
produit

ś

iXi, c’est-à-dire l’ensemble des familles pxiqiPI telles que xi P Xi pour
tout i.

Supposons donné pour tout i une relation d’équivalence Ri sur Xi, et notons ξ ÞÑ ξ
l’application quotient correspondante (l’indice i ne figure pas explicitement dans cette
notation mais cela ne créera pas de confusion). Soit R le produit des Ri, c’est-à-dire
la relation sur X définie par la condition

pxiqiRpyiqi ðñ p@i, xiRiyiq.

On vérifie immédiatement que R est une relation d’équivalence.
L’application

π : X Ñ
ź

i

Xi{Ri, pxiqi ÞÑ pxiqi

est visiblement surjective, et R coïncide par construction avec la relation d’équivalence
associée à π. On déduit alors de 1.3.10 que π induit par passage au quotient une
bijection X{R »

ś

iXi{Ri.

1.4. Quotient par une relation arbitraire. — Soit X un ensemble. Si R est
une relation d’équivalence sur X, nous avons vu comment «construire un ensemble à
partir de X en décrétant que deux éléments en relation au sens de R ont égaux, et
en n’imposant aucune autre contrainte» : on forme le quotient X{R.

Une question naturelle se pose : si on part maintenant d’une relation S quelconque
sur X, peut-on «construire un ensemble à partir de X en décrétant que deux éléments
en relation au sens de S ont égaux, et en n’imposant aucune autre contrainte» ?
Techniquement, cela revient (par analogie avec ce qui a été vu dans le cas d’une
relation d’équivalence) à poser la question suivante : existe-t-il un ensemble Z et une
application S -invariante p : X Ñ Z telle que pour tout ensemble Y , l’application
g ÞÑ g ˝ p établisse une bijection entre l’ensemble des applications de Z dans Y et
l’ensemble des applications S -invariantes de X dans Y ? Nous allons voir que la
réponse est affirmative, mais cela va nécessiter un peu de travail.
1.4.1. La relation d’équivalence engendrée par S . — Convenons de dire qu’une
relation T sur X est plus fine qu’une relation T 1 (ou que T 1 est plus grossière
que T ) si le graphe de T est contenu dans celui de T 1, c’est-à-dire encore si

xT y ñ xT 1y

pour tout couple px, yq d’éléments de X ; si c’est le cas, on écrira T ĺ T 1.
Soit maintenant E l’ensemble des relations d’équivalences sur X qui sont plus

grossières que S , et soit R la relation sur X définie par la condition suivante :

xRy ðñ @T P E, xT y.

On vérifie aussitôt que R est une relation d’équivalence ; on dit que c’est la relation
d’équivalence engendrée par S . Notez qu’on a par définition R ĺ T pour toute
T P E. Notez aussi que si x et y sont deux éléments de X tels que xS y alors xT y
pour toute T P E, si bien que xRy ; par conséquent, S ĺ R. Remarquons enfin que
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si S est déjà une relation d’équivalence elle appartient à E et on vérifie aussitôt que
cela entraîne l’égalité R “ S .
1.4.2. Description plus concrète de R. — La définition théorique de R va nous
suffire, mais pour la curiosité du lecteur nous allons en donner une description plus
tangible.

Soit S 1 la relation sur X définie par la condition suivante : xS 1y si et seulement
s’il existe un entier n ě 1 et une suite x “ x1, x2, . . . , xn “ y telle que pour tout i
vérifiant 1 ď i ď n´ 1 on ait xiS xi`1 ou xi`1S xi. On a alors R “ S 1 ; nous allons
brièvement expliquer pourquoi.

On vérifie tout d’abord immédiatement que S ĺ S 1 et que S 1 est une relation
d’équivalence (la transitivité et la symétrie découlent de la définition ; pour la
réflexivité, notez que si x P X la suite singleton x1 “ x montre que xS 1x, car la
condition à vérifier commence par @i P H). Autrement dit, S 1 P E, ce qui entraîne
que R ĺ S 1.

Vérifions réciproquement que S 1 ĺ R, ce qui montrera que R “ S 1. Soient donc x
et y deux éléments de X tels que xS 1y, et donnons-nous une suite x “ x1, . . . , xn “ y
comme ci-dessus. Soit T P E. Pour tout i entre 1 et n´1 on a xiS xi`1 ou xi`1S xi et
donc xiT xi`1 puisque T est une relation d’équivalence (et en particulier symétrique)
plus grossière que S ; par transitivité il vient xT y. Ceci valant pour tout T P E on
a xRy, ce qu’il fallait démontrer.
1.4.3. — Nous allons maintenant montrer que l’application p : X Ñ X{R répond
au problème posé au début de 1.4. On sait déjà que S ĺ R, ce qui signifie
exactement que l’application p est S -invariante. Il s’agit maintenant de montrer que
pour tout ensemble Y , l’application g ÞÑ g ˝ p établit une bijection entre l’ensemble
des applications de X{R dans Y et l’ensemble des applications S -invariantes de X
dans Y . Compte-tenu de la propriété universelle du quotient (appliquée à la relation
R), il suffit de prouver que pour tout ensemble Y et toute application f : X Ñ Y ,
l’application f est S -invariante si et seulement si elle est R-invariante.

Comme S ĺ R, toute application R-invariante de source X est S -invariante.
Réciproquement, soit f une application S -invariante de source X et soit Rf la
relation d’équivalence associée à f . Dire que f est S -invariante signifie exactement
que S ĺ Rf , c’est-à-dire encore que Rf P E. Mais on a alors R ĺ Rf , et f est donc
R-invariante.

Commentaires 1.4.4. — L’ensemble X{R peut donc s’interpréter comme
l’ensemble construit à partir de X en décrétant que deux éléments en relation au
sens de S sont égaux (et en n’imposant aucune autre contrainte). Mais on sait par
ailleurs que X{R peut s’interpréter comme l’ensemble construit à partir de X en
décrétant que deux éléments en relation au sens de R sont égaux (et en n’imposant
aucune autre contrainte).

Intuitivement, cette double interprétation a le sens suivant. Lorsqu’on décrète que
deux éléments coïncident dès qu’ils sont en relation au sens de S , cela entraîne des
dommages collatéraux (en raison des propriétés formelles de la relation d’égalité) et
force en fait deux éléments à coïncider dès qu’ils sont en relation au sens de R. (Bien
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sûr si S est déjà une relation d’équivalence, R “ S , il n’y a pas de vrais dommages
collatéraux et les seules identifications qu’on obtient sont celles qu’on a imposées ;
mais si S n’est pas une relation d’équivalence, la relation R est strictement plus
grossière que S et des identifications apparaissent qui n’étaient pas explicitement
spécifiées.)
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2. Généralités sur les groupes

2.1. Définitions et propriétés de base. — Nous allons maintenant présenter la
notion de groupe, dont l’étude occupera une grande partie de ce cours.

Définition 2.1.1. — Un groupe est un ensemble G muni d’une loi de composition
interne ˚ : GˆG Ñ G qui satisfait les propriétés suivantes.

(i) La loi ˚ est associative : pour tout pg, g1, g2q P G3 on a g ˚ pg1 ˚g2q “ pg ˚g1q ˚g2.
(ii) La loi ˚ admet un élément neutre, c’est-à-dire un élément e tel que e˚g “ g˚e “ g

pour tout g P G (un tel e est nécessairement unique, cf. ci-dessous).
(iii) Tout élément g de G admet un symétrique pour la loi ˚, c’est-à-dire un élément

g1 de G tel que g ˚ g1 “ g1 ˚ g “ e (un tel g1 est nécessairement unique, cf.
ci-dessous).

Commentaires 2.1.2. — Insistons sur le sens de l’adjectif «muni» : il signifie que
la loi ˚ fait partie des données. En toute rigueur, on devrait donc écrire «soit pG, ˚q»
un groupe et non «soit G un groupe». Bien entendu, respecter ce principe conduirait
à alourdir épouvantablement la rédaction, et l’on s’en affranchit donc le plus souvent ;
mais il faut garder en tête que l’on commet un petit abus, pour les rares cas où il
pourrait y avoir une ambiguïté sur la loi de groupe.

2.1.3. Justification des énoncés d’unicité dans la définition 2.1.1. — Si e et e1 sont
deux éléments neutres dans G on a alors e ˚ e1 “ e car e1 est neutre, et e ˚ e1 “ e1 car
e est neutre ; ainsi, e “ e1.

Si g1 et g2 sont deux symétriques d’un même élément g de G on a

g1 “ g1 ˚ e “ g1 ˚ pg ˚ g2q “ pg1 ˚ gq ˚ g2 “ e ˚ g2 “ g2

et partant g1 “ g2 (notez qu’on utilise ici l’associativité).

Remarque 2.1.4. — Un groupe est toujours non vide, puisqu’il possède un élément
neutre.

Notations 2.1.5. — Lorsqu’on écrira «soit G un groupe» sans mention explicite
de sa loi interne, celle-ci n’aura droit le plus souvent à aucune symbole spécifique et
sera simplement notée pg, hq ÞÑ gh ; en général, on désignera par e l’élément neutre
de G (s’il y a plusieurs groupes en jeu, il arrivera qu’on le note eG pour éviter toute
confusion). Si pg, hq P G2, on parlera de gh comme du produit de g et h et l’on notera
g´1 le symétrique de g, qu’on appellera également son inverse. On a les formules
pg´1q´1 “ g et pghq´1 “ h´1g´1 (attention au renversement de l’ordre des facteurs).

Comme la loi interne de G est associative, on peut définir le produit de toute famille
finie ordonnée d’éléments de G (sans avoir à spécifier un parenthésage) ; lorsque la
famille est vide, ce produit est égal à e.

On écrira souvent g1 . . . , gn pour désigner le produit de la famille ordonnée
pgiq1ďiďn d’éléments de G. Lorsque n “ 0 cette famille est vide et l’on a donc
g1 . . . gn “ e.
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Si g P G et si n ě 0 on posera

gn “ g . . . g
loomoon

n facteurs

(si n “ 0 on a donc gn “ e). Si n ă 0 on posera gn “ pg´nq´1. Ces définitions assurent
la validité des formules usuelles gn`m “ gngm et pgnqm “ gnm.

Si g et h sont deux éléments de G et si E est un sous-ensemble de G on désignera
par gE (resp. Eh, resp. gEh) l’ensemble des éléments de G de la forme gx (resp. xh,
resp. gxh) avec x P E. On a évidemment eE “ Ee “ eEe “ E. Si g1 et h1 sont deux
autres éléments de G, l’associativité de G entraîne les égalités

pg1gqE “ g1pgEq, Ephqh1 “ Ephh1q et g1pgEhqh1 “ pg1gqEphh1q.

2.1.6. Simplification. — Dans un groupe, on peut «simplifier à gauche à droite».
Plus précisément, soit G un groupe et soient g, g1 et h trois éléments de G. Si hg “ hg1

alors g “ g1 (multiplier à gauche par h´1) ; si gh “ g1h alors g “ g1 (multiplier à droite
par h´1).

Mentionnons quelques cas particuliers que nous utiliserons systématiquement :

(i) si hg “ g p“ egq alors h “ e ;
(ii) si gh “ g p“ geq alors h “ e ;
(iii) si gh “ e p“ gg´1q alors h “ g´1 (et donc h´1 “ g).

2.1.7. Groupes abéliens. — Soit G un groupe. On dit qu’il est commutatif, ou abélien,
si gh “ hg pour tout pg, hq P G2. Si c’est le cas, on adopte parfois pour G la notation
additive : la loi interne est notée `, l’élément neutre 0, le symétrique d’un élément g
est noté ´g et parfois appelé son opposé, et l’on écrit ng au lieu de gn.

Exemple 2.1.8 (Le groupe trivial). — Le singleton teu muni de la seule loi
interne possible (celle pour laquelle ee “ e) est un groupe, qui est dit trivial.

Exemple 2.1.9. — L’ensemble Z muni de l’addition est un groupe abélien, sur
lequel nous reviendrons en détail au chapitre suivant.

Exemple 2.1.10 (Groupes de permutations). — Soit X un ensemble.
L’ensemble SX des bijections de X dans lui-même (qu’on appelle parfois aussi
permutations de X), muni de la composition des applications, est un groupe.

Nous aurons l’occasion de revenir longuement sur le groupe SX lorsque X est fini.
Indiquons simplement ici que si |X| ě 3 alors SX est non abélien. En effet, choisissons
trois éléments a, b et c de X, deux à deux distincts. Soit σ la permutation de X qui
échange a et b et fixe tous les autres éléments de X, et soit τ celle qui échange a et c
et fixe tous les autres éléments de X. Alors σ ˝ τ ‰ τ ˝ σ : la première envoie a sur c,
la seconde l’envoie sur b.

Exemple 2.1.11 (Produits de groupes). — Soient G et H deux groupes.
L’ensemble GˆH muni de la loi interne définie par la formule

pg, hqpg1, h1q “ pgg1, hh1q
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est un groupe. Son élément neutre est peG, eHq, et l’inverse d’un élément pg, hq

est pg´1, h´1q. On l’appelle le produit direct de G et H et on le note le plus souvent
simplement G ˆ H (on dit parfois simplement «produit» ; l’épithète «direct» est là
pour lever toute ambiguïté, car il existe d’autres produits plus généraux, dits semi-
directs, que nous rencontrerons et étudierons plus loin).

Plus généralement, si pGiqPPI est une famille de groupes, l’ensemble
ś

iGi muni
du produit composante par composante est un groupe (son élément neutre est la
famille peiqiPI , où i désigne pour tout i l’élément neutre de Gi ; et l’inverse se calcule
composante par composante). On l’appelle le produit des Gi, et on le note

ś

iGi.

2.1.12. Brefs rappels sur les anneaux. — Un anneau est un groupe abélien pA,`q

muni d’une loi interne supplémentaire ˆ qui est associative, possède un élément neutre
1 (nécessairement unique par le même raisonnement qu’en 2.1.3), et est distributive
par rapport à l’addition, ce qui signifie que

aˆ pb` cq “ paˆ bq ` paˆ cq et pa` bq ˆ c “ paˆ cq ` pbˆ cq pour tout pa, b, cq P A3.

Remarque 2.1.13. — Dans les axiomes qui définissent un anneau, on n’impose pas
que 1 ‰ 0. On démontre très facilement que dans un anneau donné A, on a 1 “ 0 si
et seulement si A “ t0u – on dit alors que A est l’anneau nul.

Notation 2.1.14. — Il est fréquent, lorsqu’on travaille dans un anneau, que l’on
omette le symbole mutiplicatif ˆ et qu’on écrive simplement ab au lieu de aˆ b.

2.1.15. Anneaux commutatifs. — On dit qu’un anneau A est commutatif si ab “ ba
pour tout pa, bq P A2.

Nous supposerons connues les bases de la théorie des anneaux commutatifs, et
notamment les notions d’anneau intègre, de corps, d’idéal, d’idéal premier, d’idéal
maximal, d’idéal et d’anneau principal. Nous ferons parfois de brefs rappels sur l’un
ou l’autre de ces points, mais la plupart du temps nous les utiliserons librement ; nous
vous invitons à consulter si nécessaire vos cours antérieurs sur ces questions.
2.1.16. Groupes des inversibles d’un anneau. — Soit A un anneau. Un élément a de
A est dit inversible s’il existe un élément b de A, nécessairement unique par le même
raisonnement qu’en 2.1.3, tel que l’on ait ab “ ba “ 1.

L’ensemble des éléments inversibles de A est noté Aˆ ; il est stable sous la
multiplication et cette dernière fait de Aˆ un groupe d’élément neutre 1, abélien
dès que A est commutatif.

Exemple 2.1.17. — Si A “ t0u alors Aˆ “ t0u “ t1u (notez que l’anneau nul est
le seul anneau dans lequel 0 soit inversible).

Exemple 2.1.18. — Si k est un corps, kˆ est égal à kzt0u.

Exemple 2.1.19. — Considérons Z comme un anneau (commutatif) via les lois
usuelles ` et ˆ. On a alors Zˆ “ t´1, 1u.

Exemple 2.1.20. — Soit k un corps et soit n un entier ě 0. L’addition et la
multiplication font de l’ensemble de matrices Mnpkq un anneau, non commutatif dès
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que n ě 2 ; son groupe des éléments inversibles est traditionnellement noté GLnpkq,
et est appelé le groupe linéaire de k.

Modulo l’identification d’une matrice 1ˆ1 à son unique coefficient on a M1pkq “ k
et GM1pkq “ kˆ.

Vous vous demandez peut-être ce qu’il en est de M0pkq et GL0pkq. Pour le
comprendre, il faut revenir à la définition d’un élément de Mnpkq : c’est une famille
paijqi,j d’éléments de k indexée par l’ensemble des couples pi, jq d’entiers tels que
1 ď i ď n et 1 ď j ď n. Lorsque n “ 0, c’est donc une famille indexée par l’ensemble
vide. Il s’ensuit que M0pkq contient un seul élément (la famille vide). Par conséquent
M0pkq est l’anneau nul et GL0pkq est le groupe trivial.

2.2. Sous-groupes d’un groupe donné. — Lorsqu’on souhaite étudier un
ensemble muni d’une structure donnée, il est naturel et utile de s’intéresser à ses
sous-ensembles qui «se comportent bien» vis-à-vis de cette structure (dans un sens à
préciser selon la nature de celle-ci). Dans le cas d’un groupe, cela conduit à la notion
de sous-groupe.

Définition 2.2.1. — Soit G un groupe et soit H une partie de G. On dit que H
est un sous-groupe de G si e P H et si H est stable par produit et par inversion.

Remarque 2.2.2. — Pour que H soit un sous-groupe de G, il faut et il suffit que
H soit non vide et que gh´1 appartienne à H pour tout pg, hq P H. C’est en effet
clairement nécessaire.

Supposons maintenant que ce soit vérifié, et montrons que H est un sous-groupe
de G. Comme H est non vide, il existe h0 P H. Par hypothèse, e “ h0h

´1
0 appartient

alors à H. Soient g et h deux éléments de H. Puisque e P H, le produit eh´1 “ h´1

appartient à H, qui est donc stable par inversion. Il s’ensuit que gh “ gph´1q´1 P H,
et H est stable par produit ; ainsi, H est un sous-groupe de G.

2.2.3. — Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G. Comme H est stable par
produit, l’application ph, h1q ÞÑ hh1 définit une loi interne sur H. Elle fait de H un
groupe : elle hérite en effet de l’associativité, elle admet un élément neutre e (qui
appartient à H par hypothèse) et tout élément h de H a un inverse pour cette loi, à
savoir h´1 (qui appartient à H par hypothèse). On dit que la structure de groupe de
H est héritée de celle de G.

Il découle alors des définitions qu’une partie de H est un sous-groupe de H si et
seulement si c’est un sous-groupe de G.

Exemples 2.2.4 (Les cas triviaux). — Si G est un groupe, les ensembles G et
teu de G sont des sous-groupes de G.

Exemple 2.2.5. — Soit k un corps et soit E un k-espace vectoriel. Le sous-ensemble
de SE formé des bijections k-linéaires de E dans lui-même est un sous-groupe de SE .

Exemple 2.2.6. — Soit G un groupe. Si pHiq est une famille de sous-groupes de G,
l’intersection

Ş

Hi est un sous-groupe de G (c’est immédiat).
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2.2.7. Sous-groupe engendré par une partie. — Soit G un groupe et soit P une partie
de G.
2.2.7.1. — D’après l’exemple 2.2.6, l’intersection de tous les sous-groupes de G
contenant P est un sous-groupe de G. C’est manifestement le plus petit sous-groupe
de G contenant P ; on l’appelle le sous-groupe de G engendré par P et on le note
souvent xP y.
2.2.7.2. — La définition de xP y peut sembler très théorique et peu tangible, mais
nous allons en donner une description plus concrète. Posons P´1 “ tg´1, g P P u.
Le sous-groupe xP y coïncide alors avec l’ensemble Q des produits finis d’éléments
de P Y P´1. Il est en effet clair que Q Ă xP y puisque xP y est un sous-groupe de
G contenant P . Et par ailleurs il découle immédiatement de la définition de Q qu’il
contient e (c’est le produit vide d’éléments de P Y P´1) et est stable par produit et
inversion. Par conséquent, Q est un sous-groupe de G contenant évidemment P ; il
vient xP y Ă Q.

Exemple 2.2.8. — Soit G un groupe. Le sous-groupe de G engendré par la partie
vide est égal à teu : on peut le déduire aussi bien de sa définition directe que de sa
description «concrète» donnée au 2.2.7.2

Exemple 2.2.9. — Soit g un élément d’un groupe G. On déduit de 2.2.7.2 que le
sous-groupe xgy de G est égal à tgnunPZ.

2.3. Morphismes de groupes. — Pour étudier les ensembles munis d’une
structure d’un type donné, l’expérience a montré qu’il était fondamental de considérer
les applications entre deux tels ensembles «compatibles» avec leurs structures, dans un
sens à préciser (qui dépend du type de structure considéré). Ainsi, lorsqu’on travaille
avec des espaces vectoriels, on s’intéresse aux applications linéaires ; lorsqu’on travaille
avec des espaces topologiques, on s’intéresse aux applications continues, etc. Et dans
le cas des groupes, on va s’intéresser aux morphismes de groupes.

Définition 2.3.1. — Soient G et H deux groupes. Un morphisme de groupes de H
dans G est une application φ de H dans G telle que φphh1q “ φphqφph1q pour tout
ph, h1q P H2.

2.3.2. Commentaires à propos de la terminologie. — Le terme «morphisme» est
générique : il désigne une application compatible avec un certain type de structure
qui est précisé ensuite (sauf s’il est clairement indiqué par le contexte). Il y a ainsi
des morphismes de groupes comme ici, mais aussi des morphisme d’anneaux, et plein
d’autres types de morphismes que vous croiserez plus tard, dans ce cours ou ailleurs.
Seules quelques classes vénérables d’objets échappent pour des raisons historiques à ce
vocabulaire standardisé : on parle d’application linéaire et non de morphisme d’espaces
vectoriels, ou d’application continue et non de morphisme d’espaces topologiques.

On rencontre encore parfois le terme «homomorphisme» au lieu de «morphisme»,
mais il a tendance à tomber en désuétude. Il perdure dans les notations : l’ensemble
des morphismes d’un groupe G dans un groupe H est ainsi noté HompG,Hq.



16 ANTOINE DUCROS

Un endomorphisme désigne (quel que soit le type de structure en jeu) un morphisme
d’un objet dans lui-même. Si G est un groupe, un endomorphisme (de groupes) de G
est donc un morphisme (de groupes) de G dans G. L’ensemble des endomorphismes
de G est noté EndpGq.

Exemples 2.3.3 (Les cas triviaux). — Soient G un groupe. L’application IdG
est un endomorphisme de groupes. Plus généralement, si H est un sous-groupe de G,
l’inclusion de H dans G est un morphisme de groupes.

2.3.4. Composition de morphismes. — Soient φ : G Ñ G1 et ψ : G1 Ñ G2 deux
morphismes de groupes. On vérifie immédiatement que la composée ψ ˝ φ : G Ñ G2

est un morphisme de groupes.
2.3.5. — Soit φ : H Ñ G un morphisme de groupes. Par définition, φ est une
application qui se comporte bien vis-à-vis des lois internes en jeu. Mais cette condition
entraîne en fait automatiquement que φ se comporte également bien vis-à-vis des
éléments neutres et des inversions, comme nous allons le voir ci-dessous ; ce petit
miracle est dû à la propriété de simplification des égalités ans un groupe (2.1.6).
2.3.5.1. — On a φpeHq “ eG. En effet, l’égalité e2

H “ eH implique que
φpeHq2 “ φpe2

Hq “ φpeHq,

ce qui entraîne que φpeHq “ eG.
2.3.5.2. — Soit h P H. On a φph´1q “ φphq´1. En effet,

φphqφph´1q “ φphh´1q “ φpeHq “ eG,

ce qui entraîne que φph´1q “ φphq´1.

2.4. Sous-groupes et morphismes. — Soit φ : H Ñ G un morphisme de
groupes ; nous allons décrire l’effet de φ sur les sous-groupes de H et de G.
2.4.1. — On vérifie immédiatement que si H 1 est un sous-groupe de H alors φpH 1q

est un sous-groupe de G ; en particulier, Im φ “ φpHq est un sous-groupe de G.
Soit E un sous-ensemble de G. Le sous-groupe xφpEqy de G est égal à φpxEyq : c’est

par exemple une conséquence immédiate de la description concrète du sous-groupe
engendré par une partie.
2.4.2. — On vérifie immédiatement que si G1 est un sous-groupe de G alors φ´1pG1q

est un sous-groupe de H ; en particulier, φ´1peGq est un sous-groupe de H, appelé le
noyau de φ et souvent noté Kerφ.
2.4.3. — Le morphisme φ est injectif si et seulement si son noyau est trivial. C’est
en effet clairement nécessaire. Réciproquement, supposons que Kerφ “ teHu et soient
h1 et h2 deux éléments de H tels que φph1q “ φph2q. On a alors

φph1h
´1
2 q “ φph1qφph2q´1 “ eG,

et donc h1h
´1
2 “ eH en vertu de notre hypothèse sur Kerφ ; il vient h1 “ h2.

2.5. Isomorphismes. — Nous allons maintenant introduire une classe fondamen-
tale de morphismes de groupes.
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2.5.1. — Soit φ : H Ñ G un morphisme de groupes. Supposons que φ est bijectif. Sa
réciproque ensembliste φ´1 est alors également un morphisme de groupes : en effet si
g1 et g2 sont deux éléments de g, on a

g1g2 “ φpφ´1pg1qqφpφ´1pg2qq “ φpφ´1pg1qφ´1pg2qq

ce qui entraîne que φ´1pg1g2q “ φ´1pg1qφ´1pg2qq, par définition de φ´1.
On dit alors que φ est un isomorphisme (de groupes).

Exemple 2.5.2 (Un cas trivial). — Si G est un groupe, IdG est un isomorphisme.

2.5.3. — Il résulte immédiatement des définitions que la composée de deux
isomorphismes de groupes est un isomorphisme de groupes ; la bijection réciproque
d’un isomorphisme de groupes est un isomorphisme de groupes.
2.5.4. Automorphismes. — Si G est un groupe, un automorphisme (de groupe) de
G est un isomorphisme de G dans G. L’ensemble des automorphismes de Gest un
sous-groupe de SG ; on le note AutpGq.

Remarque 2.5.5. — Soient G et H deux groupes. On dit qu’ils sont isomorphes
s’il existe un isomorphisme φ : G » H. Supposons que ce soit le cas. Comme φ et
sa réciproque φ´1 respectent le produit, l’élément neutre, et l’inversion des éléments,
toute propriété du groupe G qui ne met en jeu que la loi interne, l’élément neutre
et l’inversion est également satisfaite par H. Nous utiliserons très fréquemment, et
implicitement, ce principe général.

Par exemple : si G est trivial, H est trivial ; si G est abélien, H est abélien ; si les
seuls sous-groupes de G sont G et teu, les seuls sous-groupes de H sont H et teu, etc.

2.6. Structures sur les ensembles de morphismes. — Si G et H sont
deux groupes, HompG,Hq n’hérite en général d’aucune structure particulière ; c’est
simplement un ensemble. Mais nous allons voir que la situation s’améliore lorsque H
est abélien.
2.6.1. — Supposons donc donné deux groupes G et H, en supposant de plus H
abélien et noté additivement. On vérifie immédiatement que pour tout couple pφ,ψq

d’éléments de HompG,Hq, l’application

φ` ψ :“ pG Ñ H, g ÞÑ φpgq ` ψpgqq

est un morphisme de groupes, et que pφ,ψq ÞÑ φ ` ψ fait de HompG,Hq un groupe
abélien. Son élément neutre est l’application nulle ; l’opposé d’un morphisme φ de G
dans H est le morphisme g ÞÑ ´φpgq.
2.6.2. — Soit G un groupe abélien noté additivement. Par ce qui précède, on
dispose d’une loi de groupe abélien naturelle sur EndpGq, notée `. Nous laissons
le lecteur vérifier que pEndpGq,`, ˝q est un anneau ; son élément neutre multiplicatif
est l’identité ; son groupe des éléments inversibles coïncide avec AutpGq.

2.7. Les automorphismes intérieurs. — Soit G un groupe. Le but de ce qui suit
est de construire un groupe particulier d’automorphismes de G, dits intérieurs.
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2.7.1. — Soit g P G. Notons ιg l’application de G dans G qui envoie un élément h sur
ghg´1. Si h et h1 sont deux éléments de G, on a ghh1g´1 “ ghg´1gh1g´1, soit encore
ιgphh1q “ ιgphqιgph1q. Ainsi, ιg est un morphisme de groupes, appelé la conjugaison
par g ; on a clairement ιe “ Id.

On dira que deux sous-ensembles E et E1 de G sont conjugués s’il existe g P G tel
que E1 “ ιgpEq “ gEg´1 ; en pratique, on appliquera surtout cette notion lorsque E
et E1 sont des singletons (on parlera alors plus simplement d’éléments conjugués) ou
lorsque ce sont des sous-groupes de G.
2.7.2. — Pour tout pg, g1, hq P G on a

pgg1qhpgg1q´1 “ gg1hpg1q´1g´1 “ grg1hpg1q´1sg´1,

soit encore ιgg1 phq “ ιgpιg1 phqq ; par conséquent, ιgg1 “ ιg ˝ ιg1 .
On a en particulier pour tout élément g de G les égalités ιg ˝ ιg´1 “ ιe “ Id

et ιg´1 ˝ ιg “ ιe “ Id ; il s’ensuit que pour tout g P G, le morphisme ιg est un
automorphisme de G, de réciproque ιg´1 .

Ainsi g ÞÑ ιg apparaît comme une application de G dans le groupe Aut G des
automorphismes de G. La formule ιgg1 “ ιg ˝ ιg1 signifie que cette application est un
morphisme de groupes.
2.7.3. — Les automorphismes de la forme ιg pour g P G sont appelés les
automorphismes intérieurs de G. Par définition, l’ensemble des automorphismes
intérieurs de G est l’image du morphisme g ÞÑ ιg de G dans AutpGq ; c’est donc
un sous-groupe de AutpGq.
2.7.4. Le centre de G. — Le noyau du morphisme g ÞÑ ιg est un sous-groupe de G,
noté ZpGq et appelé le centre de G. Par définition, un élément g de G appartient à
ZpGq si et seulement si ιg “ Id, ce qui veut dire que ghg´1 “ h pour tout h P G, soit
encore que gh “ hg pour tout h P G.Un élément de G est donc dans le centre de G si
et seulement s’il commute avec tout le monde. En particulier les éléments du centre
commutent entre eux : par conséquent ZpGq est abélien.
2.7.5. Le cas abélien. — Si G est abélien, on a ZpGq “ G, et tout automorphisme
intérieur de G est trivial.

Cette remarque permet d’exhiber facilement des automorphismes non intérieurs :
par exemple, l’application z ÞÑ ´z est un automorphisme non trivial du groupe abélien
Z, et il n’est donc pas intérieur.

Remarque 2.7.6. — Soient h et h1 deux éléments conjugués de G ; soit g P G tel
que ghg´1 “ h1. Soit φ un morphisme de G vers un groupe G1. On a alors l’égalité
φph1q “ φpghg´1q “ φpgqφphqφpgq´1. Ainsi, φphq et φph1q sont eux aussi conjugués.
Si de plus G1 est abélien, il vient φphq “ φph1q.

2.8. Relations de congruence. — Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de
G. Le but de ce qui suit est d’introduire et d’étudier deux relations d’équivalences sur
G associées à H.
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Définition 2.8.1. — La congruence à gauche modulo H est la relation R sur G
définie par la condition

xRy ðñ x´1y P H.

La congruence à droite modulo H est la relation S sur G définie par la condition

xS y ðñ xy´1 P H.

2.8.2. Commentaires et premières propriétés. — On vérifie aisément que R et S
sont des relations d’équivalence. Nous allons tout d’abord décrire leurs classes.

Soit x un élément de G. La classe d’équivalence de x pour R est par définition
l’ensemble des y P G tels que xRy, c’est-à-dire tels que x´1y P H, c’est-à-dire encore
tels que y P xH. On dit que xH est la classe à gauche de x modulo H. La classe
d’équivalence de x pour S est par définition l’ensemble des y P G tels que yS Sx,
c’est-à-dire tels que yx´1 P H, c’est-à-dire encore tels que y P Hx. On dit que Hx est
la classe à droite de x modulo H.

Remarquons que les applications y ÞÑ xy et y ÞÑ yx de G dans lui-même sont
injectives. Par conséquent, y ÞÑ xy établit une bijection entre H et xH ; de même,
y ÞÑ yx établit une bijection entre H et Hx.

L’ensemble quotient deG par R, c’est-à-dire l’ensemble des classes à gauche modulo
H, est noté G{H. L’ensemble quotient de G par S , c’est-à-dire l’ensemble des classes
à droite de G modulo H, est noté HzG.
2.8.3. Une bijection naturelle G{H » HzG. — Soient x et y deux éléments de G.
On a

xRy ðñ x´1y P H ðñ x´1py´1q´1 P H ðñ x´1S y´1.

Ainsi, l’application x ÞÑ Hx´1 de G dans HzG est R-invariante et elle induit donc
par passage au quotient une application de G{H vers HzG. De même, l’application
x ÞÑ x´1H de G dans G{H est S -invariante et induit donc par passage au quotient
une application de HzG vers G{H.

Il est immédiat que ces deux applications sont réciproques l’une de l’autre ; on a
ainsi construit une bijection de G{H sur HzG.

Exemple 2.8.4 (Deux cas extrêmes). — Les quotients G{G et GzG sont des
singletons. Les applications quotient G Ñ G{teu et G Ñ teuzG sont des bijections.

Remarque 2.8.5. — Soit pGiq une famille de groupes. Pour tout i, soit Hi un sous-
groupe de Gi. Il est immédiat que

ś

Hi est un sous-groupe de
ś

Gi, et que la relation
produit (1.3.12) des relations de congruence à gauche (resp. à droite) modulo les Hi

est la relation de congruence à gauche (resp. à droite) modulo
ś

Hi. On en déduit
en vertu de 1.3.12 que les passages au quotient composante par composante induisent
deux bijections

ź

Gi{
ź

Hi »
ź

pGi{Hiq et
ź

Hiz
ź

Gi »
ź

pHizGiq.
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2.9. Le lemme de Lagrange. — Comme application immédiate de la théorie des
congruences modulo un sous-groupe nous allons établir un lemme dont la preuve est
très simple, qui joue un rôle fondamental en théorie des groupes finis.

Notation 2.9.1. — Si E est un ensemble fini, on notera |E| son cardinal.

Lemme 2.9.2. — Soit G un groupe fini et soit H un sous-groupe de G.

(1) |H| divise |G| (cet énoncé est souvent appelé le «lemme de Lagrange»).

(2) |G|{|H| “ |G{H| “ |HzG|.

Démonstration. — La congruence à gauche modulo H étant une relation
d’équivalence, G est la réunion disjointe des classes à gauche modulo H. On a
vu au 2.8.2 que toute classe à gauche modulo H est en bijection avec H, et en
particulier de cardinal égal à |H| ; il vient |G| “ |G{H| ¨ |H|. On montre de même
que |G| “ |HzG| ¨ |H| (on pourrait également déduire l’égalité |G{H| “ |HzG|

de 2.8.3).

Définition 2.9.3. — On appelle indice deH dansG, et l’on note rG : Hs, le cardinal
(éventuellement infini) de G{H, qui est aussi le cardinal de HzG d’après 2.8.3. Lorsque
G est fini, on a rG : Hs “ |G|{|H| d’après le lemme 2.9.2 ci-dessus.

2.10. Sous-groupes distingués. — Si G est un groupe et si H est un sous-groupe
de G, les quotients G{H et HzG sont en général simplement des ensembles, sans
structure naturelle de groupes. Le but de ce qui suit est d’introduire une classe
particulière de sous-groupes de G pour lesquels G{H et HzG héritent tous deux
d’une telle structure.

Lemme 2.10.1. — Soit X un ensemble muni d’une loi de composition interne
px, yq ÞÑ xy et soit f une surjection de X sur un ensemble E. Il existe alors au
plus une loi de composition interne ˚ sur E telle que fpxyq “ fpxq ˚ fpyq pour tout
px, yq P X2.

Supposons qu’une telle loi existe et que X soit un groupe. Sous cette hypothèse
pE, ˚q est un groupe, abélien si X est abélien, et l’application f est un morphisme de
groupes.

Démonstration. — Supposons qu’il existe une loi ˚ comme dans l’énoncé et soient
α et β deux éléments de E. Par surjectivité de f il existe x et y dans X tels que
fpxq “ α et fpyq “ β. On a alors nécessairement α ˚ β “ fpxq ˚ fpyq “ fpxyq, et ˚

est bien uniquement déterminée.
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Faisons de plus l’hypothèse que X est un groupe. Soient α, β et γ trois éléments
de E. Soient x, y et z des antécédents respectifs de α, β et γ dans X. On a alors

α ˚ pβ ˚ γq “ fpxq ˚ pfpyq ˚ fpzqq

“ fpxq ˚ pfpyzqq

“ fpxpyzqq

“ fppxyqzq

“ fpxyq ˚ fpzq

“ pfpxq ˚ fpyqq ˚ fpzq

“ pα ˚ βq ˚ γ.

Ainsi, ˚ est associative ; on montre de même qu’elle est commutative si X est abélien.
Soit ξ l’élément neutre de X et soit α un élément de E ; soit x un antécédent de α
dans X. On a

fpξq ˚ α “ fpξq ˚ fpxq “ fpξxq “ fpxq “ α

et de même α ˚ fpξq “ α ; ainsi, fpξq est un élément neutre pour ˚. Enfin on a
α ˚ fpx´1q “ fpxq ˚ fpx´1q “ fpxx´1q “ fpξq et de même fpx´1q ˚ α “ fpξq. Ainsi,
α possède un symétrique pour ˚, à savoir fpx´1q. On a donc bien montré que pE, ˚q

est un groupe, abélien si X est abélien. La formule fpxyq “ fpxq ˚ fpyq assure alors
que f est un morphisme de groupes.

Théorème 2.10.2. — Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G.
(A) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe un groupe G1 et un morphisme f : G Ñ G1 tel que H “ Ker f ;
(ii) pour tout g P G on a gHg´1 Ă H ;
(iii) pour tout g P G on a gHg´1 “ H ;
(iv) pour tout g P G on a gH “ Hg ;
(v) il existe une loi de groupe sur G{H telle que la flèche quotient x ÞÑ xH

de G vers G{H soit un morphisme ;
(vi) il existe une loi de groupe sur HzG telle que la flèche quotient x ÞÑ Hx

de G vers HzG soit un morphisme.

(B) Si (v) est satisfaite, la loi de groupe en question sur G{H est unique, et le noyau
du morphisme quotient G Ñ G{H est égal à H. Si (vi) est satisfaite, la loi de
groupe en question sur HzG est unique, et le noyau du morphisme quotient
G Ñ HzG est égal à H.

Lorsque les assertions équivalentes (i) à (vi) sont satisfaites, on dit que H est
distingué (ou parfois normal) dans G, et l’on écrit H ◁G.

Démonstration. — Commençons par montrer (B). Remarquons tout d’abord que si ˚

est une loi de groupe sur G{H, l’application quotient G Ñ G{H est un morphisme si
et seulement si on a pxHq˚pyHq “ pxyqH pour tout px, yq P G2 ; or il résulte du lemme
2.10.1 qu’il existe au plus une loi interne ˚ sur G{H vérifiant cette dernière formule, et
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que si une telle loi existe c’est automatiquement une loi de groupe. Plaçons-nous dans
le cas où une telle loi existe. Le noyau du morphisme G Ñ G{H est alors l’ensemble
des éléments de G ayant même image que e dans G{H, c’est-à-dire la classe à gauche
de e modulo H, à savoir eH “ H. La partie de l’assertion (B) relative à (v) est donc
démontrée ; sa partie relative à (vi) se prouve de façon analogue.

Venons-en à (A). Il est immédiat que (i)ñ(ii) et que (iii)ñ(ii). Montrons
que (ii)ñ(iii), et partant que (ii) ðñ (iii). Supposons que (ii) est vraie et soit g P G.
On a alors gHg´1 Ă H. Mais on a aussi g´1Hg “ g´1Hpg´1q´1 Ă H. En conjuguant
par g les deux membres de l’égalité, on obtient l’inclusion H Ă gHg´1, d’où finalement
l’égalité gHg´1 “ H.

Il est clair que (iii) ðñ (iv). Montrons maintenant que (ii)ñ (v). On suppose donc
que (ii) est vraie et l’on veut montrer (v). D’après le rappel fait en début de preuve,
il suffit de prouver qu’il existe une loi de composition interne ˚ sur G{H telle que
pxHq ˚ pyHq “ pxyqH pour tout px, yq dans G2. Soient x et y deux éléments de G
et soient x1 et y1 deux éléments de G tels que x1H “ xH et y1H “ yH, c’est-à-dire
tels que x´1x1 P H et y´1y1 P H. Comme x´1x1 P H l’hypothèse (ii) assure que
y´1x´1x1y P H. On a alors

pxyq´1x1y1 “ y´1x´1x1y1 “ y´1x´1x1y
looooomooooon

PH

y´1y1
loomoon

PH

P H.

Par conséquent, px1y1qH “ pxyqH. L’application de GˆG vers G{H qui envoie px, yq

sur pxyqH est donc invariante par le produit des congruences à gauche modulo H sur
chacun des facteurs ; elle induit de ce fait par passage au quotient une application
de G{H ˆ G{H vers G{H qui envoie pxH, yHq sur pxyqH pour tout couple px, yq

d’éléments de G, ce qu’on souhaitait établir.
L’implication (ii)ñ(vi) se montre de manière analogue. Et il est immédiat en vertu

de (B) que (v)ñ(i) et que (vi)ñ(i).

Commentaires 2.10.3. — On prendra garde que l’assertion (v) (resp. (vi)) ne se
contente pas d’affirmer l’existence d’une loi de groupe sur le quotient G{H (resp.
HzG), ce qui n’aurait rien de bien palpitant (on peut en effet démontrer que tout
ensemble non vide possède une loi de groupe, essayez à l’occasion de faire l’exercice).
Elle affirme plus précisément l’existence d’une telle loi faisant de l’application quotient
un morphisme, et c’est cette dernière propriété qui est fondamentale.

Remarque 2.10.4. — En pratique, pour montrer qu’un sous-groupe est distingué,
on utilise le plus souvent la caractérisation par les assertions (i) ou (ii) de l’énoncé du
théorème 2.10.2 ; ainsi, les exemples 2.10.5, 2.10.6 et 2.10.7 ci-dessous, présentés sans
justification, se traitent aisément à l’aide de (ii).

Exemple 2.10.5 (Les cas triviaux). — Soit G un groupe. Les sous-groupes G et
teu de G sont distingués.

Exemple 2.10.6 (Le cas abélien). — Soit G un groupe abélien. Tout sous-groupe
de G est alors distingué.
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Exemple 2.10.7 (Intersection de sous-groupes distingués)
Soit G un groupe et soit pHiq une famille de sous-groupes distingués de G. Le

sous-groupe
Ş

Hi de G est distingué.
Si E est un sous-ensemble de G, l’intersection des sous-groupes distingués de G

contenant E est donc un sous-groupe distingué H de G, qui est le plus petit sous-
groupe distingué de G contenant E. Nous vous laissons démontrer à titre d’exercice
que H est le sous-groupe de G engendré par tgeg´1ugPG,ePE .

Exemple 2.10.8 (Le centre). — Soit G un groupe. Le centre ZpGq de G (2.7.4)
est distingué, puisque c’est le noyau du morphisme g ÞÑ ph ÞÑ ghg´1q de G dans
AutpGq.

Vous pouvez à titre l’exercice le vérifier en utilisant la définition de ZpGq comme
l’ensemble des g P G tels que gh “ hg pour tout h P G, et en utilisant la caractérisation
des sous-groupes distingués par l’assertion (ii) du théorème 2.10.2.

Contre-exemple 2.10.9. — Le sous-groupe T de GL2pQq constitué des matrices
diagonales n’est pas distingué. En effet,

ˆ

1 0
0 ´1

˙

P T,

mais
ˆ

1 1
0 1

˙´1 ˆ

1 0
0 ´1

˙ ˆ

1 1
0 1

˙

“

ˆ

1 ´1
0 1

˙ ˆ

1 0
0 ´1

˙ ˆ

1 1
0 1

˙

“

ˆ

1 2
0 ´1

˙

R T.

Exemple 2.10.10 (Produit de sous-groupes distingués)
Soit pGiq une famille de groupes ; pour tout i, soit Hi un sous-groupe de Gi.

Nous laissons le lecteur vérifier que
ś

Hi est distingué dans
ś

Gi si et seulement si
Hi est distingué dans Gi pour tout i, et que si c’est le cas la bijection naturelle

ź

Gi{
ź

Hi »
ź

Gi{Hi

est un isomorphisme de groupes.

2.11. Propriété universelle du quotient par un sous-groupe distingué. —
Nous allons voir que le quotient d’un groupe par un sous-groupe distingué possède
une propriété universelle qui est l’analogue dans le monde des groupes de la propriété
universelle ensembliste du quotient par une relation d’équivalence (théorème 1.3.6).

Si G est un groupe et si H est un sous-groupe distingué de G, le quotient G{H
sera toujours considéré comme muni de son unique loi de groupe faisant de G Ñ G{H
un morphisme, et celle-ci sera sauf mention expresse du contraire notée sans symbole
(par concaténation).

Lemme 2.11.1. — Soit φ : G Ñ G1 un morphisme de groupes, soit H un sous-
groupe distingué de G et soit R la relation de congruence à gauche modulo H.
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(1) L’application φ est R-invariante si et seulement si H Ă Ker φ.
(2) Supposons que φ est R-invariante, c’est-à-dire par ce qui précède que H est

contenu dans Kerφ. L’application de G{H vers G1 déduite de φ par passage au
quotient est alors un morphisme de groupes.

Démonstration. — Supposons que φ est R-invariante et soit h P H. Comme on a
hRe il vient φphq “ φpeq et h P Kerφ ; par conséquent, H Ă Kerφ. Réciproquement,
supposons que H Ă Kerφ et soient g et g1 deux éléments de G tels que gRg1. On a
alors g´1g1 P H Ă Kerφ, si bien que φpgq´1φpg1q “ φpg´1g1q “ e, ce qui entraîne que
φpgq “ φpg1q ; par conséquent, φ est R-invariante, d’où (1).

Montrons maintenant (2). Soit π : G Ñ G{H et soit ψ : G{H Ñ G1 l’application
déduite de φ par passage au quotient ; par définition, on a ψpπpxqq “ φpxq pour tout
x P G. Soient α et β deux éléments de G{H. Choisissons x et y dans G tels que
πpxq “ α et πpyq “ β (ce qui est possible par surjectivité de π). On a alors

ψpαβq “ ψpπpxqπpyqq

“ ψpπpxyqq

“ φpxyq

“ φpxqφpyq

“ ψpπpxqqψpπpyqq

“ ψpαqψpβq,

et ψ est donc bien un morphisme de groupes.

On déduit du lemme 2.11.1 et de la propriété universelle du quotient dans le cas
ensembliste (théorème 1.3.6) l’énoncé suivant.

Théorème 2.11.2 (Propriété universelle du groupe quotient)
Soit G un groupe, soit H un sous-groupe distingué de G et soit π : G Ñ G{H

le morphisme quotient. Pour tout groupe G1 et tout morphisme φ de G vers G1 tel
que H Ă Kerφ, il existe un unique morphisme de groupes ψ de G{H vers G1 tel que
φ “ ψ ˝ π, c’est-à-dire tel que le diagramme

G G1

G{H

φ

π
ψ

commute. On dira que ψ est le morphisme de G{H vers G1 induit par φ.

Commentaires 2.11.3. — Soient G,H et π comme ci-dessus. Supposons donné un
morphisme ψ de G{H dans un groupe G1 et posons φ “ ψ ˝ π. On déduit de l’égalité
H “ Kerπ (et même déjà de l’inclusion H Ă Kerπ) que H Ă Kerφ.

À la lueur de cette remarque, on peut reformuler comme suit la propriété universelle
du quotient : pour tout groupe G1, la formule ψ ÞÑ ψ ˝ π établit une bijection entre
HompG{H,G1q et l’ensemble des φ appartenant à HompG,G1q tels que H Ă Kerφ.
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Autrement dit, se donner un morphisme de G{H vers un groupe G1, c’est se donner
un morphisme de G vers G1 qui est trivial sur H.

Remarque 2.11.4. — La propriété universelle du morphisme quotient π : G Ñ G{H
caractérise ce dernier à isomorphisme unique près, dans le sens suivant. Supposons
donné un morphisme p : G Ñ Γ satisfaisant la même propriété universelle, c’est-à-dire
tel que H Ă Kerp et tel que pour tout groupe G1 l’application ψ ÞÑ ψ ˝p établisse une
bijection entre HompΓ, G1q et le sous-ensemble de HompG,G1q formé des morphismes
dont le noyau contient H. Il existe alors un unique morphisme ι : G{H Ñ Γ tel que le
diagramme

G

π

}}

p

��
G{H

ι // Γ
commute, c’est-à-dire tel que ι ˝ π “ p, et ι est un isomorphisme. La preuve est
analogue à celle de l’énoncé ensembliste correspondant (proposition 1.3.9).

2.11.5. Comment penser au quotient ? — Intuitivement, G{H est le groupe
construit à partir de G en décrétant que les éléments de H sont triviaux, et en
n’imposant aucune autre contrainte, sinon bien sûr celles qui en découlent par la
théorie des groupes ; ou encore comme au groupe le plus général construit à partir de
G en décrétant que les éléments de H sont triviaux.

2.12. Quotient d’un groupe par un sous-ensemble arbitraire. — Soit G un
groupe et soit E un simple sous-ensemble E de G. Peut-on encore définir le «groupe le
plus général construit à partir de G en décrétant que les éléments de E sont triviaux» ?
Techniquement, cela revient à demander s’il existe un groupe Γ et un morphisme
π : G Ñ Γ tel que E Ă Kerπ et tel que pour tout groupe G1, l’application ψ ÞÑ ψ ˝ π
établisse une bijection entre HompΓ, G1q et le sous-ensemble de HompG,G1q formé
des morphismes φ tels que E Ă Kerφ. Nous allons-voir ci-dessous que la réponse est
affirmative.
2.12.1. — Soit H le plus petit sous-groupe distingué de G contenant E (2.10.7) et
soit π le morphisme quotient G Ñ G{H. Si φ est un morphisme de groupes de source
G, son noyau Kerπ est un sous-groupe distingué de G, si bien que E Ă Kerπ si
et seulement si H Ă Kerπ. La propriété universelle du morphisme π peut alors de
récrire en disant que ψ ÞÑ ψ˝π établit une bijection entre HompG{H,G1q et l’ensemble
des φ appartenant à HompG,G1q tels que E Ă Kerφ ; c’est précisément la propriété
universelle cherchée. En termes un peu plus informels : se donner un morphisme de
G{H vers un groupe G1, c’est se donner un morphisme de G vers G1 qui est trivial
sur E.

Commentaires 2.12.2. — Par ce qui précède, on peut penser à G{H comme au
groupe le plus général construit à partir de G en décrétant que les éléments de E
sont triviaux ; or nous avons par ailleurs dit plus haut qu’on pouvait le voir comme
le groupe le plus général construit à partir de G en décrétant que les éléments de H
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sont triviaux. On peut informellement expliquer cette double description comme suit :
lorsqu’on décrète que les éléments de E sont triviaux, la théorie des groupes impose
des «dommages collatéraux» : cette opération trivialise non seulement les éléments de
E, mais également ceux de H. Notons toutefois que comme le noyau du morphisme
quotient G Ñ G{H est exactement H, les dommages collatéraux en question ne se
propagent pas au-delà de H.

2.13. Quotients, images et noyaux. — Soit φ : G Ñ G1 un morphisme de
groupes.
2.13.1. — Soit H un sous-groupe distingué de G contenu dans Kerφ. Notons π le
morphisme quotient de G vers G{H et ψ : G{H Ñ G1 le morphisme déduit de φ par
passage au quotient. Il résulte de 1.3.10 que Imψ “ Imφ. Par ailleurs comme π est
surjective, ψ est injective si et seulement si on a

ψpπpxqq “ e ðñ πpxq “ e

pour tout x P G, équivalence que l’on peut récrire φpxq “ e ðñ x P H. Autrement
dit, ψ est injective si et seulement si Kerφ “ H (on aurait pu aussi le déduire de la
condition d’injectivité énoncée en 1.3.10, mais l’argument donné ici est un peu plus
rapide).
2.13.2. L’isomorphisme fondamental. — Appliquons ce qui précède lorsque H est
égal à Kerφ tout entier. Le morphisme ψ est alors injectif, et son image est Imφ.
Autrement dit, φ induit par passage au quotient un isomorphisme pG{Kerφq » Imφ.
Il s’ensuit d’après le lemme 2.9.2 que si G est fini alors

|G| “ |Imφ| ¨ |Kerφ|.

2.14. Sous-groupes d’un quotient. — Nous allons maintenant étudier les sous-
groupes du quotient d’un groupe donné par un sous-groupe distingué.

Lemme 2.14.1. — Soit G un groupe, soit H un sous-groupe distingué de G et soit
π : G Ñ G{H le morphisme quotient.

(1) Soit Γ un sous-groupe de G ; on a H X Γ ◁ Γ et πpΓq » Γ{pH X Γq.
(2) Les formules Γ ÞÑ πpΓq et ∆ ÞÑ π´1p∆q établissent une bijection croissante (pour

l’inclusion) entre l’ensemble des sous-groupes de G contenant H et l’ensemble
des sous-groupe de G{H.

Démonstration. — Montrons d’abord (1). Comme H “ Kerπ, le noyau de π|Γ est
égal à H X Γ. Ce dernier est donc distingué dans Γ, et πpΓq » Γ{pH X Γq en vertu de
2.13.2.

Montrons maintenant (2). Soit Γ un sous-groupe de G contenant H ; montrons que
π´1pπpΓqq “ Γ. Il est clair que Γ Ă π´1pπpΓqq. Réciproquement, soit g P G tel que
πpgq P πpΓq. Il existe alors γ P Γ tel que πpgq “ πpγq, c’est-à-dire tel que πpgγ´1q “ e.
Ainsi, gγ´1 P Kerπ “ H Ă Γ. Puisque g “ pgγ´1qγ, on a g P Γ.

La surjectivité de π implique par ailleurs que πpπ´1p∆qq “ ∆ pour toute partie ∆
de G{H ; c’est en particulier le cas lorsque ∆ est un sous-groupe de G{H.
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Ainsi, les formules données en (2) établissent bien une bijection entre l’ensemble
des sous-groupes de G contenant H et l’ensemble des sous-groupe de G{H. Il est par
ailleurs immédiat qu’elles définissent des applications croissantes, ce qui achève la
démonstration.

2.14.2. Le noyau d’un morphisme induit par passage au quotient. — Soit G un
groupe, soit H un sous-groupe distingué de G, et soit φ un morphisme de G vers
G1 tel que H Ă Kerφ ; soit ψ : G{H Ñ G1 le morphisme induit par φ. Nous avons
vu au 1.3.10 que Imψ “ Imφ. Grâce au lemme précédent, nous pouvons maintenant
décrire Kerψ : c’est précisément πpKerφq. En effet, soit g P G ; on a

πpgq P Kerψ ðñ ψpπpgqq “ e ðñ φpgq “ e ðñ g P Kerφ ;

autrement dit, π´1pKerψq “ Kerφ. On déduit alors du lemme 2.14.1 l’égalité Kerψ “

πpKerφq.

Lemme 2.14.3. — Soit G un groupe, soit H un sous-groupe distingué de G et soit
π le morphisme quotient de G dans G{H. Soit Γ un sous-groupe de G.

(1) Si Γ ◁G alors πpΓq ◁G{H.
(2) Si πpΓq ◁ G{H et si de plus H Ă Γ alors Γ ◁ G, et le morphisme composé

G Ñ pG{Hq Ñ pG{Hq{πpΓq induit un isomorphisme G{Γ » pG{Hq{πpΓq.

Démonstration. — Supposons que Γ soit distingué dans G. Soit h P πpΓq et soit
x P G{H. Écrivons h “ πpγq avec γ P Γ et x “ πpgq avec g P G. On a

xhx´1 “ πpgqπpγqπpg´1q “ πpgγg´1q.

Or gγg´1 P Γ puisque Γ ◁G ; ainsi, xhx´1 P πpΓq et πpΓq ◁G{H.

Supposons maintenant que πpΓq ◁G{H et que Γ contient H. Le morphisme

G Ñ G{H Ñ pG{Hq{πpΓq

est surjectif comme composé de surjections ; et son noyau est égal à π´1pπpΓqq,
c’est-à-dire à Γ d’après le lemme 2.14.1. Ce dernier est donc distingué dans G, et
il découle de 1.3.10 que le morphisme G Ñ pG{Hq{πpΓq induit un isomorphisme
G{Γ » pG{Hq{πpΓq.

Remarque 2.14.4. — Dans ce qui précède, nous avons, pour les besoins des énoncés
et des démonstrations, donné un nom à la flèche quotient G Ñ G{H (nous l’avons
appelée π). Mais en pratique, on évite le plus souvent de le faire, pour ne pas introduire
trop de notations ; dans ce cas, on désigne en général par g l’image d’un élément g de
G dans G{H.

Et si Γ est un sous-groupe de G, son image dans G{H sera le plus souvent notée
Γ{pHXΓq, auquel elle s’identifie canoniquement (lemme 2.14.1). Avec cette convention,
l’isomorphisme du lemme 2.14.3 (2) prend la forme plus suggestive

G{Γ » pG{Hq{pΓ{Hq.
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2.15. Deux exemples matriciels. — Soit k un corps. Nous allons décliner 2.13.2
dans deux cas particuliers, où G sera à chaque fois un groupe de matrices.

Exemple 2.15.1. — Soit n un entier supérieur ou égal à 1. L’application
déterminant induit un morphismes de groupes det : GLnpkq Ñ kˆ qui est surjectif
car n ě 1. Son noyau, c’est-à-dire l’ensemble des matrices de GLnpkq dont le
déterminant vaut 1, est noté SLnpkq (c’est le groupe spécial linéaire en dimension n) ;
il est évidemment distingué, et il découle de 2.13.2 que det induit un isomorphisme
GLnpkq{SLnpkq » kˆ.

Exemple 2.15.2. — Commençons par définir la droite projective sur k : c’est
l’ensemble noté P1pkq obtenu en adjoignant formellement à k un élément noté 8

(nous verrons plus loin qu’on peut plus généralement définir pour tout entier n l’espace
projectif de dimension n sur k, noté Pnpkq ; mais le cas n “ 1 nous suffira pour le
moment). Soit

M “

ˆ

a b
c d

˙

une matrice appartenant à GL2pkq. On note hM l’application de P1pkq dans lui-même
définie comme suit :

˛ hM pxq “
ax` b

cx` d
si x P k et si cx` d ‰ 0 ;

˛ hM pxq “ 8 si x P k et si cx` d “ 0 ;
˛ hM p8q “ a{c si c ‰ 0 ;
˛ hM p8q “ 8 si c “ 0.

On vérifie aussitôt que hI2 “ IdP1pkq, et que hMN “ hM ˝hN pour tout couple pM,Nq

d’éléments de GL2pkq. En particulier, hM ˝ hM´1 “ hM´1 ˝ hM “ IdP1pkq pour toute
M P GL2pkq. Par conséquent hM est pour toutM une bijection de P1pkq sur lui-même,
et la formule hMN “ hM ˝ hN signifie dès lors que M ÞÑ hM définit un morphisme
de groupes de GL2pkq sur SP1pkq. L’image de ce morphisme est appelé le groupe des
homographies de P1pkq ; notons-le Hpkq (ce n’est pas une notation standard).

Soit a P kˆ. Il est immédiat que haI2 “ IdP1pkq. Réciproquement, soit

M “

ˆ

a b
c d

˙

une matrice appartenant à GL2pkq et telle que hM “ IdP1pkq. Comme hM p8q “ 8

on a c “ 0. Dans ce cas d est nécessairement non nul, et hM pxq est égal à pax` bq{d
pour tout x P k. On a donc ax` b “ dx pour tout x P k, ou encore pa´ dqx` b “ 0.
Ceci entraîne que a “ d et que b “ 0 (faire par exemple x “ 0 et x “ 1). Autrement
dit, a ‰ 0 et la matrice M est égale à aI2.

Le noyau de M ÞÑ hM est donc l’ensemble taI2uaPkˆ des matrices scalaires
inversibles. On déduit alors de 2.13.2 que M ÞÑ hM induit un isomorphisme

GL2pkq{taI2uaPkˆ » Hpkq.
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Remarque 2.15.3. — Pour tout entier n, l’ensemble taInuaPkˆ est un sous-groupe
distingué de GLnpkq (c’est un exercice très facile). Le quotient GLnpkq{taInuaPkˆ est
en général noté PGLnpkq. Nous avons donc montré ci-dessus que M ÞÑ hM induit un
isomorphisme PGL2pkq » Hpkq.
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3. Propriétés du groupe Z et quelques conséquences

3.1. Brefs rappels sur les anneaux. — Nous allons commencer cette section
par quelques rappels en théorie des anneaux commutatifs, sans démonstration ; vous
pouvez essayer de les faire à titre d’exercice. Soit A un anneau commutatif (unitaire)
et soit I un idéal de A ; c’est en particulier un sous-groupe additif de A.
3.1.1. Structure d’anneau sur A{I. — Si x et y sont deux éléments de A, la classe
modulo I de xy ne dépend que des classes de x et y modulo I. La multiplication de
A induit donc une loi interne supplémentaire sur le groupe abélien pA{I,`q, qui fait
de celui-ci un anneau commutatif.
3.1.2. Propriété universelle du quotient. — Le morphisme quotient π : A Ñ A{I
est alors un morphisme d’anneaux de noyau I, et il satisfait la propriété universelle
suivante : pour tout anneau commutatif B, la formule ψ ÞÑ ψ ˝ π établit une
bijection entre l’ensemble des morphismes d’anneaux de A{I vers B et l’ensemble
des morphismes de A vers B dont le noyau contient I. Elle caractérise le morphisme
A Ñ A{I à unique isomorphisme près.
3.1.3. Quotient par un sous-ensemble. — Si E désigne un ensemble de générateurs
de l’idéal I, la formule ψ ÞÑ ψ ˝ π établit également une bijection entre l’ensemble
des morphismes d’anneaux de A{I vers B et l’ensemble des morphismes de A vers B
dont le noyau contient E.

Commentaires 3.1.4. — On se retrouve avec un phénomène analogue à ceux
constatés en théorie des ensembles et en théorie des groupes : A{I apparaît à la fois
comme l’anneau commutatif le plus général construit à partir de A en décrétant que
les éléments de I sont nuls, et comme l’anneau commutatif le plus général construit à
partir de A en se contentant de décréter que les éléments de E sont nuls. On observe
donc ici aussi des «dommages collatéraux» : quand on force les éléments de E à être
triviaux, on trivialise du même coup tous les éléments de I (mais les dégâts s’arrêtent
là, le noyau de A Ñ A{I étant précisément I).

3.1.5. Idéaux de A{I. — Les formules J ÞÑ φpJq et K ÞÑ φ´1pKq établissent une
bijection entre l’ensemble des idéaux de A contenant I et l’ensemble des idéaux de
A{I.
3.1.6. L’isomorphisme fondamental. — Soit f : A Ñ B un morphisme d’anneaux
commutatifs. Il induit un isomorphisme d’anneaux pA{Kerfq » Imf .

3.2. Sommes et sommes directes internes dans les groupes abéliens. —
Soit G un groupe abélien noté additivement et soit pGiq une famille de sous-groupes
de G.
3.2.1. — Il découle de 2.2.7.2 que le sous-groupe de G engendré par les Gi est
l’ensemble des éléments de G de la forme

ř

gi où pgiq est une famille d’éléments
de G presque tous nuls (en algèbre, on ne sait faire que des sommes finies) tels que
gi P Gi pour tout i. On dit que ce sous-groupe est la somme des Gi, et on le note
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ř

Gi On dit que les Gi sont en somme directe si tout élément de
ř

Gi a une unique
écriture sous la forme

ř

gi comme ci-dessus, et l’on écrit alors
ř

Gi “
À

Gi.
3.2.2. Propriétés élémentaires. — Nous laissons les preuves des faits suivants au
lecteur ; elles sont analogues à celles qu’il a sans doute déjà rencontrées en algèbre
linéaire.
3.2.2.1. — Pour que

ř

Gi “
À

Gi il suffit de vérifier que
ř

gi “ 0 ñ p@i gi “ 0q

pour toute famille pgiq comme ci-dessus.
3.2.2.2. — Si G1 et G2 sont deux sous-groupes de G alors G1 `G2 “ G1 ‘G2 si et
seulement si G1 XG2 “ t0u.
3.2.3. Somme d’idéaux. — Soit A un anneau commutatif et soit pJiqiPI une famille
d’idéaux de A. Il est immédiat que la somme

ř

Ji (au sens de 3.2.1) est encore un
idéal de A.

3.3. Somme directe externe de groupes abéliens. — Nous allons maintenant
définir une notion de somme directe qui diffère de la précédente. Cette dernière était
interne : elle portait sur les sous-groupes d’un groupe donné. Celle que nous allons
présenter maintenant est externe : elle porte sur une famille de groupes qui ne sont
pas a priori plongés dans un même groupe.
3.3.1. La somme directe externe : construction. — Soit pGiq une famille de groupes
abéliens notés additivement. Soit H le sous-ensemble de

ś

iGi formé des éléments
pgiq tels que les gi soient presque tous nuls ; c’est un sous-groupe de

ś

iGi. Pour tout
j, notons hj l’application de Gj dans

ś

iGi qui envoie un élément γ sur la famille
pgiq telle que gj “ γ et gi “ 0 si i ‰ j. L’application hj est un morphisme injectif de
groupes.

Il résulte immédiatement de sa définition que le groupe H ci-dessus est la somme
directe des hipGiq. Comme hi induit pour tout i un isomorphisme entre Gi et hipGiq,
on se permettra de dire que le groupe H est la somme directe externe des Gi, et
d’écrire H “

À

iGi. Cette construction force en quelque sorte les Gi à être contenus
dans un même groupe H, et à être en somme directe dans ce dernier.

Remarque 3.3.2. — Attention : rien n’interdit à plusieurs des Gi d’être égaux à un
même groupe G. Ils seront néanmoins considérés comme des sommandes distincts de
la somme directe externe

À

Gi ; pour cette raison, on décrira parfois ces sommandes
comme des copies de G.

3.3.3. — Supposons donné pour tout i un sous-groupe Hi de Gi. On vérifie
immédiatement que la somme directe

À

Hi s’identifie à un sous-groupe de
À

Gi,
et que l’on a un isomorphisme naturel

À

Gi{
À

Hi »
À

pGi{Hiq.

Remarque 3.3.4. — Lorsque la famille pGiq est finie, la somme directe
À

Gi
coïncide avec le produit

ś

Gi. On pourra selon le contexte (ou selon ses goûts) préférer
l’une ou l’autre des notations.
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3.4. Étude du groupe Z : premières propriétés. — Nous allons maintenant
entamer l’étude du groupe abélien Z et établir quelques unes de ses propriétés qui
sont à la base de l’arithmétique.

Remarque 3.4.1. — Soit G un groupe abélien noté additivement, soit g P G et soit
n P Z. L’élément ng de G est alors par définition la somme de n termes égaux à g
si n ě 0, et la somme de p´nq termes égaux à p´gq sinon. Mais lorsque G est lui-
même égal à Z, cet élément coïncide le produit de n et g au sens de la multiplication
de Z . En particulier, tout sous-groupe de pZ,`q est automatiquement stable par
multiplication externe par les éléments de Z, et est donc un idéal de Z.

Soit d P Z. Le sous-groupe de Z engendré par d (qui est aussi en vertu de ce qui
précède l’idéal principal de Z engendré par d) n’est autre que dZ :“ tdnunPZ. Soit
d1 P Z. Il est immédiat qu’on a les équivalences

dZ Ă d1Z ðñ d1|d

et
pdZ “ d1Zq ðñ pd|d1 et d1|dq ðñ Dε P t´1, 1u, d1 “ εd.

Par conséquent, le générateur d’un idéal principal de Z est uniquement déterminé
au signe près (ce fait s’étend à tout anneau commutatif intègre, à condition de
remplacer «au signe près» par «à un inversible près»). Il peut donc toujours être
choisi dans N, et est alors unique.

Lemme 3.4.2. — Tout sous-groupe de Z est de la forme dZ pour un unique d P N.

Démonstration. — L’unicité de d a été mentionnée à la remarque 3.4.1 ci-dessus.
Montrons maintenant son existence. Soit G un sous-groupe de Z. Si G “ t0u alors G “

0Z. Supposons maintenant G non nul. Soit G` l’ensemble des éléments strictement
positifs de G. Puisque G ‰ t0u il existe g ‰ 0 dans G. Si g ą 0 il appartient à G`, et
si g ă 0 alors ´g P G` ; ainsi, G` est non vide. Soit d son plus petit élément. Puisque
d P G, on a l’inclusion dZ P G. Nous allons établir l’inclusion réciproque.

Soit g P G. Par division euclidienne, il existe q P Z et r P t0, . . . , d ´ 1u tel que
g “ qd` r. Puisque dZ Ă G, l’entier positif r “ g´ qd appartient à G ; comme r ă d,
la définition même de d entraîne que r “ 0. Ainsi g “ qd et G Ă dZ.

Le lemme précédent assure en particulier que tout idéal de l’anneau commutatif
intègre Z est principal ; l’anneau Z est donc ce qu’on appelle un anneau principal.
Les propriétés que nous allons maintenant énoncer et démontrer pour Z valent en fait
pour tout anneau principal, avec essentiellement les mêmes preuves.
3.4.3. Le PGCD. — Soit paiqiPI une famille d’éléments de Z et soit n un élément de
Z. L’élément n divise chacun des ai si et seulement si ai P nZ pour tout i. Cela revient
à demander que nZ contienne l’idéal

ř

i aiZ engendré par les ai. Ce dernier est de la
forme dZ pour un entier d P Z uniquement déterminé au signe près. Par conséquent,
n divise chacun des ai si et seulement si dZ Ă nZ, c’est-à-dire si et seulement si n
divise d. L’entier d est appelé le plus grand commun diviseur (PGCD) des ai.
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Remarquons que pour que le PGCD d des ai soit non nul, il faut et il suffit que
ř

aiZ soit non nul, c’est-à-dire qu’il existe i tel que ai ‰ 0. Si c’est le cas, l’égalité
ř

aiZ “ dZ implique que
ř

pai{dqZ “ Z ; le PGCD des pai{dq vaut donc 1.
Si a et b sont deux éléments de Z et si d désigne leur PGCD, on a par définition

l’égalité aZ ` bZ “ dZ ; il s’ensuit qu’il existe u et v dans Z tels que au ` bv “ d
(relation de Bezout). On dit que a et b sont premiers entre eux si d “ 1. Cela revient
à demander que aZ ` bZ “ Z ; il suffit pour cela que aZ ` bZ contienne 1, c’est-à-dire
qu’il existe u et v dans Z tels que au` bv “ 1.
3.4.4. Le PPCM. — Soit paiqiPI une famille d’éléments de Z et soit n un élément de
Z. L’élément n est multiple de chacun des ai si et seulement si n P aiZ pour tout i.
Cela revient à demander que nZ soit contenu dans

Ş

i aiZ. Ce dernier est de la forme
dZ pour un entier d P Z uniquement déterminé au signe près. Par conséquent, n est
multiple de chacun des ai si et seulement si nZ Ă dZ, c’est-à-dire si et seulement si
n est multiple de d. L’entier d est appelé le plus petit commun multiple (PPCM) des
ai.

Si l’un des ai est nul, le PPCM des ai est nul. La réciproque est fausse : par
exemple, le PPMC de tous les entiers ą 0 est mutliple de tout entier ą 0, donc est
nul. Par contre si la famille paiq est finie et si le PPCM des ai est nul, le produit des
ai est nul (car il est multiple de leur PPCM), si bien que l’un des ai au moins est nul.

Lemme de Gauß 3.4.5. — Si a, b et c sont trois éléments de Z tels que a|bc et
tels que a soit premier avec b, alors a divise c.

Démonstration. — Soit n P Z tel que bc “ an ; choisissons une relation de Bézout
au` bv “ 1. On a alors

c “ cpau` bvq “ auc` bcv “ auc` anv “ apuc` nvq.

Corollaire 3.4.6. — Soient a1, . . . , ar et b des éléments de Z. Supposons que b est
premier avec chacun des ai ; il est alors premier avec a1 . . . ar.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur r. Si r “ 0 alors b est premier avec
a1 . . . ar car ce dernier est égal à 1, et le corollaire est vrai. Supposons r ą 0 et le
corollaire vrai pour les entiers ă r. Soit d le PGCD de b et de

ś

ai. Par définition,
d divise a1 . . . ar. Par ailleurs tout diviseur commun de d et de l’un des aj est un
diviseur commun de b et aj , et vaut donc 1 ou p´1q ; par conséquent, d est premier
avec chacun des aj . Puisque d est premier avec a1 et divise

ś

ai, le lemme de Gauß
assure que d divise a2 . . . ar. Comme d est premier avec chacun des aj , l’hypothèse de
récurrence assure que d est premier avec a2 . . . ar ; puisqu’il divise ce dernier, d vaut
1 ou p´1q.

Définition 3.4.7. — Rappelons qu’on appelle nombre premier tout élément p de
N qui est ą 1 et qui n’admet pour seuls diviseurs que 1 et lui-même.

Théorème 3.4.8 (Écriture comme produit de nombres premiers)
Soit n un élément non nul de Z. Il possède une écriture sous la forme ε

śn
i“1 p

ni
i
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où ε P t1,´1u, où les pi sont des nombres premiers deux à deux distincts et où les ni
sont des entiers ą 1. Une telle écriture est unique à permutation près des pi.

Démonstration. — Montrons d’abord l’existence d’une telle écriture par récurrence
sur |n|. Si |n| “ 1 alors n “ 1 ou n “ ´1 et le théorème est vrai (dans les deux cas
ε “ n et la famille des pi est vide).“ Supposons |n| ą 1 et le théorème vrai pour les
entiers de valeur absolue ă |n|. Posons ε “ 1 si n est positif, et ε “ ´1 sinon. Si |n|

est premier l’écriture n “ ε|n| est du type souhaité. Sinon on peut écrire |n|n “ mℓ où
m et ℓ sont deux entiers strictement compris entre 1 et |n|. En vertu de l’hypothèse
de récurrence, m et ℓ sont tous deux produits d’un nombre fini de nombres premiers,
et n “ ε|n| “ εmℓ possède donc une écriture de la forme requise.

Montrons maintenant l’unicité. Celle de ε est claire : c’est le signe de n. Il reste
à s’assurer que si p1 . . . pr “ q1 . . . qs, où les pi et les qj sont des nombres premiers
(pas forcément deux à deux distincts) alors r “ s et il existe une permutation σ de
t1, . . . , ru telle que qi “ pσpiq pour tout i. On procède par récurrence sur m. Si m “ 0
la famille des pi est vide, et q1 . . . qs “ 1 ; comme un nombre premier est par définition
strictement supérieur à 1, cette dernière égalité force s à être nul, et la famille des
qj à être vide, ce qu’il fallait établir. Supposons maintenant m ą 0 et l’assertion
vraie pour m ´ 1. L’entier p1 divise q1 . . . qs. Il est alors égal à l’un des qj : en effet,
dans le cas contraire p1 serait premier à chacun des qj et partant premier à q1 . . . qs
(corollaire 3.4.6). On divise alors par p1 les deux membres de l’égalité et on conclut
en appliquant l’hypothèse de récurrence.

Remarque 3.4.9. — La preuve de l’existence de la décomposition en produit
de facteurs premiers est élémentaire et n’utilise pas la principalité de Z. Cette
existence n’a en fait rien de particulièrement remarquable : on peut démontrer plus
généralement que dans n’importe quel anneau commutatif intègre noethérien, tout
élément non nul est produit d’une famille finie d’éléments irréductibles.

C’est l’unicité de la décomposition qui fait sa force ; sa preuve repose sur le lemme
de Gauß, c’est-à-dire in fine sur les relations de Bézout et donc la principalité de Z.

Lemme 3.4.10. — Soient a et b deux éléments de Z. On a (au signe près) l’égalité
ab “ PGCDpa, bq ¨ PPCMpa, bq.

Démonstration. — Soit d le PGCD de a et b et soit m leur PPCM. Choisissons une
relation de Bézout au ` bv “ d. Si a et b sont nuls alors d “ m “ 0 et le lemme est
évident. Supposons que a et b ne sont pas tous deux nuls. Dans ce cas d ‰ 0 ; posons
α “ a{d et β “ b{d. Nous allons démontrer que le PPCM de pa, bq est égal à dαβ (au
signe près), ce qui permettra de conclure car ab “ d2αβ. Comme dα “ a et dβ “ b,
le produit dαβ est à la fois multiple de a et de b, et est donc multiple de m. Il suffit
dès lors de prouver que m est multiple de dαβ. Par définition, m est multiple de a et
de b (et a fortiori de d) ; écrivons m “ xa “ yb avec x et y dans Z. On a alors

m “ d
m

d
“ pau` bvq

m

d
“ yu

ab

d
loomoon

car m“yb

` xv
ab

d
loomoon

car m“xa

“ pyu` xvqdαβ.
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3.4.11. — Soient a1, . . . , am des éléments de Z. La famille des réductions modulo les
différents ai définit un morphisme d’anneaux Z Ñ Z{a1Z ˆ . . .ˆ Z{amZ. Comme son
noyau contient visiblement a1 . . . amZ, il induit un morphisme d’anneaux

Z{pa1 . . . amZq Ñ Z{a1Z ˆ . . .ˆ Z{am.

Lemme chinois 3.4.12. — Soit pa1, . . . , amq une famille d’éléments de Z deux à
deux premiers entre eux. Le morphisme d’anneaux naturel

Z{pa1 . . . amZq Ñ Z{a1Z ˆ . . .ˆ Z{am

est un isomorphisme.

Démonstration. — On procède par récurrence sur m, le cas m “ 0 étant trivial (on
a l’anneau nul des deux côtés). Supposons m ě 1 et le résultat vrai pour les entiers
strictement inférieurs à m. Posons b “ a2 . . . am. L’hypothèse de récurrence assure
que le morphisme naturel Z{bZ Ñ Z{a2Z ˆ . . . ˆ Z{amZ est un isomorphisme. Il
suffit donc de montrer que le morphisme naturel π : Z{pa1bqZ Ñ Z{a1Z ˆ Z{bZ est
un isomorphisme.

Comme a1 est premier avec les aj pour j ą 1, il est premier avec b (corollaire
3.4.6). Choisissons une relation de Bézout a1u` bv “ 1.

Injectivité de π. Soit n un entier. L’image de n dans Z{a1Z ˆ Z{bZ est nulle si
et seulement si n est à la fois multiple de a1 et de b, donc si et seulement si n est
multiple du PPCM de a1 et b. Mais comme a1 et b sont premiers entre eux ce PPCM
vaut a1b d’après le lemme 3.4.10. Le noyau de Z Ñ Z{a1Z ˆ Z{bZ est donc égal à à
a1bZ, ce qui entraîne l’injectivité de π.

Surjectivité de π. Soient x et y deux éléments de Z. Posons z “ ya1u ` xbv. En
écrivant bv “ 1 ´ a1u on voit que z est égal à x modulo a1 ; en écrivant a1u “ 1 ´ bv
on voit que z est égal à y modulo b. Par conséquent, π est surjective.

3.4.13. Description de Z{nZ. — Le morphisme quotient Z Ñ Z{0Z est un
isomorphisme, (en particulier, Z{0Z est infini). Soit n ě 1. Par la théorie de la division
euclidienne, tout élément de Z est congru à un et un seul élément de t0, . . . , n ´ 1u.
Par conséquent, les éléments de Z{nZ sont les classes 0, . . . , n´ 1 qui sont deux à
deux distinctes ; le cardinal de Z{nZ est donc égal à n.

3.5. Propriété universelle de Z{dZ. — Le but de ce qui suit est de décrire les
morphismes de Z{dZ vers un groupe donné G, en commençant par le cas où d “ 0,
c’est-à-dire par les morphismes de Z dans G.

Définition 3.5.1. — Soit G un groupe, soit g P G et soit n P Z. On dit que g est
de n-torsion si gn “ e.

3.5.2. Le cas abélien. — Soit G un groupe abélien noté additivement et soit n P Z.
L’application g ÞÑ ng de multiplication par n est alors un endomorphisme de G. Son
image est notée nG, et son noyau est précisément l’ensemble des éléments de n-torsion
de G. Ce dernier est donc un sous-groupe de G.
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Remarque 3.5.3. — On prendra garde que si G n’est pas abélien, les éléments de
n-torsion de G ne forment pas un sous-groupe en général. Par exemple, le lecteur
vérifiera que dans GL2pRq, les matrices

A “

ˆ

0 1
1 0

˙

et B “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

sont de 2-torsion, mais que le produit AB n’est pas de 2-torsion.

3.5.4. La propriété universelle de Z. — Soit G un groupe. Soit f un morphisme
de Z dans G, et soit g l’image de 1. Pour tout n P Z on a alors nécessairement
fpnq “ fpn ¨ 1q “ gn.

Réciproquement, soit g P G. Comme gn`m “ gngm pour tout pn,mq P Z2,
l’application n ÞÑ gn de Z dans G est un morphisme de groupes envoyant 1 sur
g.

Récapitulons : f ÞÑ fp1q établit une bijection entre l’ensemble des morphismes de
groupes de Z dans G et l’ensemble des éléments de G ; la bijection réciproque associe
à un élément g de G le morphisme n ÞÑ gn.

Si G est abélien on vérifie immédiatement que cette bijection est un morphisme de
groupes (2.6.1).
3.5.5. La propriété universelle de Z{dZ. — Soit d P Z et soit G un groupe. Il découle
de 2.12.1 (et du fait que comme Z est abélien, dZ est le plus petit sous-groupe distingué
de Z contenant d) que ψ ÞÑ pn ÞÑ ψpnqq établit une bijection entre l’ensemble des
morphismes de Z{dZ dans G et l’ensemble des morphismes de Z dans G s’annulant
sur d.

On en déduit à l’aide de 3.5.4 que f ÞÑ fp1q établit une bijection entre l’ensemble
des morphismes de Z{dZ dans G et l’ensemble des éléments g de d-torsion ; la bijection
réciproque envoie un élément g tel que gd “ e sur le morphisme n ÞÑ gn (comme gd “ e
l’élément gn de G ne dépend bien que de la classe de n modulo d).

Si G est abélien on vérifie immédiatement que cette bijection est un morphisme de
groupes (cf. 2.6.1 et 3.5.2).

3.5.6. Énoncés informels. — Les propriétés universelles énoncées en 3.5.4 et 3.5.5
peuvent se résumer peu ou prou par les slogans suivants : se donner un morphisme
de Z dans G, c’est choisir un élément de G – l’image de 1 ; se donner un morphisme
de Z{dZ dans G, c’est choisir un élément de d-torsion de G – l’image de 1.
3.5.7. Endomorphismes de Z. — Il résulte de 3.5.4, appliqué avec G “ Z, que
a ÞÑ ha établit un isomorphisme de groupes entre Z et End Z, où ha désigne
l’endomorphisme x ÞÑ ax (l’homothétie de rapport a).

On vérifie aisément que cet isomorphisme de groupes est même un isomorphisme
d’anneaux (2.6.2). Le groupe Aut Z s’identifie donc via a ÞÑ ha à Zˆ “ t´1, 1u.
3.5.8. Endomorphismes de Z{dZ. — Il résulte de 3.5.5, appliqué avecG “ Z{pZ, que
a ÞÑ ha établit une bijection entre Z{dZ et End Z{dZ, où ha désigne l’endomorphisme
x ÞÑ ax (l’homothétie de rapport a).

On vérifie aisément que cet isomorphisme de groupes est même un isomorphisme
d’anneaux (2.6.2). Le groupe Aut Z{dZ s’identifie donc via a ÞÑ ha à pZ{dZqˆ.
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3.6. Ordre d’un élément, groupes monogènes et groupes cycliques. — Nous
allons appliquer les résultats que nous venons d’obtenir sur Z et ses quotients à l’étude
de tous les groupes.

Définition 3.6.1. — Soit G un groupe et soit g P G. On appelle ordre de g le
cardinal du sous-groupe xgy “ tgnunPZ, vu comme élément de N Y t`8u.

3.6.2. Premières propriétés. — Soit G un groupe et soit g un élément de G. Soit φ
l’unique morphisme de Z dans G envoyant 1 sur g ; on a φpgq “ gn pour tout n P Z,
si bien que Imφ “ xgy.

Le noyau de φ est un sous-groupe de Z ; il s’écrit donc dZ pour un unique d P N.
Il s’ensuit que φ induit un isomorphisme Z{dZ » xgy. Il résulte dès lors de 3.4.13 que
l’ordre de g est infini si d “ 0, et égal à d sinon. Plaçons-nous dans ce dernier cas.
L’ordre d de g peut alors être caractérisé comme le plus petit entier n ą 0 tel que
gn “ e, et si n P Z on a gn “ e si et seulement si d|n.
3.6.3. — Soit G un groupe fini dont on note n le cardinal. Si g P G, le groupe xgy est
fini, et l’ordre de g est donc nécessairement fini, et divise n d’après le lemme 2.9.2.
Ceci entraîne en vertu de 3.6.2 que gn “ e : dans un groupe de cardinal n, tout
élément est de n-torsion.

Définition 3.6.4. — Un groupeG est dit monogène s’il existe g P G tel queG “ xgy.

Exemples 3.6.5. — Le groupe Z est monogène (il est engendré par 1). Soit d P Z.
Puisque le morphisme n ÞÑ n de Z dans Z{dZ est surjectif, le groupe Z{dZ est
engendré par 1 et est donc monogène.

3.6.6. — Les exemples ci-dessus sont en fait les seuls exemples de groupes monogènes.
Il résulte en effet de 3.6.2 qu’un groupe monogène G est isomorphe à Z{dZ pour un
certain d P N. Si c’est le cas, G est fini si et seulement si d ą 0 ; l’entier d est alors
égal au cardinal de G, et l’on dit que G est cyclique.
3.6.7. À propos des groupes cycliques. — Soit G un groupe fini et soit d son cardinal.
Si G cyclique, il est engendré par un élément dont l’ordre est nécessairement égal à
d. Réciproquement, si G possède un élément g d’ordre d alors le cardinal de xgy est
égal à d, ce qui entraîne que G “ xgy ; ainsi, G est cyclique.

Supposons maintenant que d est premier et soit g un élément de G différent de e.
Comme l’ordre de g divise d et est différent de 1 (puisque g ‰ e), il est exactement
égal à d ; par ce qui précède, G est cyclique.

3.7. Sous-groupes de Z{nZ. — Soit n un entier ě 1 ; nous allons faire une étude
détaillée des sous-groupes de Z{nZ et de l’ordre de ses éléments. Nous utiliserons très
souvent implicitement le fait suivant : si a et b sont deux éléments de Z on a dans
Z{nZ les égalités

ab “ ab “ ab.

Précisons que la notation ab est ici une simple occurrence de la notation ag qui a un
sens pour tout élément g d’un groupe abélien noté additivement, et que ab désigne le
produit de a et b dans l’anneau Z{nZ. L’égalité ab “ ab vient du fait que la réduction
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modulo n est un morphismes entre groupes abéliens notés additivement, et partant
commute à la multiplication par a ; la seconde égalité provient du fait que la réduction
modulo n est un morphisme d’anneaux ; et l’on a par ailleurs implicitement utilisé la
double interprétation du produit ab (remarque 3.4.1).
3.7.1. — Soit G un sous-groupe de Z{nZ et soit Γ son image réciproque dans Z. On
peut écrire Γ “ aZ pour un (unique) a P N. Le groupe G étant égal à l’image de Γ
(lemme 2.14.1), il vient G “ xay.
3.7.2. — Soit a P Z et soit r P N le PGCD de a et n. L’image réciproque de xay dans
Z est égale à aZ ` nZ “ rZ. En vertu du lemme 2.14.1, le groupe xay est alors égal
à l’image de rZ dans Z{nZ, c’est-à-dire à xry. Et d’après le lemme 2.14.3, le quotient
pZ{nZq{xayq s’identifie canoniquement à Z{rZ.

L’intérêt de cette remarques est le suivant. Comme r divise n, l’ordre de r dans
Z{nZ est très facile à calculer ; en effet, si m est un entier on a

mr “ 0 ðñ n divise mr ðñ pn{rq divise m.

L’ordre de r dans Z{nZ est donc égal n{r.
3.7.3. Récapitulation : description des sous-groupes de Z{nZ. — Il résulte de ce qui
précède que pour tout diviseur d de n il existe un et un seul sous-groupe de cardinal
d de Z{nZ ; il est cyclique, engendré par n{d ; le quotient correspondant de Z{nZ
s’identifie canoniquement à Z{ndZ.
3.7.4. Relations d’inclusion entre les sous-groupes de Z{nZ. — Soient d et d1 deux
diviseurs de n ; soit Gd (resp. Gd1) l’unique sous-groupe de Z{nZ de cardinal d (resp.
d1). On a alors Gd Ă Gd1 si et seulement si d|d1.

En effet, Gd est engendré par n{d ; son image réciproque Γd dans Z est donc égale
à pn{dqZ `nZ “ pn{dqZ (car nZ Ă pn{dqZ). De même, l’image réciproque Γd1 de Gd1

dans Z est égale à pn{d1qZ.
D’après le lemme 2.14.1, Gd Ă Gd1 si et seulement si Γd Ă Γd1 , c’est-à-dire si et

seulement si pn{dqZ Ă pn{d1qZ. Mais ceci revient à demander que n{d1 divise n{d,
c’est-à-dire encore que d divise d1.
3.7.5. Sous-groupe de r-torsion de Z{nZ. — Soit r un entier, et soit d le PGCD de
n et r ; posons ν “ n{d et ρ “ r{d (notons que d est non nul car n ‰ 0) ; les entiers ν
et ρ sont premiers entre eux.

Soit T le sous-groupe de Z{nZ formé des éléments de r-torsion. Son image
réciproque Θ dans Z est l’ensemble des entiers relatifs m tels que n divise rm, c’est-à-
dire encore tels que ν divise ρm. Comme ν est premier avec ρ, on peut par le lemme
de Gauß décrire également Θ comme l’ensemble des éléments m de Z tels que ν divise
m. On a donc Θ “ νZ “ pn{dqZ ; on déduit alors du lemme 2.14.1 que T est le
sous-groupe de Z{nZ engendré par n{d, c’est-à-dire l’unique sous-groupe de Z{nZ de
cardinal d.
3.7.6. Générateurs de Z{nZ. — Soit a P Z. On déduit de 3.7.2 que a engendre Z{nZ
si et seulement si a est premier avec n, c’est-à-dire encore si et seulement si il existe
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u et v dans Z tels que au`nv “ 1 ; autrement dit, c’est le cas si et seulement si a est
inversible modulo n.

Le nombre de générateurs de Z{nZ est donc égal au nombre d’entiers compris entre
0 et n ´ 1 qui sont premiers à n, ou encore inversibles modulo n. Nous noterons ce
nombre Φpnq ; la fonction Φ est appelée l’indicateur d’Euler.

Si n est de la forme pm avec p premier et m ě 1 un calcul direct (fondé sur
le fait qu’un entier est premier avec pm si et seulement si il n’est pas multiple de
p) montre que Φpnq “ pm´1pp ´ 1q. En général, écrivons n “

ś

pmi
i avec les pi

premiers et deux à deux distincts, et les mi ě 1. On dispose d’un isomorphisme
d’anneaux Z{nZ »

ś

pZ{pmi
i Zq donné par le lemme chinois. L’interprétation de Φpnq

en termes d’éléments inversibles assure alors que

Φpnq “
ź

i

Φppmi
i q “

ź

i

pmi´1
i ppi ´ 1q.

3.7.7. — Soit d un diviseur de n. Un élément de Z{nZ est d’ordre d si et seulement si
il engendre un sous-groupe de cardinal d, donc si et seulement si il engendre l’unique
sous-groupe de Z{nZ de cardinal d, à savoir xn{dy. Les éléments d’ordre d de Z{nZ
sont donc exactement les générateurs du groupe cyclique xn{dy, qui est isomorphe à
Z{dZ. Il y en a en conséquence exactement Φpdq.

Puisque tout élément de Z{nZ est d’ordre divisant n, il vient
ÿ

d|n

Φpdq “ n.

3.8. Exposant d’un groupe abélien fini. — Nous abordons maintenant l’étude
générale des groupes abéliens fini. Nous allons commencer par l’étude d’un invariant
important d’un tel groupe, son exposant.

Définition 3.8.1. — Soit G un groupe abélien fini noté additivement, et soit I
l’ensemble des entiers d tels que dg “ 0 pour tout g P G. On vérifie immédiatement
que I est un idéal de Z. Soit e l’entier ě 0 tel que I “ eZ. On dit que e est l’exposant
de G.

3.8.2. Exposant et cardinal. — Soit G un groupe fini noté additivement et soit n son
cardinal. Comme ng “ 0 pour tout g P G (3.6.3) l’entier e divise n. Cette relation de
divisibilité peut être stricte : par exemple si G “ Z{2Z ˆ Z{2Z, on a e “ 2 et n “ 4.
3.8.3. Autre expression de l’exposant. — Pour tout g P G, soit Ig l’ensemble des
entiers d tels que dg “ 0. C’est un idéal de Z dont le générateur positif est l’ordre de
g (3.6.2). Puisque I est l’intersection des Ig pour g parcourant G, l’exposant de G est
le PPCM des ordres des éléments de G.

Lemme 3.8.4. — Soit G un groupe abélien noté additivement et soient g et h deux
éléments de G dont les ordres respectifs a et b sont finis et premiers entre eux. L’ordre
de g ` h est alors égal à ab.

Démonstration. — Soit d l’ordre de g ` h. On a abpg ` hq “ bag ` abh “ 0 ; par
conséquent, d divise ab. Pour conclure, il suffit de montrer que ab divise d.
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Par définition de d, on a dpg ` hq “ 0, c’est-à-dire dg “ ´dh. L’élément dg “ ´dh
de G appartient donc au sous-groupe H :“ xgy X xhy de G. Comme H est contenu à
la fois dans xgy et dans xhy, son cardinal divise a et b. Puisque a et b sont premiers
entre eux, |H| “ 1 et H “ t0u. Ainsi, dg “ 0 et ´dh “ 0. Ceci entraîne que a|d et b|d.
Par conséquent, d est multiple du PPCM de a et b, qui n’est autre que ab puisque a
et b sont premiers entre eux.

Lemme 3.8.5. — Soit G un groupe abélien fini et soit e son exposant. Il existe un
élément de G d’ordre exactement e.

Démonstration. — Notons le groupe G additivement. Comme e est non nul (il divise
|G|) on peut le décomposer en produit de facteurs premiers ; écrivons e “

ś

pni
i .

Puisque e est le PPCM des ordres des éléments de G, il existe pour tout i un élément
gi de G dont l’ordre est de la forme pni

i mi pour un certain mi ą 0.
Fixons i. Pour tout n P Z on a nmigi “ 0 ðñ pni

i mi|nmi ðñ pni
i |n. Ainsi,

migi est d’ordre exactement pni
i .

Une application répétée du lemme 3.8.4 assure alors que la somme
ř

imigi est
d’ordre

ś

pni
i “ e, ce qui achève la démonstration.

Corollaire 3.8.6. — Soit K un corps commutatif et soit G un sous-groupe fini de
Kˆ ; le groupe G est cyclique.

Démonstration. — Soit e l’exposant de G. On a ge “ 1 pour tout g P G ; par
conséquent, le polynôme Xe ´ 1 P krXs a au moins |G| racines distinctes dans K, ce
qui implique que |G| ď e. Par ailleurs, le lemme 3.8.5 assure qu’il existe un élément
g de G d’ordre e. Le sous-groupe xgy de G a alors pour cardinal e ; puisque |G| ď e il
vient |G| “ e et G “ xgy.

Commentaires 3.8.7. — Il résulte du corollaire précédent que Kˆ est cyclique
pour tout corps fini K. En particulier, si p est un nombre premier le groupe Fˆ

p est
cyclique. Il existe donc un entier n dont la classe n modulo p engendre Fˆ

p . Mais
notez bien que ce résultat n’est pas effectif : le corollaire 3.8.6 repose en effet sur
le lemme 3.8.5, et si celui-ci affirme que l’exposant d’un groupe abélien fini G est
l’ordre d’un certain élément g de G, sa preuve ne fournit pas de méthode pratique
pour exhiber un tel g.

3.9. Classification des groupes abéliens finis. — Nous nous proposons de
terminer cette section par un théorème de classification de tous les groupes abéliens
finis à isomorphisme près. Nous allons commencer par quelques lemmes techniques
qui peuvent avoir leur intérêt propre, et qui sont essentiellement des énoncés de
prolongements de morphismes. Le premier d’entre eux, ci-dessous, est essentiellement
formel.

Lemme 3.9.1. — Soient G et H deux groupes abéliens notés additivement, et soient
G1 et G2 deux sous-groupes de G tel que G “ G1 `G2. Soit φ1 un morphisme de G1
dans H et soit φ2 un morphisme de G2 dans H. Supposons que φ1 et φ2 coïncident
sur G1 X G2. Il existe alors un unique morphisme φ : G Ñ H tel que φ|G1 “ φ1 et
φ|G2 “ φ2.
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Démonstration. — L’unicité est claire : si φ est un morphisme comme ci-dessus et si
g P G, on écrit g “ g1 ` g2 avec g1 P G1 et g2 P G2, et on a alors nécessairement
φpgq “ φpg1q ` φpg2q “ φ1pg1q ` φ2pg2q.

Montrons l’existence de φ. Soit g P G. Écrivons g “ g1 `g2 avec g1 P G1 et g2 P G2.
Vérifions tout d’abord que l’élément φ1pg1q ` φ2pg2q de H ne dépend que de g, et
pas de la décomposition choisie. Écrivons donc g “ g1

1 ` g1
2 avec g1

1 P G1 et g1
2 P G2.

L’égalité g1 ` g2 “ g1
1 ` g1

2 peut se récrire

g1 ´ g1
1

loomoon

PG1

“ g1
2 ´ g2

loomoon

PG2

.

Puisque φ1 et φ2 coïncident sur G1 X G2, il vient φ1pg1 ´ g1
1q “ φ2pg1

2 ´ g2q, soit
encore φ1pg1q ´ φ1pg1

1q “ φ2pg1
2q ´ φ2pg2q, et finalement

φ1pg1q ` φ2pg2q “ φ1pg1
1q ` φ2pg1

2q,

comme annoncé. Il est donc licite de poser φpgq “ φpg1q ` φpg2q. On a en particulier
φpgq “ φpg ` 0q “ φ1pgq si g P G1, et φpgq “ φp0 ` gq “ φ2pgq si g P G2.

Soient g et γ dans G. Écrivons g “ g1 `g2 et γ “ γ1 `γ2 où g1 et γ1 appartiennent
à G1, et g2 et γ2 à G2. On a alors g ` γ “ g1 ` γ1 ` g2 ` γ2. Comme g1 ` γ1 P G1 et
g2 ` γ2 P G2, il résulte de la définition de φ que

φpg ` γq “ φ1pg1 ` γ1q ` φ2pg2 ` γ2q

“ φ1pg1q ` φ2pg2q ` φ1pγ1q ` φ2pγ2q

“ φpgq ` φpγq

et φ est un morphisme de groupes.

Le lemme de prolongement suivant est plus subtil ; son énoncé et sa preuve font
intervenir un peu d’arithmétique, et notamment les résultats vus plus haut sur les
sous-groupes des groupes cycliques.

Lemme 3.9.2. — Soit d un entier ě 1, soit n un multiple de d, soit G un sous-
groupe de Z{dZ et soit ψ un morphisme de G dans Z{nZ. Le morphisme ψ s’étend
en un morphisme de Z{dZ vers Z{nZ.

Démonstration. — Il existe un diviseur a de d tel que G “ xay ; écrivons d “ ab et
n “ dm avec a et m dans N. Comme l’élément a de Z{dZ est de b-torsion, l’élément
ψpaq de Z{nZ est de b-torsion ; comme n “ abm, cela signifie que ψpaq est égal à ram
pour un certain entier r (3.7.5). L’élément rm de Z{nZ est de d-torsion (car n “ dm) ;
il existe donc un (unique) morphisme χ de Z{dZ dans Z{nZ envoyant 1 sur rm. On
a alors

χpaq “ χpa1q
looooooomooooooon

les classes sont prises modulo d

“ arm “ arm
loooooomoooooon

les classes sont prises modulo n

.

Ainsi, χpaq “ ψpaq. Comme a engendre G, la restriction de χ à G est égale à ψ.
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Lemme 3.9.3. — Soit G un groupe abélien fini et soit n ą 0 un entier tel que
ng “ 0 pour tout g P G. Soit H un sous-groupe de G et soit φ un morphisme de H
dans Z{nZ. Le morphisme φ s’étend alors en un morphisme de G dans Z{nZ.

Démonstration. — On procède par récurrence sur l’indice rG : Hs. S’il vaut 1 on a
H “ G et il n’y a rien à démontrer. Supposons donc que rG : Hs ą 1, et que le lemme
est vrai pour les sous-groupes de G d’indice strictement inférieur à rG : Hs.

Comme rG : Hs ą 1, il existe un élément g de G qui n’appartient pas à H. Puisque
ng “ 0, l’ordre d de g est un diviseur de n. Le groupe xgy étant isomorphe à Z{dZ,
il découle du lemme 3.9.2 ci-dessus que φ|HXxgy se prolonge en un morphisme θ de
xgy vers Z{nZ. Par construction, φ et θ coïncident sur H X xgy. Par le lemme 3.9.1,
il existe alors un (unique) morphisme Φ de H ` xgy dans Z{nZ dont la restriction à
H est égale à φ et dont la restriction à xgy est égale à θ. Puisque H ` xgy contient
strictement H (car g R H), son indice dans G est strictement inférieur à rG : Hs.
L’hypothèse de récurrence assure alors l’existence d’un morphisme de G dans Z{nZ
qui prolonge Φ, et a fortiori φ.

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de classification des groupes abéliens
finis.

Théorème 3.9.4. — Soit G un groupe abélien fini. Il existe une unique famille finie
pd1, . . . , dnq d’entiers ą 1 telle que d1|d2| . . . |dn et telle que

G » Z{d1Z ‘ Z{d2Z ‘ . . .‘ Z{dnZ.

Démonstration. — Nous allons tout d’abord prouver l’existence des di, puis leur
unicité.
Existence de pd1, . . . , dnq. — On procède par récurrence sur |G|. Si |G| “ 1 le groupe
G est trivial et la famille vide d’entiers convient. Supposons maintenant que |G| ą 1 et
que l’existence a été établie pour tout groupe abélien de cardinal strictement inférieur
à celui de |G| ; notons que comme il existe un élément non nul dans G, l’exposant e
de G est ą 1.

Le lemme 3.8.5 assure qu’il existe un élément g P G dont l’ordre est égal à e. Il
existe alors un isomorphisme φ : xgy » Z{eZ. En vertu du lemme 3.9.3, l’isomorphisme
φ se prolonge en un morphisme Φ de G dans Z{eZ. Soit H le noyau de Φ. Comme φ
est surjectif, Φ l’est a fortiori et l’on a donc e|H| “ |G|. Par ailleurs l’injectivité de
φ assure que H X xgy “ t0u. Les sous-groupes H et xgy de G sont donc en somme
directe, et le sous-groupe H ‘ xgy de G est de cardinal e|H| ; puisque e|H| “ |G|, on
a G “ H ‘ xgy » H ‘ Z{eZ.

Comme e ą 1, le cardinal de H est strictement inférieur à celui de G. D’après
l’hypothèse de récurrence il existe alors une famille finie pd1, . . . , drq d’entiers ą 1 tels
que d1|d2| . . . |dr et tels que H soit isomorphe à Z{d1Z‘Z{d2Z‘. . .‘Z{drZ. Comme e
est l’exposant de G, tous les éléments de H sont de e-torsion ; ceci entraîne notamment
que dr divise e si r ą 0 (considérer l’élément 1 du dernier sommande Z{drZ). Posons
n “ r ` 1 et dn “ e ; la famille pd1, . . . , dnq satisfait alors les conditions de l’énoncé.
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Unicité de pd1, . . . , dnq. — Pour montrer que pd1, . . . , dnq est unique, nous allons
montrer qu’elle peut être reconstituée à partir des propriétés intrinsèques du groupe
G. Pour cela, commençons par une remarque : pour connaître pd1, . . . , dnq il suffit de
connaître, pour tout nombre premier p et tout entier m ą 0, le cardinal ℓpp,mq de
l’ensemble des indices i tels que pm|di. En effet, compte-tenu du fait que si pm divise
di il divise aussi dj pour tout j ą i, on vérifie aisément p1q que la famille pd1, . . . , dnq

s’obtient à partir des ℓpp,mq par l’algorithme récursif suivant :
˛ si ℓpp,mq “ 0 pour tout p et tout m ą 0 la famille pd1, . . . , dnq est vide ;
˛ sinon, dn est égal au produit

ś

pPP p
np , où P est l’ensemble des nombres premiers

p tels que l’ensemble Ep :“ tm ą 0, ℓpp,mq ‰ 0u soit non vide, et où np est le
plus grand élément de Ep ; on remplace alors pour tout p P P et tout m P Ep
l’entier ℓpp,mq par ℓpp,mq ´ 1 (et on ne touche pas aux autres ℓpp,mq, qui
sont de toutes façons nuls), puis l’on détermine pd1, . . . , dn´1q en appliquant
l’algorithme à la nouvelle liste des ℓpp,mq.

Il suffit donc maintenant d’expliquer comment calculer les ℓpp,mq à partir de G.
Fixons un nombre premier p et un entier m ą 0.

Soit i un entier compris entre 1 et n et soit ei l’exposant de p dans la décompostion
de di en produit de facteurs premiers. Le PGCD de di et pm est alors égal à pminpm,eiq.
Le sous-groupe pmpZ{diZq de Z{diZ est aussi son sous-groupe engendré par pm ;
c’est donc l’unique sous-groupe de Z{diZ d’ordre di{p

minpm,eiq (3.7.2). De même,
pm´1pZ{diZq est l’unique sous-groupe de Z{diZ d’ordre di{pminpm´1,eiq, et il vient

|pm´1pZ{diZq{pmpZ{diZq| “
pminpm,eiq

pminpm´1,eiq
.

Le terme de droite vaut p si m ď ei, c’est-à-dire si pm divise di ; et il vaut 1 si m ą ei.
En appliquant ce qui précède sommande par sommande, on en déduit que le

quotient pm´1G{pmG est de cardinal pℓpp,mq. L’entier ℓpp,mq peut donc bien se décrire
en termes des propriétés intrinsèques du groupe G.

1. Si vous n’êtes pas convaincus et avez du mal à voir ce qui se passe, prenez un exemple concret,
par exemple la famille p2, 2, 2, 6, 12, 24, 120, 240, 240q, calculez les ℓpp, mq et appliquez l’algorithme.



44 ANTOINE DUCROS

4. Groupes opérant sur un ensemble et applications

4.1. Définitions et premières propriétés. — Historiquement, les groupes sont
d’abord apparus comme «groupes de transformations» c’est-à-dire, en termes
contemporains, comme sous-groupes de certains groupes de bijection. On a ensuite
progressivement compris l’intérêt d’axiomatiser la notion, ce qui a débouché sur la
notion de «groupe abstrait», celle que nous connaissons aujourd’hui.

Toutefois, l’expérience montre que pour comprendre un groupe abstrait, il peut
être utile de le voir, éventuellement de plusieurs façons différentes, comme un groupe
de transformations. Pour donner un sens rigoureux à ce slogan, on doit introduire la
notion d’opération d’un groupe sur un ensemble.

Définition 4.1.1. — Soit G un groupe et soit X un ensemble. Une opération à
gauche de G sur X est une application pg, xq ÞÑ g ˚ x de G ˆ X vers X telle que les
propriétés suivantes soient satisfaites pour tout pgh, xq P G2 ˆX :

(i) e ˚ x “ x ;
(ii) pghq ˚ x “ g ¨ ph ˚ xq.

Commentaires 4.1.2. — Il y a aussi une notion d’opération à droite de G sur
X : c’est une application px, gq ÞÑ x ˚ g de X ˆ G dans X telle que x ˚ e “ x et
x ˚ pghq “ px ˚ gq ˚ h pour tout x P X et tout pg, hq P G2.

Convention 4.1.3. — Sauf mention expresse du contraire, lorsque nous parlerons
d’opération d’un groupe sur un ensemble, il s’agira toujours d’opération à gauche.
Cette restriction simplifie la rédaction, et est bénigne. Les résultats que nous établirons
s’étendent en effet mutatis mutandis aux opérations à droite, soit en en transcrivant les
preuves, soit en remarquant qu’une opération à droite de G peut aussi s’interpréter
comme une opération à gauche du groupe «opposé» Gop, qui est le groupe dont
l’ensemble sous-jacent est G et dont la loi est pg, hq ÞÑ hg.

Si G est un groupe et si X est un ensemble, on emploiera souvent l’expression «G
opère sur X» pour signifier qu’on s’est donné une opération (à gauche, donc) de G
sur X.

Lorsqu’on écrira «Soit G un groupe opérant sur un ensemble X» sans mentionner
explicitement l’opération en jeu, celle-ci n’aura le plus souvent droit à aucun symbole
spécifique et sera simplement notée pg, xq ÞÑ gx.

4.1.4. Un autre point de vue sur les opérations. — Soit G un groupe et soit X un
ensemble. Supposons donnée une opération de G sur X ; pour tout g P G, notons
ιpgq l’application x ÞÑ gx de X dans lui-même. La condition (i) de la définition 4.1.1
signifie que ιpeq “ IdX , et la condition (ii) que ιpghq “ ιpgq˝ιphq pour tout pg, hq P G2.

Soit g P G. Par ce qui précède,

ιpgq ˝ ιpg´1q “ ιpg´1q ˝ ιpgq “ ιpeq “ IdX .

Autrement dit, ιpgq est une bijection de bijection réciproque ιpg´1q. La formule
ιpghq “ ιpgq ˝ ιphq peut alors se traduire en disant que ι est un morphisme de groupes
de G vers le groupe SX des bijections de X dans lui-même.
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Réciproquement, supposons donnée un morphisme de groupes υ : G Ñ SX . Nous
laissons le lecteur vérifier que l’application pg, xq ÞÑ υpgqpxq est une opération de G
sur X, et que nos deux constructions sont réciproques l’une de l’autre.

Il revient donc au même de se donner une opération de G sur X ou un morphisme
de groupes de G dans SX .

Remarque 4.1.5. — On peut faire le même jeu que ci-dessus avec les opérations à
droite : à toute opération à droite d’un groupe G sur un ensemble X on peut associer
l’application ι : G Ñ SX , g ÞÑ px ÞÑ xgq. Mais ce n’est plus un morphisme de groupes
en général : on a en effet ιpghq “ ιphq ˝ ιpgq pour tout pg, hq. Si l’on veut obtenir un
morphisme de groupes, on doit ou bien considérer ι comme une application de Gop

dans SX , ou bien remplacer ι par x ÞÑ px ÞÑ xg´1q.
Les opérations à droite semblent donc en un sens un peu moins naturelles que

les opérations à gauche. Vous vous demandez peut-être quelle est l’origine de cette
dissymétrie a priori surprenante ; elle vient de la définition de la composition des
applications (qui est la loi de groupe de SX), qui repose elle-même sur un choix
arbitraire, celui du sens dans lequel on compose ; c’est ce choix qui explique que la
droite et la gauche ne jouent pas tout à fait le même rôle ici.

4.1.6. — On peut maintenant donner un sens rigoureux à ce qui a été annoncé en
introduction. Lorsqu’un groupe G opère sur un ensemble X, chaque élément de g peut
être vu comme à une bijection de X dans lui-même – la bijection ιpgq du 4.1.4 ci-
dessus ; le produit de G correspond alors précisément à la composition des bijections.
Mais il faut tout de même faire un peu attention : rien n’oblige le morphisme ι à être
injectif, et deux éléments différents de G peuvent donc parfois s’interpréter comme la
même bijection de X dans X.
4.1.7. — Soit X un ensemble et soit Γ un sous-groupe de SX . Soit G un groupe
opérant sur X. On dira que G opère par automorphismes appartenant à Γ si le
morphisme de G vers SX qui définit l’opération considérée est à valeurs dans Γ ;
cela revient à demander que x ÞÑ gx appartienne à Γ pour tout x P X. Ainsi,
si X est un groupe (resp. un espace vectoriel sur un corps k, resp. un anneau,
resp. un espace topologique), on a une notion naturelle de groupes opérant sur X
par automorphismes de groupes (resp. par automorphismes k-linéaires, resp. par
automorphismes d’anneaux, resp. par homéomorphismes).

Exemple 4.1.8 (opération tautologique). — Si X est un ensemble, le groupe
SX opère tautologiquement sur X par la formule pσ, xq ÞÑ σpxq ; le morphisme
correspondant de SX dans lui-même est l’identité.

Exemple 4.1.9 (opération par translations). — Soit G un groupe. La formule
pg, xq ÞÑ gx définit une opération de G sur lui-même, dite par translations (à gauche).
Attention : ici g est vu comme un élément du groupe G (celui qui opère) et x comme
un élément de l’ensemble G.

Plus généralement, soit H un sous-groupe de G. Nous laissons le lecteur vérifier
que la formule pg, xHq ÞÑ gpxHq “ pgxqH définit une opération de G ˆ G{H vers
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G{H. On l’appelle encore l’opération par translations (à gauche) (lorsque H “ teu on
retrouve l’opération par translations de G sur lui-même).

Exemple 4.1.10 (opération par automorphismes intérieurs)
Soit G un groupe. L’application g ÞÑ ph ÞÑ ghg´1q définit un morphisme de G

dans AutpG) (2.7 et sq.), qui est lui-même un sous-groupe de SG. Elle définit donc une
opération de G sur lui-même, dite par automorphismes intérieurs ou par conjugaison.

4.1.11. Quelques exemples d’opérations induites. — Soit X un ensemble sur lequel
un groupe G opère et soit ι : G Ñ SX le morphisme correspondant.
4.1.11.1. — Soit Y un sous-ensemble de X stable sous l’action de G . L’opération
de G sur X induit par restriction à Y une opération de G sur Y .
4.1.11.2. — Soit φ : H Ñ G un morphisme de groupes. La composition ι ˝ φ est un
morphisme de H vers SX ; elle définit donc une opération de H sur X, telle que
hx “ ιpφphqqx pour tout h P H ; nous dirons que c’est l’opération de H sur X induite
par celle de G (et par φ, s’il est nécessaire de le préciser). Notez le cas important où
H est un sous-groupe de G et où ι est l’inclusion : on a alors simplement restreint
l’opération initiale à H.
4.1.11.3. — Pour tout P P PpXq, on pose gP “ tgxuxPP . On vérifie immédiatement
que pg, P q ÞÑ gP définit une opération de G sur PpXq ; on dira qu’elle est induite
par l’opération de G sur X.

Définition 4.1.12. — Soit G un groupe. Un G-ensemble est un ensemble X muni
d’une opération de G. Une application φ : Y Ñ X entre deux G-ensembles est dite
équivariante (ou G-équivariante si la précision s’impose) si l’on a φpgyq “ gφpyq pour
tout pg, yq P Gˆ Y .

4.1.13. — On vérifie immédiatement les faits suivants : l’identité d’un G-ensemble
est équivariante ; la composée de deux applications équivariantes est équivariante ; si
une bijection entre deux G-ensembles est équivariante, sa réciproque est également
équivariante.

4.2. Orbites d’une opération de groupes. — Soit X un ensemble. Nous allons
expliquer dans ce qui suit comment associer à une opération donnée d’un groupe sur
X une relation d’équivalence sur X qui joue un rôle fondamental dans toute la suite
de la théorie.
4.2.1. — Soit G un groupe opérant sur un ensemble X et soit R la relation sur X
définie par la condition

xRy ðñ Dg P G t.q. gx “ y.

Montrons que R est une relation d’équivalence, que l’on dira induite par l’action de
G sur X.

Soit x P X. On a x “ ex ; ainsi, xRx et R est réflexive.
Soient x et y deux éléments de X. Supposons que xRy. Il existe alors g P G tel

que y “ gx. Il vient g´1y “ pg´1gqx “ x ; ainsi, yRx et R est symétrique.
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Enfin, soient x, y et z trois éléments de X tels que xRy et yRz. Il existe alors
deux éléments g et h de G tels que l’on ait gx “ y et hy “ z. Il vient

phgqx “ h ¨ pgxq “ hy “ z.

Ainsi, xRz et R est transitive.

Définition 4.2.2. — Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. Les classes
d’équivalences de la relation d’équivalence sur X induite par l’action de G sont
appelées orbites (de l’action de G sur X, ou de X sous G).

Remarque 4.2.3. — Une orbite est par définition non vide, et c’est l’orbite de
chacun de ses éléments.

4.2.4. — Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. Soit x P X. L’orbite de x
est égale par définition à tgxugPG et sera notée Gx. C’est visiblement le plus petit
sous-ensemble de X stable sous l’action de G contenant x.

L’ensemble des orbites de X sous G sera noté GzX.

Exemple 4.2.5. — Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G. L’action de
G sur lui-même par translations à gauche définit par restriction une action de H sur
G. Il résulte immédiatement des définitions que la relation d’équivalence induite par
cette action est la relation de congruence à droite modulo H. L’ensemble des orbites
s’identifie donc à HzG.

Exemple 4.2.6. — Soit G un groupe opérant sur lui-même par automorphismes
intérieurs. Deux éléments de G appartiennent alors à la même orbite si et seulement
si ils sont conjugués ; les orbites sont appelées classes de conjugaison.

4.3. Stabilisateur d’un élément. — Soit X un ensemble sur lequel opère un
groupe G. Nous allons expliquer dans ce qui suit comment associer à un élément
x de X un sous-groupe de G puis expliquer les liens entre ce sous-groupe et l’orbite
de x.

Définition 4.3.1. — Soit G un groupe opérant sur un ensemble X . Soit x P X. Le
stabilisateur de x (dans G) est l’ensemble des éléments g de G tels que gx “ x. On le
note Stabpxq. On vérifie immédiatement qu’il s’agit d’un sous-groupe de G.

4.3.2. Variation du stabilisateur dans une orbite fixée. — Soit G un groupe opérant
sur un ensemble X. Soit x P X et soit y P Gx. Soit g P G tel que gx “ y. Pour tout
h P G, on a les équivalences

h P Stabpxq ðñ hx “ x

ðñ hpg´1yq “ g´1y

ðñ pghg´1qy “ y

ðñ ghg´1 P Stabpyq
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Autrement dit Stabpyq “ gStabpxqg´1. Les stabilisateurs de x et y sont donc
conjugués ; mais notez que ce qu’on a obtenu est un peu plus précis : Stabpyq est égal
au conjugué de Stabpxq par n’importe quel élément de G qui envoie x sur y.

Exemple 4.3.3. — Soit G un groupe ; faisons-le opérer sur lui-même par
automorphismes intérieurs.

Stabilisateur d’un élément de G. Soit h P G. Par définition, le stabilisateur de h
est l’ensemble des éléments g de G tels que ghg´1 “ h, c’est-à-dire tels que gh “ hg ;
c’est donc l’ensemble des éléments de G qui commutent avec h.

Stabilisateur d’un sous-groupe de G. L’opération considérée en induit une sur
PpGq, puis par restriction sur l’ensemble des sous-groupes de G. Soit H un tel sous-
groupe. Son stabilisateur sous cette action est par définition tg P G, gHg´1 “ Hu.
On l’appelle le normalisateur de H, et on le note NpHq (ou NGpHq s’il y a besoin de
préciser que le groupe ambiant est G). Il est immédiat que H Ă NpHq et que NpHq

est le plus grand sous-groupe de G dans lequel H est distingué.

4.3.4. Stabilisateur d’une partie. — Soit G un groupe opérant sur un ensemble X ;
on considère PpXq comme munie de l’opération induite. Soit P une partie de X. Soit
MP l’ensemble des éléments g de G tels que gP Ă P , c’est-à-dire tels que gx P P dès
que x P P .

Il est clair que StabpP q Ă MP , mais l’inclusion est stricte en général. Par exemple,
considérons l’opération de Z sur lui-même par translations. On a alors 1 ` N Ă N,
mais 1 ` N ‰ N car 0 R 1 ` N ; ainsi, 1 n’appartient pas au stabilisateur de N. Nous
allons toutefois donner différentes conditions permettant de s’assurer que certains
éléments de MP (voire tous) appartiennent à StabpP q.
4.3.4.1. — Si Γ est un sous-groupe de G contenu dans MP , il est contenu dans
StabpP q. En effet, soit g P Γ. On a gP Ă P , mais aussi g´1P Ă P car g´1 P Γ Ă MP

puisque Γ est un sous-groupe de G. En appliquant g aux deux termes de l’inclusion
g´1P Ă P on voit que P Ă gP ; par conséquent, gP “ P et g P StabpP q.
4.3.4.2. — Donnons deux cas importants en pratique dans lesquels MP est
automatiquement égal à StabpP q.

Le cas où P est fini. En effet, plaçons-nous sous cette hypothèse et donnons-nous
un élément g de MP . La bijection x ÞÑ gx de X sur lui-même stabilise P et induit
donc une injection de P dans lui-même. Comme P est fini cette injection est surjective
et gP “ P ; par conséquent, g P StabpP q.

Le cas où X est un espace vectoriel sur un corps k, où G opère par automorphismes
k-linéaires, et où P est un sous-espace vectoriel de dimension finie de X. En effet,
plaçons-nous sous cette hypothèse et donnons-nous un élément g de MP . La bijection
linéaire x ÞÑ gx de X sur lui-même stabilise P et induit donc une injection linéaire
de P dans lui-même. Comme P est de dimension finie cette injection est surjective et
gP “ P ; par conséquent, g P StabpP q.
4.3.5. Noyau d’une opération et stabilisateurs. — Soit X un ensemble et soit G un
groupe opérant sur X ; soit φ : G Ñ SX le morphisme correspondant. Il résulte des
définitions que Kerφ “

Ş

xPX Stabpxq.
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Définitions 4.3.6. — Soit G un groupe opérant sur un ensemble X.
On dit que G opère fidèlement sur X, ou bien que l’opération de G sur X est fidèle,

si Kerφ est trivial, c’est-à-dire encore si φ est injectif. Si c’est le cas, on peut identifier
G via φ à un groupe de bijections de X dans lui-même : les ambiguïtés éventuelles
signalées en 4.1.6 sont alors inexistantes.

On dit que G opère transitivement sur X, ou bien que l’opération de G sur X est
transitive, si X est non vide et si pour tout couple px, yq d’éléments de X il existe
g P G tel que gx “ y. Cela revient à demander qu’il y ait exactement une orbite de
X sous G, ou encore que X lui-même soit une telle orbite (notez que si X est vide il
n’y a aucune orbite).

Exemple 4.3.7. — Soit G un groupe opérant sur un ensemble X et soit O une
orbite de X sous G. Comme O est stable sous G, elle hérite par restriction d’une
opération de G ; celle-ci est alors transitive par définition.

Soit x P O. Il résulte de 4.3.2 et de 4.3.5 que le noyau de G Ñ SO est égal à
Ş

gPG gStabpxqg´1. Nous vous laissons vérifier qu’il s’agit du plus grand sous-groupe
distingué de G contenu dans Stabpxq.

Exemple 4.3.8 (le cas de l’action d’un groupe par translation sur lui-même)
Soit G un groupe ; on le fait opérer sur lui-même par translations à gauche.

Cette opération est transitive : en effet pour tout g P G on a g “ ge, et G est donc égal
à l’orbite de e. Si h est un élément de G son stabilisateur est alors tg P G, gh “ hu,
qui est réduit à teu. L’opération considérée est a fortiori fidèle (4.3.5). Elle induit en
particulier un morphisme injectif G ãÑ SG ; ainsi, G s’identifie à un sous-groupe de
SG.

Exemple 4.3.9 (le cas de l’action d’un groupe par translation sur un
quotient)

L’exemple 4.3.8 ci-dessus se généralise comme suit. Soit G un groupe et soit H
un sous-groupe de G. On fait opérer G sur G{H par translations à gauche (exemple
4.1.9). Cette opération est transitive : en effet pour tout g appartenant à G on a
gH “ pgeqH “ gpeHq et G{H est donc égal à l’orbite de eH.

Le stabilisateur de eH est égal à l’ensemble des g P G tels que geH “ eH, c’est-
à-dire à l’ensemble des g P G tels que gH “ eH, qui n’est autre que eH “ H.
On déduit alors de 4.3.2 et 4.3.5 que l’ensemble des stabilisateurs des éléments de
G{H est l’ensemble des conjugués de H, et que le noyau de G Ñ SG{H est égal à
Ş

gPG gHg
´1, qui est le plus grand sous-groupe distingué de G contenu dans H (c’est

un cas particulier de 4.3.7).

Exemple 4.3.10 (le cas de l’action d’un groupe sur lui-même par
automorphismes intérieurs)

Soit G un groupe. L’action de G sur lui-même par automorphismes intérieurs
est induite par un morphisme G Ñ Aut G Ă SG dont le noyau est ZpGq (2.10.8) ; elle
est donc fidèle si et seulement si ZpGq est trivial.
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Proposition 4.3.11. — Soit G un groupe et soit X un ensemble sur lequel G opère.
Soit x P X. On fait opérer G sur le quotient G{Stabpxq par translations à gauche
(4.1.9) et sur l’orbite Gx par restriction.

(i) L’application π : G Ñ Gx, g ÞÑ gx induit une bijection équiva-
riante π : pG{Stabpxqq » Gx

(ii) Si de plus G est fini, l’orbite Gx est finie et l’on a |Gx| “ |G|{|Stabpxq| ; en
particulier, |Gx| divise |G|.

Démonstration. — Soient g et h deux éléments de G. On a

πpgq “ πphq ðñ gx “ hx

ðñ ph´1gqx “ x

ðñ h´1g P Stabpxq

ðñ gStabpxq “ hStabpxq.

Il en résulte que π est invariante par la relation de congruence à gauche modulo
Stabpxq, et que l’application induite π : G{Stabpxq Ñ Gx est injective. Par ailleurs,
π est surjective par définition de Gx ; par conséquent, π est surjective, et finalement
bijective.

Soient g et h deux éléments de G. On a

πpgphStabpxqqq “ πppghqStabpxqq “ pghqx “ gphxq “ gpπphqq “ gpπphStabpxqqq,

ce qui montre que π est équivariante, d’où (i).
Si G est fini alors |Stabpxq| divise |G| et G{Stabpxq est fini de cardinal |G|{|Stabpxq|,

d’où (ii).

Exemple 4.3.12. — Soit k un corps et soit n un entier. On définit l’espace projectif
de dimension n sur k, noté Pnpkq, comme l’ensemble des droites vectorielles de kn`1

(nous avons donné plus haut une définition de P1pkq qui diffère de celle proposée ici,
voir l’exemple 2.15.2 ; mais nous verrons au 4.3.13 ci-dessous que ces deux définitions
sont en fait compatibles).

Soit pe1, . . . , en`1q la base canonique de kn`1 ; le choix de celle-ci permet d’identifier
GLn`1pkq au groupe des bijections linéaires de kn`1 sur lui-même, d’où une opération
naturelle de GLn`1pkq sur kn`1. Cette opération en induit une sur l’ensemble des
parties de kn`1 puis, par restriction, sur Pnpkq.

L’opération de GLn`1pkq sur Pnpkq est transitive. En effet, soit D une droite
vectorielle de kn`1. Choisissons un vecteur directeur v de D, et complétons-le en
une base pv “ v1, v2, . . . , vn`1q. Soit u l’élément de GLn`1pkq qui envoie ei sur vi
pour tout i. On a alors upke1q “ kv1 “ D. Il s’ensuit que l’orbite de ke1 est égale à
Pnpkq tout entier, d’où notre assertion.

Le stabilisateur de la droite ke1 est le sous-ensemble de GLn`1pkq formé des
éléments u tels que upe1q soit de la forme λe1 avec λ P kˆ. C’est donc le sous-groupe
H de GLn`1pkq constitué des matrices dont tous les termes de la première colonne
sauf celui en haut à gauche sont nuls, c’est-à-dire encore des matrices paijq telles que
ai1 “ 0 pour tout i ą 1.
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Il résulte dès lors de la proposition 4.3.11 que l’application u ÞÑ upke1q induit une
bijection GLn`1pkq-équivariante

GLn`1pkq{H » Pnpkq.

4.3.13. Compatibilité entre les deux définitions de P1pkq. — Nous avons a priori
deux définitions de P1pkq : celle donnée à l’exemple 2.15.2, à savoir k Y t8u ; et celle
donnée à l’exemple 4.3.12, à savoir l’ensemble des droites vectorielles de k2.

Mais il n’y a pas à s’inquiéter, car ces deux définitions sont compatibles : on
dispose en effet d’une bijection naturelle entre l’ensemble des droites vectorielles de
k2 et kYt8u, consistant à envoyer une droite D “ kpa, bq sur sa pente, définie comme
étant égale à b{a si a ‰ 0 et à 8 sinon (il est clair que la pente ne dépend que de D
et pas du vecteur directeur pa, bq choisi).

4.4. Opérations, orbites et arithmétique élémentaire. — Si G est un groupe
fini opérant sur un ensemble X et si x est un élément de X, nous avons vu plus
haut que le cardinal de l’orbite Gx est égal à |G|{|Stabpxq| (prop. 4.3.11). Nous nous
proposons de conclure cette section en donnant quelques applications de cette formule.

Notations 4.4.1. — Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. Pour tout sous-
groupe H de G, on notera XH l’ensemble des éléments x de X qui sont fixes sous H,
c’est-à-dire tels que hx “ x pour tout h P H, c’est-à-dire encore tels que H Ă Stabpxq.

Si g P G, on notera Fixpgq l’ensemble des points fixes de g, c’est-à-dire l’ensemble
des x P X tels que gx “ x, ou encore tels que g P Stabpxq.

Remarque 4.4.2. — Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. Si x P X,
l’orbite Gx est réduite au singleton txu si et seulement si x P XG (ce qui revient à
demander que Stabpxq “ G).

4.4.3. — Soit G un groupe opérant sur un ensemble fini X.
4.4.3.1. — Comme X est réunion disjointe des orbites, on a |X| “

ř

OPGzX |O|. En
séparant les orbites singleton des autres, on obtient au vu de la remarque 4.4.2 l’égalité

|X| “ |XG| `
ÿ

OPGzX, |O|ą1
|O|.

4.4.3.2. — On suppose de plus que G est fini de cardinal pn pour un certain p premier
et un certain n P N (un tel G est appelé un p-groupe). Pour toute orbite O le cardinal
|O|, qui divise |G|, est alors une puissance de p ; en particulier, ou bien |O| “ 1, ou
bien |O| est multiple de p. On déduit alors de 4.4.3.1 que |X| “ |XG| modulo p.

Lemme 4.4.4 (formule de Burnside). — Soit G un groupe fini opérant sur un
ensemble fini X. On a

1
|G|

ÿ

gPG

|Fixpgq| “ |GzX|.
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Démonstration. — Soit E l’ensemble des couples pg, xq P GˆX tels que gx “ x. On
a trivialement |E| “

ř

gPG

|Fixpgq|. Mais on a aussi

|E| “
ÿ

xPX

|Stabpxq|

“
ÿ

OPGzX

ÿ

xPO

|Stabpxq|

“
ÿ

OPGzX

ÿ

xPO

|G|

|O|

“ |G|
ÿ

OPGzX

ÿ

xPO

1
|O|

“ |G|
ÿ

OPGzX

1
|O|

¨ |O|

“ |G|
ÿ

OPGzX

1 “ |G| ¨ |GzX|,

d’où la formule souhaitée.

Remarque 4.4.5. — On peut retenir la formule de Burnside sous forme de l’énoncé
suivant : lorsqu’un groupe fini opère sur un ensemble fini, le nombre moyen de points
fixes d’un élément du groupe est égal au nombre d’orbites.

Commentaires 4.4.6. — Nombre de résultats en théorie des groupes finis
se démontrent de manière particulièrement astucieuse et efficace en introduisant
une opération de groupe judicieusement choisie puis en appliquant la formule
fondamentale |Gx| “ |G|{|Stabpxq| ou bien directement, ou bien à travers ses
conséquences directes comme la congruence établie au 4.4.3.2 ou la formule de
Burnside (lemme 4.4.4). Nous allons donner deux illustrations de cette méthode et
nous en reverrons d’autres à la section 7.

Lemme 4.4.7. — Soit p un nombre premier et soit G un p-groupe non trivial. Le
centre de G est non trivial.

Démonstration. — Faisons opérer G sur lui-même par automorphismes intérieurs. Le
nombre de points fixes sous cette action est égal à |G| modulo p d’après 4.4.3.2 et est
donc nul modulo p puisque G est un p-groupe non trivial.

Or un élément g de G est fixe sous l’action considérée si et seulement si hgh´1 “ g
pour tout h P G, soit encore si et seulement si h P ZpGq. Ainsi le cardinal ZpGq est
nul modulo p ; comme il est au moins égal à 1 puisque ZpGq est un groupe, il est au
moins égal à p et est en particulier ą 1.

Corollaire 4.4.8. — Soit p un nombre premier et soit G un groupe de cardinal p2.
Le groupe G est alors abélien, et est plus précisément isomorphe ou bien à pZ{pZq2

ou bien à Z{p2Z, ces deux cas étant exclusifs l’un de l’autre.
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Démonstration. — Montrons tout d’abord que G est abélien, c’est-à-dire que G est
égal à son centre. On raisonne par l’absurde. Supposons que ZpGq soit un sous-groupe
strict de G ; il est non trivial d’après le lemme 4.4.7 ci-dessus, et est donc de cardinal
p. Soit g un élément de G qui n’appartient pas à ZpGq. Le stabilisateur S de g sous
l’action de G sur lui-même par automorphismes intérieurs est exactement l’ensemble
des éléments de G qui commutent avec g ; en conséquence, S est un sous-groupe de G
qui contient ZpGq et g. Il vient |S| ě p` 1, puis |S| “ p2 puisque |S| divise p2. Ainsi
S “ G ; l’élément g commute donc avec tous les éléments de G, ce qui veut dire qu’il
appartient à ZpGq et aboutit à une contradiction.

L’assertion sur le type d’isomorphie de G se déduit alors du théorème 3.9.4 : le
cardinal de G étant égal à p2, on voit que la liste d’entiers d1, . . . , dr dont ce théorème
affirme l’existence et l’unicité ne peut être que p, p ou la liste singleton p2, ce qui
donne précisément le résultat souhaité.

Donnons également une preuve directe. Si G possède un élément g d’ordre p2 il est
isomorphe à Z{p2Z. Sinon, tous les éléments de G sont de p-torsion ; il en résulte que
pour tout entier n et tout élément g de G, l’élément ng de G ne dépend que de la classe
de n modulo p. La formule pn, gq ÞÑ ng définit donc sans ambiguïté une application de
Z{pZ ˆG dans G, dont on vérifie aussitôt qu’elle fait de G un Z{pZ-espace vectoriel.
Puisque G est fini, il est de dimension finie m, et est de ce fait isomorphe à pZ{pZqm

comme Z{pZ-espace vectoriel, et a fortiori comme groupe. Puisque |G| “ p2, on a
m “ 2 et G » pZ{pZq2 ; et il n’est pas isomorphe à Z{p2Z puisqu’il n’a pas d’élément
d’ordre p2.

Lemme 4.4.9. — Soit k un corps de caractéristique p ą 0, soit V un k-espace
vectoriel non nul et soit G un p-groupe agissant linéairement sur V . L’espace vectoriel
V G est alors non nul.

Démonstration. — Comme V est non nul, il existe un vecteur v ‰ 0 dans V . Soit V0
le sous Fp-espace vectoriel de V engendré par tgvugPG (rappelons que Fp Ă k puisque
k est de caractéristique p). Le Fp-espace vectoriel V0 est de type fini, et donc de
dimension finie m ą 0 (il contient v qui est non nul) ; son cardinal est alors égal à pm.
En vertu de 4.4.3.2 le cardinal de V G0 est égal à pm modulo p, et est donc multiple de
p (c’est ici qu’on utilise l’hypothèse que G est un p-groupe). Or V G0 contient au moins
un élément, à savoir 0 ; il en contient dès lors au moins p, et possède en particulier un
vecteur w non nul ; par conséquent, V G ‰ t0u.

Corollaire 4.4.10. — Soit k un corps de caractéristique p ą 0, soit V un k-espace
vectoriel de dimension finie et soit G un p-groupe agissant linéairement sur V . Il
existe une base B de V telle que pour tout g P G, la matrice de v ÞÑ gv dans B soit
triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale.

Démonstration. — Posons n “ dimV . On procède par récurrence sur n. Si n “ 0 la
seule base de V est la base vide, qui possède la propriété requise. Supposons n ą 0 et
la propriété vraie en dimension ă dimV .

D’après le lemme 4.4.9, il existe un vecteur e non nul de V tel que ge “ e pour tout
g P G. Soit W le groupe quotient V {ke. Comme ke est un sous-espace vectoriel de V ,
il est immédiat que pour tout pλ, vq P kˆV , la classe de λv modulo ke ne dépend que
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de celle de V . La loi externe de V induit donc par passage au quotient une loi externe
k ˆW Ñ W , qui fait de W un k-espace vectoriel ; l’application quotient V Ñ W est
linéaire, et la formule du rang assure que dimW “ n´ 1. Par ailleurs comme e P V G

le sous-espace ke de V est stable sous l’action de G ; il en résulte que celle-ci induit
par passage au quotient une action linéaire de G sur W .

Par hypothèse de récurrence, il existe une base pε2, . . . , εnq de W telle que pour
tout g P G, la matrice de w ÞÑ gw dans pε2, . . . , εnq soit triangulaire supérieure avec
des 1 sur la diagonale. Cela veut précisément dire que pour tout j compris entre 2 et
n il existe une famille paijqjăiďn d’éléments de k telle que gεj “ εj `

ř

iąj aijεi.
Posons e1 “ e et, pour tout j compris entre 2 et n, choisissons un antécédent de

ej de εj dans V . La famille pe1, . . . , enq est alors une base de V . En effet, vérifions
qu’elle est libre et génératrice (il suffit en fait de vérifier l’une des deux propriétés,
puisqu’elle est de cardinal n).

Cette famille est libre. Soit pλjq une famille de scalaires telle que
ř

λjej “ 0. En
réduisant modulo ke il vient

ř

jě2 λjεj “ 0. Comme la famille pεjq est libre, on en
déduit que λj “ 0 pour tout j ě 2. On a alors λ1e1 “ 0, puis λ1 “ 0 car e1 “ e ‰ 0.

Cette famille est génératrice. Soit v P V . Comme pεjq est une famille génératrice de
W , il existe une famille pλjqjě2 de scalaires telle que l’image v de v dans W s’écrive
ř

λjεj . Cela signifie que v´
ř

jě2 λjej appartient à ke, c’est-à-dire s’écrit λ1e “ λ1e1
pour un certain scalaire λ1 ; on a alors v “

ř

jě1 λjej .
Soit g P G. On a ge1 “ e1. Soit j ě 2. L’égalité gεj “ εj `

ř

iąj aijεi signifie que
gej ´ ej ´

ř

iąj aijei appartient à ke, c’est-à-dire s’écrit a1je “ a1je1 pour un certain
a1j P k. On a alors gej “ ej `

ř

jăiďn aijei pour tout j. La matrice de v ÞÑ gv dans
la base pejq est donc triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale, ce qui achève
la démonstration.
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5. Groupes de permutations

5.1. — L’objet de cette section est l’étude du groupe de permutation SX d’un
ensemble fini X ; nous allons commencer par quelques remarques d’ordre général.

Notation 5.1.1. — Soit n un entier. Nous noterons Sn le groupe St1,...,nu.

Remarque 5.1.2. — Si n “ 0 l’ensemble t1, . . . , nu est vide (voir 1.2.7) et S0 est
donc réduit à tIduH d’après 1.2.4.

5.1.3. — Soit X un ensemble. La composition de deux permutations σ et τ de X
sera souvent simplement notée στ au lieu de σ ˝ τ . Si σ est une permutation de
X le support Supppσq de σ est l’ensemble des éléments x de X tels que σpxq ‰ x,
c’est-à-dire encore le complémentaire de l’ensemble Fixpσq des points fixes de σ. Les
sous-ensembles Supppσq et Fixpσq de X sont tous deux stables sous xσy ; il suffit en
effet de le vérifier pour l’un des deux, et x est un point fixe de σ on a bien entendu
σipxq “ x pour tout i P Z, si bien que Fixpσq est stable sous xσy.
5.1.4. — Soient X et Y deux ensembles et soit φ : X Ñ Y une bijection. On vérifie
immédiatement que la formule σ ÞÑ φσφ´1 définit un isomorphisme de groupes de
SX sur SY , de réciproque τ ÞÑ φ´1τφ. En particulier, si X est un ensemble fini
de cardinal n, le groupe SX est isomorphe à Sn, mais non canoniquement dès que
n ě 2 : la construction d’un isomorphisme SX » Sn repose en effet sur le choix d’une
bijection X » t1, . . . , nu).
5.1.5. — Soit G un groupe. L’opération de G sur lui-même par translations est
fidèle et induit donc un morphisme injectif G ãÑ SG (exemple 4.3.8). Si de plus
G est fini alors SG » S|G| d’après le 5.1.4 ci-dessus. En conséquence, tout groupe
fini se plonge dans Sn pour un certain n. Ce résultat est parfois cité sous le
nom de «théorème de Cayley». Mais il ne faut surestimer ni sa profondeur (il est
essentiellement tautologique), ni son importance pratique. Il peut en effet donner
l’impression que la théorie des groupes finis se ramène à celle des seuls groupes Sn et
n’est donc somme toute pas bien méchante. Mais c’est illusoire : en effet, l’étude de
tous les sous-groupes de tous les groupes Sn n’est pas un projet réaliste.

Rappel 5.1.6. — Si n est un entier, on note n! le produit
ś

1ďiďn. Notez que si
n “ 0 on a affaire au produit vide, qui est par convention égal à l’élément neutre de
la multiplication, c’est-à-dire à 1.

On a pour tout entier n l’égalité pn`1q ¨n! “ pn`1q! (remarquez que cette formule
vaut aussi pour n “ 0, puisque 0! “ 1).

Lemme 5.1.7. — Soient X et Y deux ensembles finis de même cardinal n.
L’ensemble des bijections de X vers Y a pour cardinal n!. En particulier, |SX | “ n!.

Démonstration. — On procède par récurrence sur n. Le résultat est vrai si n “ 0
puisque SH “ tIdHu (remarque 5.1.2).

On suppose n ą 0 et le résultat vrai pour n´ 1. Comme n ą 0 il existe un élément
x P X. Pour tout y P Y , notons By l’ensemble des bijections f de X vers Y qui envoient
x sur y. L’ensemble By est lui-même en bijection avec l’ensemble des bijections de
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Xztxu sur Y ztyu (par l’application qui associe à une bijection f P By sa restriction à
Xztxu ; sa réciproque consiste à prolonger une bijection de Xztxu sur Y ztyu à X en
envoyant x sur y). Il résulte alors de notre hypothèse de récurrence que le cardinal de
By est égal à pn´ 1q!.

L’ensemble des bijections de X vers Y étant égal à
š

y By, son cardinal vaut
ÿ

yPY

|By| “
ÿ

yPY

pn´ 1q! “ |Y | ¨ pn´ 1q! “ n ¨ pn´ 1q! “ n!,

ce qu’il fallait démontrer.

5.1.8. Description explicite de SX en petit cardinal. — On a vu à la remarque 5.1.2
que SH “ tIdHu.

Soit X un singleton. Il est immédiat qu’il y a une seule application de X dans
lui-même, à savoir IdX ; par conséquent, SX “ IdX .

Soit X un ensemble ayant exactement deux éléments x et y. En considérant les
valeurs possibles que peut prendre une bijection sur x et sur y, on voit que SX a deux
éléments : l’identité et la permutation qui échange x et y.

5.2. La notion de cycle. — Nous allons maintenant introduire une classe de
permutations particulière, les cycles, qui jouent un rôle majeur dans l’étude des
permutations quelconques d’un ensemble fini.
5.2.1. — Soit X un ensemble, soit k un entier ą 1 et soient x1, . . . , xk des éléments
deux à deux distincts de X. On note px1x2 . . . xkq la permutation de X qui envoie
xi sur xi`1 pour tout i ă k, qui envoie xk sur x1, et qui fixe tout point de X
n’appartenant pas à tx1, . . . , xku.

Remarque 5.2.2. — L’écriture px1 . . . xkq n’est pas unique. Il résulte en effet de la
définition que pour tout i compris entre 1 et k on a

px1 . . . xkq “ pxixi`1 . . . xk´1xkx1 . . . xi´1q.

5.2.3. — On conserve les notations de 5.2.1. Nous allons énoncer quelques propriétés
élémentaires de la permutation px1 . . . xkq.
5.2.3.1. — Le support de px1 . . . xkq est égal à tx1, . . . , xku.
5.2.3.2. — On a px1 . . . xkqk “ IdX ; par ailleurs on a pour tout ℓ ă k l’égalité
px1 . . . xkqℓpx1q “ x1`ℓ ‰ x1, et px1 . . . xkqℓ n’est donc pas égal à IdX . Il en résulte
que px1 . . . xkq est d’ordre k.
5.2.3.3. — L’inverse de px1 . . . xkq est égal à pxkxk´1 . . . x1q.
5.2.3.4. — Soit φ une bijection de X sur un ensemble Y . On a

φpx1 . . . xkqφ´1 “ pφpx1q . . . φpxkqq.

En effet, soit y P Y . Si y n’appartient pas à tφpx1q, . . . , φpxnqu alors φ´1pyq

n’appartient pas à tx1, . . . , xnu. On a dans ce cas px1 . . . xkqpφ´1pyqq “ φ´1pyq, et
pφpx1 . . . xkqφ´1qpyq “ y.
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Si y “ φpxiq pour un certain i on a φ´1pyq “ xi, et ppx1 . . . xkqφ´1qpyq est donc
égal à xi`1 si i ă k et à x1 si i “ k. Il s’ensuit que pφpx1 . . . xkqφ´1qpyq est égal à
φpxi`1q si i ă k, et à φpx1q si i “ k, ce qu’il fallait démontrer.

Définition 5.2.4. — Soit k un entier ą 1. Une permutation σ d’un ensemble X est
appelée un cycle si elle est de la forme px1 . . . xkq où k est un entier ě 2 et où les xi
sont des éléments deux à deux distincts de X.

Commentaires 5.2.5. — Soit σ un cycle sur X et soit px1 . . . xkq une écriture
de σ comme dans la définition 5.2.4. L’ensemble tx1, . . . , xku est alors uniquement
déterminé, car c’est le support de σ ; l’entier k l’est donc aussi puisque c’est le cardinal
de cet ensemble (on peut également remarquer que c’est l’ordre de σ) ; on l’appelle
la longueur de σ. La numérotation des xi n’est par contre pas unique : on peut la
décaler, cf. remarque 5.2.2. Toutefois, une fois x1 choisi la valeur des xi pour i ą 1
est imposée : on a nécessairement x2 “ σpx1q, x2 “ σpx2q “ σ2px1q, etc.

Un cycle de longueur k est souvent plus brièvement qualifié de k-cycle. Un 2-cycle
est également appelé une transposition.

5.3. Décomposition d’une permutation en cycles. — Nous nous proposons
dans cette section de montrer que toute permutation d’un ensemble fini possède une
écriture d’un type particulier, sa décomposition en cycles, qui est extrêmement utile
(aussi bien en pratique qu’en théorie) et que l’on peut obtenir par un algorithme très
simple.
5.3.1. Produit de permutations à supports deux à deux disjoints. — Soit X un
ensemble et soient σ1, . . . , σr des permutations de X à supports deux à deux disjoints.
On pose σ “ σ1 . . . σr.
5.3.1.1. — Si x R

Ť

Supppσiq on a alors σipxq “ x pour tout i, et σpxq est donc égal
à x.
5.3.1.2. — Supposons que x appartienne à Supppσiq pour un certain i (nécessaire-
ment unique puisque les σi sont à supports deux à deux disjoints). Si j ą i alors
σjpxq “ x car x R Supppσjq ; et si j ă i alors σipxq R Supppσjq et l’on a donc
σjpσipxqq “ σipxq. Il vient σpxq “ σipxq.
5.3.1.3. — Récapitulons : on a pσ1 . . . σqrpxq “ x si x R

Ť

Supppσiq, et
pσ1 . . . σrqpxq “ σipxq si x appartient à Supppσiq. Cette description montre que le
support de σ1 . . . σr est égal à

Ť

Supppσiq, que σ1 . . . σr est égale à l’identité si et
seulement si chacune des σi est égale à l’identité, et que σ1 . . . σr ne dépend pas de
l’ordre des σi ; le produit de permutations à supports deux à deux disjoints est donc
commutatif.

Proposition 5.3.2. — Soit X un ensemble fini et soit σ P SX . Il existe une famille
finie pC1, . . . , Crq de cycles à supports deux à deux disjoints tels que σ “ C1 . . . Cr.
Cette famille est unique à permutation près des Ci
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Démonstration. — Commençons par l’existence. La formule pk, xq ÞÑ σkpxq définit
une opération de Z sur X ; dans le reste de la preuve les termes «orbite» et
«stabilisateur» feront implicitement référence à cette action.

Les orbites singleton sont les singletons de la forme txu avec σpxq “ x. Soient
S1, . . . , Sr les orbites non singleton ; chacune d’elle est stable sous l’action de Z, c’est-
à-dire sous xσy. Fixons i, notons d le cardinal de Si et choisissons un élément x dans
Si. Le stabilisateur de x dans Z ayant pour indice |Si| “ d, il est égal à dZ. Si i et j
sont deux éléments de Z on a

pσipxq “ σjpxqq ðñ pσi´jpxq “ xq ðñ pi´ jq P dZ.

On en déduit que x, σpxq, . . . , σd´1pxq sont des éléments deux à deux distincts de Si.
Comme |Si| “ d, on a Si “ tx, σpxq, . . . , σd´1pxqu. Si i est compris entre 0 et d ´ 1
alors σpσipxqq “ σi`1pxq ; et σpσd´1pxqq “ σdpxq “ x car d appartient au stabilisateur
de x. Si l’on pose Ci “ pxσpxq . . . σd´1pxqq on a donc σ|Si

“ Ci|Si
.

Les Ci sont des cycles dont les supports Si sont deux à deux disjoints ; si a P X on
a σpaq “ a si a R

Ť

Si ; sinon, a appartient à Si pour un unique i et σpaq “ Cipaq.
Par conséquent, σ “ C1 . . . Cr (5.3.1.3).

Établissons maintenant l’unicité. Donnons-nous une écriture σ “ D1 . . . Ds où les
Dj sont des cycles à supports deux à deux disjoints. Fixons j. Le support SupppDjq

est stable sous xσy, et σipxq “ Di
jpxq pour tout x P SupppDjq et tout i P Z. Il en

résulte immédiatement que si x appartient à SupppDjq alors SupppDjq “ tσipxquiPZ ;
autrement dit, SupppDjq est une orbite non singleton (son cardinal est égal à la
longueur de Dj qui est ě 2 par définition d’un cycle). Par ailleurs, le complémentaire
de

Ť

SupppDjq est l’ensemble Fixpσq, c’est-à-dire l’ensemble des éléments x de
t1, . . . , nu tels que txu soit une orbite. En conséquence, les supports des Dj sont
exactement les orbites non singleton. Autrement dit on a r “ s, et quitte à renuméroter
les Di on peut supposer que Di a pour support Si pour tout i. Mais on a alors pour
tout i les égalités Dipxq “ σpxq “ Cipxq si x P Si, et Dipxq “ Cipxq “ x si x R Si.
Ainsi Ci “ Di pour tout i, ce qui achève la démonstration.

5.3.3. Commentaires et premiers exemples. — Soit X un ensemble fini et soit σ une
permutation appartenant à SX .
5.3.3.1. — La proposition 5.3.2 assure que σ possède une écriture comme produit de
cycles à supports deux à deux disjoints. Cette écriture n’est unique qu’à permutation
des cycles près ; mais comme le produit de permutations à supports deux à deux
disjoints est commutatif (5.3.1.3), on ne pouvait espérer mieux.

Pour alléger un peu l’expression, cette écriture sera simplement appelée la
décomposition en cycles de la permutation.
5.3.3.2. Les cas triviaux. — Si σ “ IdX , sa décomposition en cycles est le produit
vide de cycles. Si σ est un cycle, sa décomposition en cycles est tout simplement σ.
5.3.3.3. — On ne fait plus d’hypothèse particulière sur σ. Soit C1 . . . Cr sa
décomposition en cycles. Pour tout i, notons ℓi la longueur de Ci.

Le support de σ est la réunion des supports des Ci (5.3.1.3).
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Comme les Ci commutent deux à deux d’après loc. cit., on a pour tout entier m
l’égalité σm “ Cm1 C

m
2 . . . Cmr pour tout m. Par ailleurs si m est un entier, le support

de Cmi est contenu pour tout i dans le support de Ci ; les Cmi sont donc à supports
deux à deux disjoints, et il résulte alors de loc. cit. que σm “ Id si et seulement si
Cmi “ Id pour tout i. L’ordre de σ est par conséquent égal au PPCM des ordres des
Ci, c’est-à-dire au PPCM des ℓi.
5.3.4. L’algorithme de décomposition : description théorique. — Soit σ une
permutation d’un ensemble fini X. Pour obtenir sa décomposition en cycles, on
suit peu ou prou la preuve de l’existence de cette décomposition. Donnons quelques
précisions.

Introduisons tout d’abord une notation. Si x est un élément de X qui n’est pas
un point fixe de σ, le plus petit entier d ą 0 tel que σdpxq “ x (qu’on obtient en
appliquant σ de façon répétée jusqu’à retomber sur x) est ě 2, et pxσpxq . . . , σd´1pxqq

est un cycle, noté Cpxq.
Pour obtenir l’écriture cherchée de σ on procède alors comme suit. si σ “ Id, il n’y

a rien à faire. Sinon, il existe x tel que σpxq ‰ x, et on construit récursivement une
suite finie px1, . . . , xrq, constituée de points qui n’appartiennent pas à Fix σ, par le
procédé suivant. On pose x1 “ x. Si x1, . . . , xi ont été construits on distingue deux
cas : ou bien σpxq “ x pour tout x en dehors de

Ť

1ďjďi SupppCpxjqq, et on arrête ;
ou bien il existe un élément y en dehors de

Ť

1ďjďi SupppCpxjqq tel que σpyq ‰ y, et
l’on pose xi`1 “ y.

L’écriture cherchée est alors σ “ Cpx1qCpx2q . . . Cpxrq.

Exemple 5.3.5. — Soit σ P S15 la permutation donnée par le tableau des valeurs
suivant :

ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
5 8 7 11 9 6 12 4 2 13 3 1 14 10 15

˙

.

L’élément 1 n’est pas fixe. Le cycle Cp1q est égal à

p 1 5 9 2 8 4 11 3 7 12 q.

L’élément 10 n’appartient pas au support de Cp1q, et n’est pas fixe sous σ. Le cycle
Cp10q est égal à

p 10 13 14 q.

Le complémentaire de SupppCp1qq Y SupppCp2qq est égal à t6, 15u, et 6 et 15
appartiennent tous deux à Fixpσq. L’algorithme s’arrête donc, et la décomposition
en cycles de σ est par conséquent

p 1 5 9 2 8 4 11 3 7 12 q p 10 13 14 q.

L’ordre de σ est dès lors égal à PPCM(10,3)=30.

Remarque 5.3.6. — Observez à quel point cette méthode est efficace pour obtenir
l’ordre, en regard de l’algorithme brutal qui consisterait à calculer les puissances
successives de σ.
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Notation 5.3.7. — Soit X un ensemble fini et soit σ P SX . Soit C1 . . . Cr la
décomposition de σ en cycles. Pour tout entier ℓ on désigne par epσ, ℓq le cardinal
de l’ensemble des indices i compris entre 1 et r tels que Ci soit de longueur ℓ (ce n’est
pas une notation standard) ; on a epσ, ℓq “ 0 pour presque tout ℓ.

Proposition 5.3.8 (Classes de conjugaison de SX). — Soit X un ensemble fini
et soient σ et τ deux éléments de SX . Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) les éléments σ et τ de SX sont conjugués ;
(ii) on a epσ, ℓq “ epτ, ℓq pour tout ℓ.

Démonstration. — Écrivons σ comme un produit C1 . . . Cr de cycles à supports deux
à deux disjoints ; pour tout i, on note ℓi la longueur de Ci, et l’on choisit une écriture
pai1 . . . aiℓi

q de Ci.
Supposons que σ et τ soient conjugués. Il existe alorsϖ P SX telle que τ “ ϖσϖ´1.

Pour tout i on pose Di “ ϖCiϖ
´1. On a τ “ D1 . . . Dr. Il résulte de 5.2.3.4 que

Di “ pϖpai1q . . . ϖpaiℓi
qq pour tout i ; c’est un cycle de longueur ℓi et de support

ϖpSupppCiqq. Les Di sont donc des cycles à supports deux à deux disjoints (ϖ est
injective) ; puisque chacun d’eux a pour longueur ℓi, on a epτ, ℓq “ epσ, ℓq pour tout
ℓ.

Réciproquement, supposons que epτ, ℓq “ epσ, ℓq pour tout ℓ. Soit D1 . . . Ds

l’écriture de τ comme produit de cycles à supports deux à deux disjoints. Notre
hypothèse signifie que s “ r et que l’on peut renuméroter les Di de sorte que Di soit
de longueur ℓi pour tout i. Choisissons pour tout i une écriture pbi1 . . . biℓi

q de Di. Les
aij sont deux à deux distincts, et les bij aussi. La formule aij ÞÑ bij définit donc sans
ambiguïté une bijection de taiju sur tbiju, que l’on prolonge arbitrairement en une
permutation ϖ P SX . On a alors ϖiϖ

´1 “ Di pour tout i (toujours d’après 5.2.3.4) ;
il vient ϖσϖ´1 “ τ .

5.3.9. — Soit X un ensemble, soit ℓ un entier ě 2 et soit C “ pa1 . . . aℓq un cycle de
longueur ℓ de SX . On vérifie immédiatement l’égalité

C “ pa1a2qpa2a3q . . . paℓ´2aℓ´1qpaℓ´1aℓq.

Le cycle C est donc le produit de ℓ´ 1 transpositions.
Supposons de plus que X est fini. Dans ce cas tout élément de SX est un produit de

cycles (que l’on peut même choisir à supports deux à deyx disjoints), et est donc par ce
qui précède un produit de transpositions. Cette écriture est loin d’être unique dès que
|X| ě 2, par exemple parce que l’identité est égal au produit vide de transpositions,
mais aussi à pxyqpxyq si x et y sont deux éléments distincts de X (si vous n’aimez
pas ça, vous pouvez «décaler» cet exemple et remarquer que pxyq “ pxyqpxyqpxyq).
Nous verrons toutefois à la section suivante que les différentes écritures d’une même
permutation comme produit de transpositions font toutes intervenir le même nombre
de transpositions modulo 2.

5.4. Signature d’une permutation. — Nous allons maintenant définir pour tout
ensemble fini X un morphisme de groupes de SX dans t´1, 1u appelé la signature. Il
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y a différentes façons de procéder ; nous présentons ici celle de Bourbaki, concise et
très astucieuse.
5.4.1. Construction de la signature sur Sn. — Soit n un entier. Pour tout σ P Sn, il
existe un unique morphisme d’anneaux de ZrX1, . . . , Xns dans lui-même qui envoie Xi

sur Xσpiq pour tout i. On le note P ÞÑ σ ¨P . On vérifie immédiatement (il suffit de s’en
assurer sur chacun des Xi) que Id ¨ P “ P pour tout P , et que σ ¨ pτ ¨ P q “ pστq ¨ P
pour tout pσ, τ, P q ; on a ainsi défini une opération de Sn sur ZrX1, . . . , Xns par
automorphismes d’anneaux.
5.4.1.1. — Soit ∆ l’élément

ś

iăjpXj ´Xiq de ZrX1, . . . , Xns. On a

∆2 “
ź

iăj

pXj ´Xiq
2 “

ź

iăj

p´1qpXj ´XiqpXi ´Xjq “ p´1qnpn´1q{2
ź

i‰j

pXi ´Xjq.

Cette dernière écriture montre que ∆2 est invariant par permutation des
indéterminées, c’est-à-dire que σ ¨ p∆2q “ ∆2 pour tout σ P Sn.
5.4.1.2. — Soit σ P Sn. On a ∆2 “ σ ¨ p∆2q “ pσ ¨ ∆q2. Comme ZrX1, . . . , Xns est
intègre, il s’ensuit qu’il existe εpσq P t´1, 1u tel que σ ¨ ∆ “ εpσq∆.
5.4.1.3. — Soient σ et τ P Sn. On a

εpστq∆ “ pστq ¨ ∆
“ σ ¨ pτ ¨ ∆q

“ σ ¨ pεpτq∆q

“ εpτqσ ¨ ∆
“ εpτqεpσq∆.

En utilisant encore l’intégrité de ZrX1, . . . , Xns (et la commutativité de t´1, 1u)
on voit que εpστq “ εpσqεpτq. Par conséquent, ε est un morphisme de groupes de Sn

vers t´1, 1u, appelé la signature.

Proposition-définition 5.4.2. — Soit X un ensemble fini de cardinal n et soit Φ
une bijection de X sur t1, . . . , nu. Le morphisme de groupes

SX Ñ t´1, 1u

σ ÞÑ εpΦσΦ´1q

ne dépend pas de Φ. On le note le plus souvent encore ε, et on l’appelle encore la
signature.

Démonstration. — Soit Ψ une (autre) bijection de X sur t1, . . . , nu. Soit σ P SX . On
a

ΨσΨ´1 “ pΨΦ´1qΦσΦ´1pΦΨ´1q “ τpΦσΦ´1qτ´1,

où τ désigne la bijection ΨΦ´1 de t1, . . . , nu sur lui-même. Les permutations ΦσΦ´1 et
ΨσΨ´1 sont donc conjugées dans Sn ; par conséquent, leurs images par le morphisme ε
sont conjuguées dans t´1, 1u (remarque 2.7.6), et finalement égales puisque ce dernier
est abélien.
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Remarque 5.4.3. — Lorsque X “ t1, . . . , nu, on retrouve bien la signature ε définie
au 5.4.1.3 (prendre Φ “ Idt1,...,nu) ; nos choix en matière de terminologie et de notation
sont donc cohérents.

Exemple 5.4.4 (signature d’une transposition). — Soit X un ensemble fini et
soit τ “ px yq une transposition de X.

Choisissons une bijection Φ de X sur t1, . . . , nu qui envoie x sur 1 et y sur 2. On a

εpτq “ εpΦpx yqΦ´1q “ εpp1 2qq.

Il reste à calculer ce dernier terme, en reprenant la définition de ε : Sn Ñ t´1, 1u

donnée au 5.4.1.3.
On a

∆ “
ź

iăj

pXj ´Xiq

“ pX2 ´X1q
ź

ją2
pXj ´X1q

ź

ją2
pXj ´X2q

ź

jąią2
pXj ´Xiq.

L’application p1 2q remplace pX2 ´ X1q par pX1 ´ X2q, échange les deux facteurs
ś

ją2pXj ´ X1q et
ś

ją2pXj ´ X2q, et laisse invariant le produit
ś

jąią2pXj ´ Xiq.
Par conséquent p1 2q ¨ ∆ “ ´∆ ; ainsi, εpp1 2qq “ ´1. Il s’ensuit que εpτq “ ´1.

5.4.5. Signature et décomposition en produit de transpositions. — Soit X un
ensemble fini et soit σ P SX . On sait d’après 5.3.9 qu’elle s’écrit comme un produit
τ1τ2 . . . τr de transpositions. Il résulte alors de l’exemple 5.4.4 que εpσq “ p´1qr. En
particulier, la classe de r modulo 2 ne dépend pas de l’écriture τ1 . . . τr choisie.

On dit que σ est paire (resp. impaire) si sa signature est 1 (resp. ´1). Par ce qui
précède, σ est pâire (resp. impaire) si et seulement si elle s’écrit comme le produit
d’un nombre pair (resp. impair) de transpositions.
5.4.6. Calcul de la signature en général. — Soit X un ensemble fini. Soit C un cycle
de SX et soit ℓ sa longueur. On a vu au 5.3.9 que C s’écrit comme un produit de
ℓ´ 1 transpositions. On déduit alors de 5.4.5 que εpCq “ p´1qℓ´1.

Soit maintenant σ une permutation quelconque de SX . Soit C1 . . . Cs la
décomposition de σ en cycles. Pour tout i, notons ℓi la longueur de Ci. Il résulte
de ce qui précède que

εpσq “
ź

i

p´1qℓi´1 “ p´1q
ř

i ℓi´r.

En pratique, on calcule le plus souvent la signature d’une permutation en effectuant
sa décomposition en cycles et en appliquant la formule ci-dessus. Par exemple,
supposons que X “ t1, . . . , 15u et soit σ la permutation

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
7 15 1 2 8 11 9 10 6 14 3 4 5 12 13 .

Sa décomposition en cycles est
`

1 7 9 6 11 3
˘ `

2 15 13 5 8 10 14 12 4
˘

.
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Il vient εpσq “ p´1q6`9´2 “ ´1.
5.4.7. — Soit X un ensemble fini et soit n son cardinal. On note AX le sous-groupe
distingué Kerε de SX (c’est donc l’ensemble des permutations paires de X).

Si n “ 0 ou n “ 1 alors SX “ tIdu, l’image de ε est t1u et AX “ tIdu.
Si n ě 2 alors ε est surjective, puisque px yq est de signature p´1q pour tout couple

px, yq d’éléments distincts de X. Par conséquent, AX est d’indice 2 et |AX | “
n!
2 .

5.4.8. — Nous allons maintenant décrire les groupes S3,A3,S4 et A4 en donnant la
liste de leurs permutations, présentées via leurs décompositions en cycles.

‚ Liste des éléments de S3 selon la nature de leur décomposition.

˛ Produit vide de cycles : Id.
˛ Transpositions : p12q, p13q, p23q.
˛ 3-cycles : p123q, p132q.

‚ Liste des éléments de A3 : Id, p123q, p132q.
‚ Liste des éléments de S4 selon la nature de leur décomposition.

˛ Produit vide de cycles : Id.
˛ Transpositions : p12q, p13q, p14q, p23q, p24q, p34q.
˛ 3-cycles : p234q, p243q, p134q, p143q, p124q, p142q, p123q, p132q.
˛ 4-cycles : p1234q, p1243q, p1324q, p1342q, p1423q, p1432q.
˛ Produits de 2 transpositions : p12qp34q, p13qp24q, p14qp23q.

‚ Liste des éléments de A4 :
Id, p234q, p243q, p134q, p143q, p124q, p142q, p123q, p132q, p12qp34q, p13qp24q, p14qp23q.

5.5. Quelques isomorphismes exceptionnels. — Nous allons pour terminer ce
chapitre exhiber quelques isomorphismes entre certains groupes de permutations
et certains groupes linéaires (sur un corps fini). Ces isomorphismes sont dits
exceptionnels car ils ne s’inscrivent dans aucune série systématique ; ce sont en
quelques sorte d’heureuses coïncidences en petit cardinal et basse dimension.
5.5.1. Un calcul de cardinal. — Soit p un nombre premier et soit n un entier ě 1.
Se donner une matrice appartenant à GLnpFpq revient à choisir une première colonne
non nulle (il y a pn ´ 1 choix), puis une seconde colonne qui n’est pas dans la droite
engendrée par la première (ce qui fait pn ´ p choix), puis une troisième colonne qui
n’est pas dans le plan engendré par les deux premières (ce qui fait pn ´p2 choix), etc.
Par conséquent,

|GLnpFpq| “ ppn ´ 1qppn ´ pqppn ´ p2q . . . ppn ´ pn´1q.

5.5.2. Une remarque générale. — On désigne toujours par p un nombre premier. On
identifie GL2pFpq à GLpF2

pq. L’action tautologique de GL2pFpq sur F2
p en induit une

sur l’ensemble P1pFpq des droites vectorielles de F2
p, d’où un morphisme de GL2pFpq

dans SP1pFpq. Son noyau est l’ensemble des bijections linéaires u de F2
p dans lui-même
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telles que upDq “ D pour toute droite vectorielle D de F2
p, c’est-à-dire encore telles

que upvq soit colinéaire à v pour tout vecteur v de F2
p. On vérifie facilement (faites

l’exercice !) que cette dernière condition est satisfaite si et seulement si u est une
homothétie (de rapport nécessairement non nul, puisque u est bijective). Autrement
dit, le noyau du morphisme GL2pFpq Ñ SP1pFpq considéré ici est tλI2uλPFˆ

p
. Ce

morphisme induit donc un morphisme injectif PGL2pFpq ãÑ SP1pFpq (rappelons que
par définition, PGL2pFpq est le quotient de GL2pFpq par tλI2uλPFˆ

p
; cf. la remarque

2.15.3).
L’ensemble P1pFpq s’identifie par ailleurs à FpYt8u (4.3.13) ; il est donc de cardinal

p`1. En en choisissant une numérotation arbitraire, on obtient ainsi par ce qui précède
un morphisme injectif PGL2pFpq ãÑ Sp`1.
5.5.3. L’isomorphisme GL2pF2q » S3. — En appliquant la construction précédente
lorsque p “ 2, on obtient un morphisme injectif φ : PGL2pF2q ãÑ S3. Mais puisque
Fˆ

2 “ t1u, le quotient PGL2pF2q est simplement GL2pF2q. De plus, en vertu de 5.5.1,
on a |GL2pF2q| “ p22 ´ 1qp22 ´ 2q “ 6 ; les groupes GL2pF2q et S3 ont donc même
cardinal. Par conséquent, le morphisme injectif φ est un isomorphisme.
5.5.4. L’isomorphisme PGL2pF3q » S4. — En appliquant la construction
précédente lorsque p “ 3, on obtient un morphisme injectif ψ : PGL2pF3q ãÑ S4.
De plus, en vertu de 5.5.1 on a |GL2pF3q| “ p32 ´ 1qp32 ´ 3q “ 48 ; et comme
Fˆ

3 “ t´1, 1u, on en déduit que le quotient PGL2pF3q est de cardinal 48{2 “ 24.
Les groupes PGL2pF3q et S4 ont donc même cardinal. Par conséquent, le morphisme
injectif ψ est un isomorphisme.
5.5.5. Le plongement de PGL5 dans S6. — En appliquant la construction
précédente lorsque p “ 5, on obtient un morphisme injectif χ : PGL2pF5q ãÑ S6.

Le morphisme χ n’est pas surjectif. En effet, en vertu de 5.5.1 on a l’égalité
|GL2pF5q| “ p52 ´ 1qp52 ´ 5q “ 480 ; et comme Fˆ

5 “ t´2,´1, 1, 2u, on en déduit
que le quotient PGL2pF5q est de cardinal 480{4 “ 120. Le cardinal de S6 étant égal
à 720, χ ne peut être surjectif.

Remarque 5.5.6. — On peut démontrer que PGL5 » S5. Mais le morphisme χ ci-
dessus n’est pas l’un des plongements standard de S5 dans S6, consistant à identifier
S5 au stabilisateur d’un entier n P t1, . . . , 6u (un tel stabilisateur est canoniquement
isomorphe à St1,...,6uztnu, et donc non canoniquement isomorphe à S5). Pour le voir,
on remarque que l’action de S5 sur t1, . . . , 6u fournie par un tel plongement possède
par construction un point fixe. Or l’action de S5 sur P1pF5q qui définit χ est sans
point fixe ; en effet, si D est une droite vectorielle de F2

5 il existe toujours une bijection
linéaire u de F2

5 sur lui-même telle que upDq ‰ D.
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6. Le produit semi-direct

6.1. Le produit semi-direct interne. — Dans cette section, nous allons
introduire et étudier le produit semi-direct. On peut y penser comme à une variante
non (nécessairement) commutative de la somme directe de deux groupes abéliens ;
comme cette dernière, le produit semi-direct se décline en deux versions, l’une interne
et l’autre externe. Nous allons commencer par la version interne, que nous définirons
après quelques préliminaires.
6.1.1. Sous-groupe engendré par deux sous-groupes. — Soit G un groupe et soient
H et F deux sous-groupes de G. Comme H et F sont stables par inversion, on a
pH Y F q´1 “ H Y F . Le sous-groupe ă H Y F ą de G est en conséquence constitué
des produits finis d’éléments de H Y F . Puisque le produit de deux éléments de H
(resp. F ) appartient à H (resp. F ), tout produit fini d’éléments de HYF peut s’écrire
en faisant alterner un élément de H et un élément de F . De plus, quitte à rajouter
l’élément neutre (qui appartient à H et à F ) au début et/ou à la fin d’un tel produit,
on peut toujours supposer qu’il porte sur une famille non vide, et qu’il commence
(resp. se termine) par un élément de H (resp. de F ). Autrement dit, ă H Y F ą est
l’ensemble des éléments de G qui sont de la forme h1f1 . . . hrfr où r ě 1 et où hi
(resp. fi) appartient à H (resp. F ) pour tout i.

Nous noterons HF le sous-ensemble de G formé des éléments qui peuvent s’écrire
comme un produit hf avec h P H et f P F . Il est clair que HF est contenu dans
xH Y F y, mais cette inclusion est stricte en général ; notez bien que HF n’a aucune
raison d’être un sous-groupe de G, car il n’est a priori stable ni par l’inversion, ni par
le produit.

Lemme 6.1.2. — Soit G un groupe et soient H et F deux sous-groupes de G avec
H ◁G. On a l’égalité ă H Y F ą“ HF .

Démonstration. — Il suffit de montrer que ă H Y F ą est contenu dans HF . Soit r
un entier non nul et soient h1, . . . , hr (resp. f1, . . . , fr) des éléments de H (resp. F ).
Nous allons prouver par récurrence sur r que h1f1 . . . hrfr P HF , ce qui établira le
lemme.

Pour r “ 1 c’est évident. On suppose donc r ą 1 et l’assertion établie pour r ´ 1.
En vertu de l’hypothèse de récurrence, h1f1 . . . hr´1fr´1 P HF ; il existe donc h0 dans
H et f0 dans F tels que h1f1 . . . hr´1fr´1 “ h0f0. Dès lors

h1f1 . . . hrfr “ h0f0hrfr “ h0f0hrf
´1
0 f0fr “ hf,

où l’on a posé h “ h0f0hrf
´1
0 et f “ f0fr. Comme H est distingué dans G, f0hrf

´1
0

appartient à H, d’où il découle que h P H. Il est par ailleurs clair que f P F , et
h1f1 . . . hrfr “ hf appartient de ce fait à HF .

6.1.3. Définition du produit semi-direct interne. — Soit G un groupe et soient H et
F deux sous-groupes de G. On suppose que le sous-groupe H est distingué dans G,
que HXF “ teu, et que ă HYF ą“ G, cette dernière hypothèse pouvant se réécrire
HF “ G d’après le lemme 6.1.2 ci-dessus.
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6.1.3.1. — Comme HF “ G, tout élément de G a une écriture de la forme hf
avec h P H et f P F . Montrons qu’une telle écriture est unique. Supposons donc que
h1f1 “ h2f2, où h1 et h2 appartiennent àH, et f1 et f2 à F . On a alors h´1

1 h2 “ f1f
´1
2 .

Le terme de gauche est un élément de H, celui de droite un élément de F . Comme
HXF “ teu, ces termes sont tous deux égaux à e ; en conséquence, h1 “ h2 et f1 “ f2.
6.1.3.2. — Tout élément de G a donc une unique écriture de la forme hf avec h P H
et f P F . On se propose maintenant de comprendre l’effet de la loi de groupe de
G sur ce type de décomposition. Pour cela, il est commode d’introduire la notation
suivante : si f P F , on désignera par φpfq l’automorphisme h ÞÑ fhf´1 de H (que
cette formule définisse un automorphisme de H résulte du fait que ce dernier est
distingué) ; l’application φ est un morphisme de groupes de F dans Aut H.

Soient h P H et f P F . On peut écrire fh “ fhf´1f “ φpfqphqf . Notons que
fh “ hf si et seulement si φpfqphq “ h. Le morphisme φ mesure donc en un sens le
défaut de commutation des sous-groupes H et F de G : il est trivial (i.e. φpfq “ IdH
pour tout f P F ) si et seulement si hf “ fh pour tout couple ph, fq P H ˆ F . La loi
de groupe de G peut maintenant se décrire facilement. Prenons deux éléments h1 et
h2 de H, et deux éléments f1 et f2 de F . De l’égalité f1h2 “ φpf1qph2qf1 il vient :

p˚q h1f1h2f2 “ ph1φpf1qph2q
loooooomoooooon

PH

qp f1f2
loomoon

PF

q.

On dit que G est le produit semi-direct interne de H et F , et que F opère sur H
via φ. Il est immédiat, au vu des égalités ci-dessus, que φ est trivial si et seulement
si l’on a h1f1h2f2 “ h1h2f1f2 pour tout ph1, h2, f1, f2q P H2 ˆ F 2 ; si c’est le cas, on
dit que G est le produit direct interne de H et F .
6.1.4. Un critère utile. — Soient n et m deux entiers premiers entre eux, soit G un
groupe de cardinal nm, soit H un sous-groupe distingué de G de cardinal n, et soit F
un sous-groupe de G de cardinal m. On est alors dans la situation décrite ci-dessus.
En effet, F X H est à la fois un sous-groupe de H et un sous-groupe de F , donc
son cardinal est un diviseur commun à n et m ; il est en conséquence égale à 1, ce
qui signifie que H X F “ teu. De plus, HF est un sous-groupe de G qui contient H
et F ; son cardinal est de ce fait multiple de m et de n, et partant multiple de nm
puisque PGCDpn,mq “ 1. Comme le cardinal de G est égal à mn, on a nécessairement
G “ HF .

6.2. Le produit semi-direct externe. — Soient H et F deux groupes, et soit φ
un morphisme de groupes de F dans Aut H. On se propose de construire un groupe G
contenant F (resp. H) comme sous-groupe (resp. comme sous-groupe distingué), tel
que HXF “ teu, que HF “ G, et que pour tout ph, fq P HˆF l’on ait fh “ φpfqphqf ,
ou φpfqphq “ fhf´1 si l’on préfère ; on diposera alors de la formule p˚q vue au 6.1.3.2.

Remarque 6.2.1. — L’expression « on se propose de construire un groupe G
contenant H et F ... » constitue un abus de langage. Ce que l’on va en réalité chercher
à fabriquer, c’est un groupe G muni de deux morphismes injectifs i : H ãÑ G et
j : F ãÑ G, tels que les propriétés énoncées ci-dessus soient satisfaites modulo les
identifications respectives de H à ipHq et de F à jpF q. Cela signifie précisément que
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les assertions suivantes devront être vérifiées (le lecteur conviendra aisément avec nous
que le caractère rebutant de la seconde justifie l’abus commis ci-dessus) :

˛ ipHq est distingué, ipHq X jpF q “ teu et G “ ipHqjpF q ;
˛ pour tout ph, fq P H ˆ F , on a jpfqiphq “ ipφpfqphqqjpfq.

6.2.2. La construction. — Pour construire G (ainsi que les injections i et j), on
se contente essentiellement de décalquer la formule p˚q de 6.1.3.2. On définit donc
G comme étant l’ensemble produit H ˆ F , et on le munit d’une loi interne, notée
multiplicativement, en posant

ph1, f1qph2, f2q “ ph1φpf1qph2q, f1f2q

pour tout ph1, h2, f1, f2q P H2 ˆ F 2.
On vérifie (c’est un tout petit peu fastidieux, mais sans aucune difficulté) que l’on

a bien ainsi construit un groupe ; son élément neutre est pe, eq. Soit ph1, h2, f1, f2q

appartenant à H2 ˆ F 2. Il est immédiat que ph1, eqph2, eq “ ph1h2, eq et que
pe, f1qpe, f2q “ pe, f1f2q. Ceci montre que l’application i (resp. j) qui envoie un élément
h de H (resp. un élément f de F ) sur ph, eq (resp. pe, fq) est un morphisme de groupes,
trivialement injectif. Notons que ipHq (resp. jpF q est l’ensemble des éléments de G
de la forme ph, eq (resp. pe, fq) avec h P H (resp. f P F ).

Il reste à s’assurer que les conditions énoncées à la remarque 6.2.1 sont remplies.
Il résulte immédiatement de la définition de la loi de groupe définie sur H ˆ F que
ph, fq ÞÑ f est un morphisme de G dans F . Son noyau est visiblement égal à ipHq,
lequel est par conséquent distingué ; l’égalité ipHqXjpF q “ teu est triviale ; si h (resp.
f) appartient à H (resp. F ), alors ph, fq “ ph, eqpe, fq dans G, et l’on a donc bien
G “ ipHqjpF q ; de plus,

jpfqiphq “ pe, fqph, eq “ pφpfqphq, fq “ pφpfqphq, eqpe, fq “ ipφpfqphqqjpfq.

Le groupe G (muni des injections i et j) jouit donc de toutes les propriétés requises.
On l’appelle produit semi-direct (externe) de H et F relativement à φ, et on le
note H ¸φ F . Si φ est trivial, on retrouve le groupe produit habituel, que l’on note
simplement H ˆ F .

Remarque 6.2.3. — Dans un certain nombre de cas, on a réellement intérêt, pour
des raisons de confort psychologique, à penser au produit semi-direct en les termes un
peu abusifs utilisés au début de ce paragraphe, c’est-à-dire à oublier la construction
et les injections i et j, et à le voir comme un groupe contenant H et F , dans lequel
chaque élément a une unique écriture sous la formes hf , et dont la loi est décrite par la
formule p˚q de 6.1.3.2 (et se retrouve à partir de l’égalité fh “ φpfqphqf , un peu plus
simple à retenir) ; toutefois dans d’autres circonstances, il peut être recommandé de
travailler avec les couples ph, fq ; c’est par exemple plus prudent si F “ H, situation
dans laquelle il faut être particulièrement soigneux pour éviter toute confusion.

Remarque 6.2.4. — Mentionnons une différence fondamentale entre le produit
semi-direct interne et le produit semi-direct externe.

˛ Dans le cas interne, le morphisme φ : F Ñ Aut H est imposé par la situation,
il est égal à f ÞÑ ph ÞÑ fhf´1q.



68 ANTOINE DUCROS

˛ Dans le cas externe, le morphisme φ est donné a priori, et l’on construit G de
sorte que φpfq “ h ÞÑ fhf´1 pour tout f P F ; d’une certaine manière, on force
φpfq à être la restriction à H de l’automorphisme intérieur de G associé à f .

6.2.5. Liens avec le produit semi-direct interne. — Donnons-nous comme au 6.2, un
groupe G, et deux sous-groupes H et F de G tels que H ◁G, que H et F engendrent
G, et que H X F “ teu. Soit φ le morphisme de F dans Aut H qui envoie f sur
h ÞÑ fhf´1. Les résultats de 6.1.3.2 peuvent alors, à la lumière de ce qui précède, se
récrire comme suit : l’application ph, fq ÞÑ hf établit un isomorphisme entre H ¸φ F
et G .
6.2.6. Produits semi-direct et isomorphismes. — Mentionnons un fait que nous
utiliserons implicitement de façon répétée tout au long de ce texte. Soient G et H
deux groupes, et soit φ un morphisme de H dans Aut G. Soient G1 et H 1 deux
groupes, et soient i : G » G1 et j : H » H 1 deux isomorphismes. Soit φ1 l’application
h ÞÑ i˝φpj´1phqq˝i´1 de H 1 dans Aut G1. C’est un morphisme de groupes, caractérisé
par le fait que φ1pjphqqpipgqq “ ipφphqpgqq pour tout ph, gq P HˆG ; en termes un peu
plus imagés, φ1 est le morphisme correspondant à φ si l’on identifie G à G1 via i et
H à H 1 via j. Nous laissons le lecteur vérifier que l’application pgnhq ÞÑ pipgq, jphqq

établit un isomorphisme entre G¸φ H et G1 ¸φ1 H 1.

6.2.7. Produits semi-directs de deux groupes cycliques. — Soient n et m deux entiers
strictement positifs. Nous nous proposons de décrire tous les produits semi-directs de
la forme Z{nZ ¸φ Z{mZ. Pour tout a P Z{nZ on notera ha l’endomorphisme x ÞÑ ax
de Z{nZ.
6.2.7.1. — Rappelons (3.5.8) que a ÞÑ ha induit un isomorphisme de groupes de
pZ{nZqˆ sur Aut Z{nZ. Par ailleurs, il résulte de 3.5.5 que se donner un morphisme
de groupes φ de Z{mZ dans Aut Z{nZ revient à se donner un élément u de m-torsion
de Aut Z{nZ, le lien entre les deux étant le suivant : on a u “ φp1q ; on a φprq “ ur

pour tout r P Z.
En combinant les deux remarques qui précèdent, on voit que se donner un

morphisme de groupes φ de Z{mZ dans Aut Z{nZ revient à se donner un élément
a de m-torsion de pZ{nZqˆ, le lien entre les deux étant le suivant : on a a “

φp 1
loomoon

mod m

qp 1
loomoon

mod n

q ; on a φp r
loomoon

mod m

qpxq “ arx pour tout r P Z et tout x P Z{nZ.

Pour tout élément a d’ordre m de pZ{nZqˆ, on notera φa le morphisme de Z{mZ
dans Aut Z{nZ qui correspond à a.
6.2.7.2. — Par ce qui précède, les produits semi-directs de la forme Z{nZ ¸φ Z{mZ
sont exactement les Z{nZ¸φa Z{mZ pour a parcourant l’ensemble des éléments de m-
torsion de pZ{nZqˆ. Fixons un tel a. Le groupe Z{nZ ¸φa

Z{mZ est alors l’ensemble
Z{nZ ˆ Z{mZ, et sa loi interne est donnée par la formule

pu, rq ¨ pv, sq “ pu` arv, r ` sq.

Si a “ 1 on retrouve bien entendu le produit direct Z{nZ ˆ Z{mZ qui est abélien.
Si a ‰ 1 alors Z{nZ ¸φa

Z{mZ n’est pas abélien puisque φa est alors non trivial, cf.
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la discussion au 6.1.3.2 ; on peut aussi directement constater que sous cette hypothèse

p1, 0q ¨ p0, 1q “ p1, 1q ‰ pa, 1q “ p0, 1q ¨ p1, 0q.

En particulier, Z{nZ ¸φa Z{mZ n’est pas isomorphe à Z{nZ ¸φ1
Z{mZ dès que

a ‰ 1. Mais précisons que Z{nZ ¸φa Z{mZ et Z{nZ ¸φb
Z{mZ peuvent très bien être

isomorphes sans que a soit égal à b,cf. l’exemple 6.2.8 ci-dessous.
6.2.7.3. — L’élément ´1 de pZ{nZqˆ est de 2-torsion ; il donne donc lieu à un produit
semi-direct pZ{nZq¸φ

p´1q
Z{2Z, qui est souvent noté Dn et est appelé le groupe diédral

de rang n. Son cardinal est 2n. Son ensemble sous-jacent est Z{nZ ˆ Z{2Z et sa loi
interne est donnée par la formule

pu, rq ¨ pv, sq “ pu` p´1qrv, r ` sq.

Si n ě 3 alors ´1 ‰ 1 dans Z{nZ et Dn n’est donc pas abélien, cf. 6.2.7.2 ci-dessus.
Par contre 1 “ ´1 dans Z{2Z ; le groupe diédral D2 est par conséquent le produit

direct Z{2Z ˆ Z{2Z.
6.2.7.4. — Supposons que m est premier au cardinal Φpnq de pZ{nZqˆ. Dans ce cas
tout élément de m-torsion de pZ{nZqˆ est trivial ; le seul produit semi-direct de la
forme Z{nZ ¸φ Z{mZ est donc le produit direct Z{nZ ˆ Z{mZ.

C’est par exemple le cas si n “ 3 et m “ 5, car Φp3q “ 2.

Exemple 6.2.8. — Nous allons décrire tous les produits semi-directs de la forme
Z{7Z ¸φ Z{3Z. Le groupe pZ{7Zqˆ est égal à t´3,´2,´1, 1, 2, 3u ; il est cyclique
(corollaire 3.8.6). On a 2 ‰ 1 et 23

“ 8 “ 1. En conséquence, 2 est d’ordre 3, et
x2y “ t1, 2, 4u est donc l’unique sous-groupe de cardinal 3 de pZ{7Zqˆ, qui est aussi
le groupe des éléments de 3-torsion de pZ{7Zqˆ. Les produits semi-directs cherchés
sont en conséquence les suivants.

(1) Le produit Z{7Z ¸φ1
Z{3Z “ Z{7Z ˆ Z{3Z » Z{21Z.

(2) Le produit Z{7Z ¸φ2
Z{3Z. Son ensemble sous-jacent est Z{7Z ˆ Z{3Z et sa loi

interne est donnée par la formule

pu, rq ¨ pv, sq “ pu` 2rv, r ` sq.

(3) Le produit Z{7Z ¸φ4
Z{3Z. Son ensemble sous-jacent est Z{7Z ˆ Z{3Z et sa loi

interne est donnée par la formule

pu, rq ¨ pv, sq “ pu` 4rv, r ` sq.

On a vu en 6.2.7.2 que Z{7Z ¸φ2
Z{3Z et Z{7Z ¸φ4

Z{3Z sont tous deux non
abéliens, et en particulier tous deux non isomorphes au produit direct Z{7Z ˆ Z{3Z.
Mais le lecteur est invité à vérifier que pu, rq ÞÑ pu, 2rq définit un isomorphisme de
groupes de Z{7Z ¸φ2

Z{3Z sur Z{7Z ¸φ4
Z{3Z, de réciproque donnée par la même

formule.
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6.2.9. Compléments : interprétation géométrique du groupe diédral. — Identifions C
à R2, fixons un entier n ě 2 et notons Γ le sous-groupe de Cˆ formé des racines n-
ièmes de l’unité dans C (notez que si n ě 3 alors Γ est l’ensemble des sommets d’un
polygone régulier à n côtés) ; le morphisme de groupes k ÞÑ e2ikπ{n de Z dans Γ passe
au quotient modulo n et induit un isomorphisme Z{nZ » Γ. Soit G le groupe des
isométries affines g de R2 qui stabilisent Γ, c’est-à-dire telles que gpΓq “ Γ, ou encore
telles que gpΓq Ă Γ (puisque Γ est fini, cf. 4.3.4.2).
6.2.9.1. — Comme l’origine O est l’isobarycentre de Γ, toutes les isométries de G
fixent O ; autrement dit, elles sont linéaires. Une isométrie R-linéaire de C est de la
forme z ÞÑ uz ou z ÞÑ uz, avec |u| “ 1 ; elle est directe dans le premier cas, indirecte
dans le second, et u est uniquement déterminé dans les deux cas (c’est l’image de 1).
Une isométrie de la forme z ÞÑ uz ou z ÞÑ uz fixe Γ si et seulement si u P Γ : c’est
en effet clairement suffisant, et on voit que c’est nécessaire en appliquant l’isométrie
considérée à z “ 1.
6.2.9.2. — Soit G` le sous-groupe de G formé des isométries directes. C’est un sous-
groupe distingué de G (en tant que noyau du déterminant). Par ce qui précède,
l’application u ÞÑ rz ÞÑ uzs établit un isomorphisme de Γ sur G`. Par composition,
on en déduit un isomorphisme Z{nZ » G`.
6.2.9.3. — Soit c la conjugaison complexe. Comme elle est d’ordre 2, le sous-groupe
xcy de G est égal à tId, cu, et l’application 0 ÞÑ Id, 1 ÞÑ c est un isomorphisme de
groupes de Z{2Z sur xcy. L’intersection xcy X G` est égale à tIdu, et la description
explicite des éléments de G assure que G “ G` ¨ xcy. Par conséquent, G s’identifie à
un produit semi-direct de G` par xcy (6.2.5) ; il reste à déterminer l’action de xcy sur
G`.

L’action de Id sur G` est triviale ; déterminons maintenant l’action de c. Soit
g P G` ; il existe un unique élément u P Γ tel que gpzq “ uz pour tout z P C. Soit
z P C. On a

cgc´1pzq “ cgpzq “ cpuzq “ uz “ uz “ u´1z

car u est de module 1. Ainsi, cg´1c “ g´1.
6.2.9.4. — En conséquence, G s’identifie à G` ¸ψ xcy, où ψ : xcy Ñ Aut G` est le
morphisme

Id ÞÑ Id, c ÞÑ pg ÞÑ g´1q.

À l’aide des isomorphismes Z{nZ » Γ et Z{2Z » xcy évoqués ci-dessus (6.2.9.2,
6.2.9.3), on en déduit que G est isomorphe à Z{nZ ¸φ Z{2Z, où φ envoie 0 sur Id et
1 sur a ÞÑ ´a ; autrement dit, G est isomorphe au groupe Dn décrit au 6.2.7.3.

6.3. Suites exactes. — Nous allons maintenant introduire une notion élémentaire
mais extrêmement importante, celle de suite exacte ; après quelques considérations
générales, nous verrons qu’elle est liée au produit semi-direct.
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Définition 6.3.1. — Soit I un intervalle de Z (dont les bornes peuvent être finies
ou infinies) et soit

. . . Gi´1 Gi Gi`1 . . .
ui´2 ui´1 ui ui`1

une suite de morphismes de groupes, l’indice i parcourant I.
Soit i un élément de I tel que i´ 1 et i` 1 appartiennent à I. On dit que la suite

ci-dessus est exacte en Gi si Impui´1q “ Kerpuiq. On dit qu’elle est exacte si elle est
exacte en Gi pour tout i P I tel que i´ 1 et i` 1 appartiennent à I.

Exemple 6.3.2. — Donnons-nous trois groupes F,G et H, ainsi que deux
morphismes u : H Ñ G et p : G Ñ F . La suite

1 H G F 1u p

est exacte en H si et seulement si u est injective ; elle est exacte en G si et seulement
si Impuq “ Kerppq, et telle est exacte en F si et seulement si p est surjective.

Cette suite est donc exacte si et seulement si u est injective, p est surjective, et
Impuq “ Kerppq.

La plupart des suites exactes que nous rencontrerons dans ce cours seront de ce
type.

Remarque 6.3.3. — Si

1 H G F 1u p

est une suite exacte, alors Impuq, qui coïncide avec le noyau de p, est un sous-groupe
distingué de G.

Exemple 6.3.4. — Soit G un groupe, soit H un sous-groupe de G, soit i l’inclusion
de H dans G et soit π : G Ñ G{H le morphisme quotient. La suite

1 H G G{H 1i π

est exacte.

Exemple 6.3.5. — Soient H et F deux groupes et soit φ : F Ñ Aut H un
morphisme. Soit i le morphisme h ÞÑ ph, eq de H dans H ¸φ F et soit q le morphisme
ph, fq ÞÑ f de H ¸φ F dans F ; la suite

1 H H ¸φ F F 1i q

est exacte.

Définition 6.3.6. — On dit qu’une suite exacte

1 H G F 1u p

est scindée si le morphisme p possède une section, c’est-à-dire un morphisme s de F
dans G tel que p ˝ s “ IdF .
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Exemple 6.3.7. — La suite exacte de l’exemple 6.3.5 est scindée ; en effet, en
reprenant les notations de loc. cit., on voit facilement que f ÞÑ pe, fq est une section
de q : ph, fq ÞÑ f .

6.3.8. Le cas où le groupe de droite est monogène. — On se donne une suite exacte

1 // H
u // G

p // F // 1
et l’on suppose que F est monogène, c’est-à-dire engendré par un élément f . Dans
ce cas, tout morphisme de groupes défini de source F est entièrement déterminé par
sa valeur en f ; en particulier, si s est un morphisme de groupes de F dans G, alors
p ˝ s “ IdF ðñ ppspfqq “ f ; autrement dit, s est une section de p si et seulement
si spfq est un antécédent de f pour p.
6.3.8.1. — Supposons que f est d’ordre infini, auquel cas n ÞÑ fn établit un
isomorphisme Z » F . Dans cette situation, s ÞÑ spfq définit une bijection entre
HompF,Gq et G ; compte-tenu de ce qui précède, on en déduit que s ÞÑ spfq établit
une bijection entre l’ensemble des sections de p et l’ensemble des antécédents de f
pour p. Comme f a au moins un antécédent pour p, l’ensemble des sections de p est
non vide, et la suite exacte étudiée est donc scindée.

Remarquons que si g est un antécédent de f pour p, la section s qui lui correspond
est très simple à décrire : tout élément de F a une unique écriture sous la forme fn,
avec n dans Z ; son image par s est alors précisément gn.
6.3.8.2. — Supposons que f est d’ordre fini m, auquel cas n ÞÑ fn induit un
isomorphisme pZ{mZq » F . Dans cette situation, s ÞÑ spfq définit une bijection entre
HompF,Gq et l’ensemble des élements g de G tels que gm “ e ; compte-tenu de ce qui
précède, on en déduit que s ÞÑ spfq définit une bijection entre l’ensemble des sections
de p et l’ensemble des antécédents g de f pour p tels que gm “ e. Contrairement à
ce qui se produit lorsque f est d’ordre infini, cet ensemble peut très bien être vide,
comme l’atteste l’exemple 6.3.9 ci-dessous.

Remarquons que si g est un antécédent de f pour p tel que gm “ e, la section s
qui lui correspond est très simple à décrire : tout élément de F a une écriture sous
la forme fn, où n appartient à Z et est uniquement déterminé modulo m ; son image
par s est alors précisément gn, qui ne dépend bien, en vertu de l’hypothèse faite sur
g, que de la classe de n modulo m.

Exemple 6.3.9. — Nous allons exhiber une suite exacte dont le terme de droite est
monogène et qui n’est pas scindée. Pour tout entier d ą 0, on note µd le sous-groupe
de C˚ formé des racines d-ièmes de l’unité ; notons que µd est cyclique de cardinal d,
engendré par e2iπ{d.

Fixons un entier m ą 0. Soit u l’inclusion de µm dans µm2 . Soit p le morphisme
de µm2 dans µm qui envoie un élément z sur zm. Son noyau est par définition égal au
sous-groupe µm de µm2 , et il est surjectif : tout élément de µm a une écriture sous la
forme e2ikπ{m, où k P Z, et est ainsi l’image par p de l’élément e2ikπ{m2 de µm2 . La
suite

1 // µm
u // µm2

p // µm // 1
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est donc exacte. Si m ą 1 elle n’est pas scindée. Il suffit en effet, d’après ce qui a été
vu plus haut, de vérifier que l’ensemble des z P µm2 tels que ppµq “ e2iπ{m et tels que
zm “ 1 est vide. Or si z P µm2 vérifie zm “ 1, alors

ppµq “ zm “ 1 ‰ e2iπ{m,

ce dernier fait résultant de l’hypothèse m ą 1.

6.4. Sections, sous-groupes d’un certain type et structure de produit semi-
direct. — On fixe une suite exacte

1 H G F 1u p

et l’on se propose de montrer que se donner une section de p revient à se donner une
écriture de G comme produit semi-direct de H par F «compatible avec la suite exacte
ci-dessus».

Lemme 6.4.1. — Soit s une section de p. On a les égalités upHq X spF q “ teu et
G “ upHqspF q. L’application s induit un isomorphisme F » spF q dont la réciproque
est p|spF q.

Démonstration. — Soit g un élément de spF q X upHq. Comme upHq “ Kerp, on a
ppgq “ e. Comme g appartient à spF q, il s’écrit spfq pour un certain f dans F . On a
alors f “ ppspfqq “ ppgq “ e, et donc g “ spfq “ e.

Soit maintenant g un élément de G. On a

ppgspppgqq´1q “ ppgqppspppgqqq´1 “ ppgqppgq´1 “ e

(l’avant-dernière égalité provient du fait que p ˝ s “ IdF ). On peut dès lors écrire
gspppgqq´1 P Kerp “ Imu. Il existe donc h P H tel que g “ uphqspppgqq ; en conclusion,
g P upHqspF q.

Soit f P F . Si spfq “ e, alors f “ ppspfqq “ e et s est donc injective. Elle induit en
conséquence un isomorphisme F » spF q. On a p|spF q ˝ s “ p ˝ s “ IdF , ce qui montre
que p|spF q est la réciproque de l’isomorphisme F » spF q défini par s.

Lemme 6.4.2. — Soit Γ un sous-groupe de G tel que Γ X upHq “ teu et tel que
G “ upHqΓ. La restriction de p à Γ induit un isomorphisme Γ » F dont la réciproque,
vue comme morphisme de F dans G, est une section de p.

Démonstration. — Soit γ P Γ tel que ppγq “ e. On a alors γ P Kerp “ Imu ; comme
Γ X upHq “ teu, on a γ “ e et p|Γ est injectif. Soit f P F . Comme p est surjectif, il
existe g dans G tel que f “ ppgq. Puisque G “ upHqΓ, on peut écrire g “ uphqγ avec
h P H et γ P Γ ; dès lors f “ ppgq “ ppuphqqqppγq “ ppγq puisque upHq “ Kerp. En
conséquence, p|Γ est surjectif, et finalement bijectif.

Soit s la réciproque de p|Γ, qui va de F dans Γ et que l’on voit comme étant à valeurs
dans G. Si f appartient à F , alors ppspfqq “ p|Γpspfqq “ f . On a bien démontré que
p ˝ s “ IdF .

Soit S l’ensemble des sections de p, et soit G l’ensemble des sous-groupes Γ de G
tels que Γ X upHq “ teu et tels que G “ upHqΓ. Il résulte des deux lemmes ci-dessus
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que si s P S , alors spF q P G , et que si Γ P G , alors pp|Γq´1 P S . On a ainsi construit
une application Φ de S dans G et une seconde application Ψ de G dans S .

Proposition 6.4.3. — Les applications Φ et Ψ sont deux bijections réciproques l’une
de l’autre.

Démonstration. — Soit s une section de p. Le groupe Φpsq n’est autre que spF q ; la
section ΨpΦpsqq est la réciproque de p|Φpsq “ p|spF q ; en vertu du premier des deux
lemmes ci-dessus, c’est précisément s.

Soit Γ P G . La section ΨpΓq est égale à p´1
|Γ ; comme c’est un isomorphisme de F sur

Γ, son image est précisément Γ. Or cette image est par définition le groupe ΦpΨpΓqq,
ce qui achève la démonstration.

6.4.4. — Soit pφ, ιq un couple où φ est un morphisme de F dans Aut H et où ι est
un isomorphisme entre H ¸φ F et G tel que le diagramme

G

1 H F 1

H ¸φ F

pu

i

ι

q

commute, où i et q désignent respectivement les applications h ÞÑ ph, eq et ph, fq ÞÑ f .
Cela signifie que ιph, eq “ uphq pour tout h P H et que ppιph, fqq “ f pour tout
ph, fq P H ¸φ F .

Soit σ la section f ÞÑ pe, fq du morphisme q. La composée ι ˝ σ est une section s
de p ; remarquons que le groupe spF q qui correspond à cette section n’est autre que
ιpteu ˆ F q.

À tout couple pφ, ιq comme ci-dessus on sait ainsi associer une section s de p.
6.4.5. — Réciproquement, soit s une section de p. On va lui associer un couple pφ, ιq
comme ci-dessus. D’après le paragraphe précédent, spF q est un sous-groupe de G tel
que spF q X upHq “ teu et tel que G “ spF qupHq. En vertu de 6.2.5, il existe un
morphisme ψ : spF q Ñ Aut upHq tel que pa, bq ÞÑ ab établisse un isomorphisme entre
upHq ¸ψ spF q et G.

Compte-tenu du fait que u (resp. s) induit un isomorphisme entre H (resp. F ) et
upHq (resp. spF q), il existe un morphisme φ de F vers Aut H tel que

ph, fq ÞÑ uphqspfq

établisse un isomorphisme ι entre H ¸φ F et G.
On a en particulier ιph, eq “ uphq et ppιph, fqq “ ppspfqq “ f pour tout couple

ph, fq P H ¸φ F , et la condition de commutativité du diagramme est ainsi satisfaite.

Commentaires 6.4.6. — L’isomorphisme ι est défini à partir de s par une formule
simple, puisqu’on vient de voir qu’il envoie tout couple ph, fq sur uphqspfq. Le
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morphisme φ n’admet par contre pas de description aussi agréable : il est seulement
caractérisé par l’égalité spfquphq “ upφpfqphqqspfq ou, si l’on préfère,

upφpfqphqq “ spfquphqspfq´1,

qui est valable pour tout ph, fq.

Lemme 6.4.7. — Les deux constructions pφ, ιq ÞÑ s et s ÞÑ pφ, ιq que nous venons
de détailler sont réciproques l’une de l’autre.

Démonstration. — Partons d’un couple pφ, ιq. On lui associe la section s qui envoie
un élément f de F sur ιpe, fq ; à cette section est associé à son tour un couple pψ, ηq.
Notre but est de montrer que pψ, ηq “ pφ, ιq. Par construction de pψ, ηq, on a

ηph, eq “ uphq “ ιph, eq

pour tout h P H et ηpe, fq “ spfq “ ιpe, fq pour tout f P F ; pour tout couple ph, fq

on a donc ηph, fq “ ηph, eqηpe, fq “ ιph, eqιpe, fq “ ιph, fq (on a utilisé le fait que
ph, fq “ ph, eqpe, fq dans H ¸φ F aussi bien que dans H ¸ψ F ). Les applications
ensemblistes η et ι (toutes deux définies sur l’ensemble H ˆ F ) coïncident donc. Par
ailleurs, ι (resp. η) est un morphisme de H ¸φ F (resp. H ¸ψ F ) vers G ; on a donc
ιpf, eqιpe, hq “ ιpφpfqphq, fq et ηpf, eqηpe, hq “ ηpψpfqphq, fq pour tout h P H et tout
f P F . Compte-tenu du fait que ηph, fq “ ιph, fq pour tout ph, fq, et que ι et η sont
injectifs, on a ψpfqphq “ φpfqphq pour tout ph, fq. En conséquence, ψ “ φ ; comme
η “ ι, on a finalement pψ, ηq “ pφ, ιq.

Réciproquement, partons maintenant d’une section s. Il lui correspond un couple
pφ, ιq ; à ce couple est associé à son tour une section t. Notre but est de montrer que
t “ s. Par construction de t, on a pour tout f P F l’égalité tpfq “ ιpe, fq ; mais ce
dernier terme est égal, par construction de ι, à upeqspfq, soit à spfq. En conséquence,
t “ s.

6.4.8. Récapitulation. — En vertu de la proposition 6.4.3 et du lemme 6.4.7 il revient
au même de se donner :

˛ une section s de p ;
˛ un sous-groupe Γ de G tel que Γ X upHq “ teu et tel que upHqΓ “ G ;
˛ un couple pφ, ιq formé d’un morphisme φ : F Ñ Aut H et d’un isomorphisme
ι : H ¸ψ F » G tel que le diagramme

G

1 H F 1

H ¸φ F

pu

i

ι

q

commute.

Les liens entre ces objets sont les suivants.



76 ANTOINE DUCROS

(i) Si la section s est donnée, Γ est simplement le groupe spF q ; l’isomorphisme ι
envoie ph, fq sur uphqspfq, et φ est caractérisé par le fait que pour tout ph, fq,
on a l’égalité

spfquphq “ upφpfqphqqspfq ou encore upφpfqphqq “ spfquphqspfq´1.

(ii) Si Γ est donné, alors p|Γ induit un isomorphisme Γ » F , et s est simplement la
réciproque de cet isomorphisme, vue comme morphisme de F dans G.

(iii) Si pφ, ιq est donné, alors spfq “ ιpe, fq pour tout f dans F , et le groupe Γ est
simplement ιpteu ˆ F q.

Remarque 6.4.9. — Cet énoncé qui porte sur l’équivalence entre trois types
d’objets ne préjuge en rien de l’existence de tels objets (rappelez-vous qu’on a vu
plus haut un exemple de suite exacte non scindée). Il implique par contre que s’il
existe un objet (resp. s’il n’existe pas d’objet) de l’un des trois types fixés, alors il
existe un objet de chacun des deux autres types (resp. il n’existe aucun objet de l’un
ou l’autre des deux autres types).

Remarque 6.4.10. — L’équivalence entre la donnée de s et celle du couple pφ, ιq
a pour corollaire le principe suivant, dont l’énoncé est volontairement un peu vague :
toute suite exacte scindée est, à isomorphisme près, de la forme

1 H H ¸φ F F 1i q
.

Exemple 6.4.11. — Soit k un corps, soit ÝÑ
E un k-espace vectoriel et soit E un

espace affine d’espace directeur ÝÑ
E . Notons τ l’application qui envoie un vecteur ÝÑu

sur la translation tÝÑu , et ℓ l’application qui envoie un élément du groupe affine GApEq

sur l’application linéaire associée, qui appartient à GLp
ÝÑ
E q. La suite

1 // p
ÝÑ
E ,`q

τ // GApEq
ℓ // GLp

ÝÑ
E q // 1

est exacte.
Soit O P E. Pour toute application ÝÑ

f appartenant à GLp
ÝÑ
E q, on note ÝÑ

f O
l’application affine qui fixe O et dont l’application linéaire associée est ÝÑ

f , à savoir
M ÞÑ O`

ÝÑ
f p

ÝÝÑ
OMq. Il est immédiat que ÝÑ

f ÞÑ
ÝÑ
f O constitue une section de ℓ. Le sous-

groupe qui lui est associé est l’image de GLp
ÝÑ
E q sous cette section ; c’est exactement

le sous-groupe de GApEq formé des bijections affines qui fixent O.
Le couple pφ, ιq correspondant à cette situation se décrit comme suit : ι envoie

un couple pÝÑu ,
ÝÑ
f q sur tÝÑu ˝

ÝÑ
f O ; le morphisme φ : GLp

ÝÑ
E q Ñ Aut p

ÝÑ
E ,`q est tel

que l’on ait pour tout couple pÝÑu ,
ÝÑ
f q l’égalité ÝÑ

f O ˝ tÝÑu “ t
φp

ÝÑ
f qp

ÝÑu q
˝

ÝÑ
f O. En

l’appliquant à O, il vient O`φp
ÝÑ
f qpÝÑu q “ O`

ÝÑ
f pÝÑu q et donc φp

ÝÑ
f qpÝÑu q “

ÝÑ
f pÝÑu q. Ceci

valant pour tout pÝÑu ,
ÝÑ
f q, le morphisme φ est l’inclusion naturelle de GLp

ÝÑ
E q (groupe

des bijections de ÝÑ
E dans lui-même respectant l’addition et la multiplication par les

scalaires) dans Aut p
ÝÑ
E ,`q (groupe des bijections de ÝÑ

E dans lui-même respectant
simplement l’addition).
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7. Théorèmes de Sylow

7.1. — Le but de ce chapitre est de démontrer un théorème de structure fondamental
sur les groupes finis, et d’en donner quelques applications. Nous allons tout d’abord
procéder à quelques préliminaires arithmétiques.

Lemme 7.1.1. — Soit G un groupe opérant sur lui-même par translations ; on
considèrera PpGq comme muni de l’action induite. Pour toute partie non vide X
de G on a |StabpXq| ď |X|.

Remarque 7.1.2. — L’énoncé de ce lemme est à prendre au sens de la théorie des
cardinaux, mais si vous n’êtes pas à l’aise avec elle vous pouvez supposer G fini – c’est
le seul cas qui nous sera utile.

Démonstration du lemme 7.1.1. — Soit X une partie non vide de G et soit H son
stabilisateur. Par hypothèse, il existe x P X. Comme H stabilise X on a l’inclusion
Hx Ă X, si bien que |Hx| ď |X|. Et puisque l’application h ÞÑ hx est injective (par
simplification dans le groupe G), on a |Hx| “ |H| ; par conséquent, |H| ď |X|.

Le lemme suivant est certainement bien connu. Nous le démontrons pour la
commodité du lecteur, et aussi pour sa curiosité car nous en allons en donner la
preuve classique reposant sur le lemme de Gauß mais également une seconde preuve
probablement plus originale.

Lemme 7.1.3. — Soit p un nombre premier et soit n un entier tel que 1 ď n ď p´1.
L’entier

`

p
n

˘

est nul modulo p.

Démonstration. — Comme nous l’avons annoncé, nous allons donner deux preuves
différentes.

Première preuve. On a l’égalité n!
`

p
n

˘

“ ppp´1q . . . pp´n`1q. Le produit de droite
comprend p ´ n termes ; comme p ´ n ą 0, il en comprend au moins un et est donc
multiple de p. Comme n ă p, les facteurs premiers de n! sont tous ă p, et n! est dès
lors premier à p. Il en résulte que p divise

`

p
n

˘

.
Seconde preuve. Soit E l’ensemble des parties de Z{pZ de cardinal n. On considère

l’action de Z{pZ sur E déduite de l’action de Z{pZ sur lui-même par translations.
Soit X P E. Comme X est non vide, il résulte du lemme 7.1.1 que |StabpXq| ď |X|.

Ceci entraîne, puisque n ă p, que |StabpXq| ă p. Comme |StabpXq| divise p, il vient
|StabpXq| “ 1 ; l’orbite de X a donc pour cardinal p{1 “ p. Les orbites de l’action de
Z{pZ sur E sont ainsi toutes de cardinal p ; si N désigne le nombre d’orbites on a par
conséquent

`

p
n

˘

“ |E| “ Np.

7.1.4. Une conséquence importante. — Si A est une Fp-algèbre et si a et b sont deux
éléments de A on a alors

pa` bqp “

p
ÿ

n“0

ˆ

p

n

˙

anbp´n “ ap ` bp.

Par une récurrence immédiate sur m, on en déduit que pa ` bqp
m

“ ap
m

` bp
m pour

tout m.
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Lemme 7.1.5. — Soit p un nombre premier, soit n un entier et soit m un entier
premier à p. L’entier

`

pnm
pn

˘

est premier à p.

Démonstration. — Nous allons plus précisément montrer que
`

pnm
pn

˘

est égal à m

modulo p. Pour cela, écrivons la formule du binôme

pX ` Y qp
nm “

pnm
ÿ

k“0

ˆ

pnm

k

˙

Xpnm´kY k,

qui est valable dans ZrX,Y s, où X et Y sont des indéterminées. L’entier
`

pnm
pn

˘

est le
coefficient de Xpnm´pn

Y p
n

“ Xpn
pm´1qY p

n dans le polynôme ci-dessus.
Le polynôme pX ` Y qp

nm est égal à ppX ` Y qp
n

qm ; son image dans FprX,Y s est
donc égale à pXpn

` Y p
n

qm (cf. 7.1.4). Ce dernier terme se récrit

Xpnm `mXpn
pm´1qY p

n

` . . .` Y p
nm.

Dans ce polynôme à coefficients dans FprX,Y s, le coefficient de Xpn
pm´1qY p

n est égal
à m ; comme il coïncide avec la réduction de

`

pnm
pn

˘

modulo p, l’entier
`

pnm
pn

˘

est égal
à m modulo p, comme annoncé.

7.2. — Nous allons maintenant pouvoir démontrer le théorème de structure
fondamental sur les groupes finis que nous avons évoqué plus haut. Il comporte
plusieurs assertions, que l’on présente parfois comme les théorèmes de Sylow.

Théorème 7.2.1. — Soit p un nombre premier et soit G un groupe fini. Écrivons
|G| “ pnm où n P N et où m est premier à p.

(1) Il existe un sous-groupe S de G de cardinal pn.
(2) Soit H un sous-groupe de G de cardinal pℓ avec ℓ ď n. Le sous-groupe H de G

est conjugué à un sous-groupe de S, et à S lui-même si ℓ “ n.
(3) Le nombre de sous-groupes de G de cardinal pn divise m, et est égal à 1 modulo

p.

Démonstration. — Nous allons montrer ces assertions séparément.
Preuve de (1). Soit E l’ensemble des parties à pn éléments de G. L’action de G sur

lui-même par translations induit une action de G sur E. On a

|E| “
ÿ

OPGzE

|O|.

Le cardinal de E est égal à
`

pnm
pn

˘

. En vertu du lemme 7.1.5, cet entier est premier
à p. Il existe donc une orbite O de cardinal premier à p ; soit P P O et soit S le
stabilisateur de P . Puisque le cardinal de O est égal à pnm{|S|, l’entier |S| est multiple
de pn. Et comme P est non vide, le lemme 7.1.1 assure que |S| ď |P | “ pn. Il vient
|S| “ pn.

Preuve de (2). Faisons opérer G sur G{S par translations à gauche, et restreignons
cette opération à H. Comme H est un p-groupe, le nombre de points de G{S fixes
sous H est égal modulo p au cardinal de G{S, c’est-à-dire à m (4.4.3.2). Puisque m est
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premier à p, il y a donc au moins un élément de G{S qui est fixe sous H. Autrement
dit, H est contenu dans le stabilisateur d’un élément de G{S, stabilisateur qui est en
vertu de 4.3.9 de la forme gSg´1 avec g P G. L’inclusion H Ă gSg´1 peut se récrire
gHg´1 Ă S, et H est conjugué au sous-groupe gHg´1 de S. Si ℓ “ n le cardinal de
g´1Hg est égal à pn, c’est-à-dire à |S| ; en conséquence, g´1Hg “ S.

Preuve de (3). Soit F l’ensemble des sous-groupes de G de cardinal pn. On fait
opérer G sur F par conjugaison. Il résulte de l’assertion (2) déjà établie que cette
action est transitive. Si T désigne le stabilisateur de S on a donc |F | “ |G|{|T |. Or
on a évidemment gSg´1 “ S pour tout g P S ; par conséquent, S Ă T . Il s’ensuit que
|S| divise |T |. On déduit alors de l’égalité

m “ |G|{|S| “ p|G|{|T |qp|T |{|S|q

que |F | “ |G|{|T | divise m. Restreignons maintenant l’action de G sur F au sous-
groupe S de G. Comme S est un p-groupe, le cardinal de F est égal modulo p au
nombre de points fixes de F sous S (4.4.3.2). Il suffit dès lors pour conclure de montrer
qu’il y a exactement un tel point fixe, c’est-à-dire exactement un sous-groupe Γ de G
de cardinal pn tel que gΓg´1 “ Γ pour tout g P S. Il est clair que gSg´1 “ S pour
tout g P S. Soit maintenant Γ un sous-groupe de G de cardinal pn tel que gΓg´1 “ Γ
pour tout g P S ; nous allons prouver que Γ “ S, ce qui achèvera la démonstration.
Soit Γ1 le normalisateur de Γ dans G. C’est par définition (exemple 4.3.3) l’ensemble
des éléments g de G tels que gΓg´1 “ Γ ; il est clair que Γ Ă Γ1, et notre hypothèse
sur Γ signifie que S Ă Γ1. Ainsi, S et Γ1 apparaissent comme deux sous-groupes de
Γ1 de cardinal pn. Puisque pn est la plus grande puissance de p qui divise |G|, c’est a
fortiori la plus grande puissance de p qui divise |Γ1|. Il résulte alors de l’assertion (2)
déjà démontrée, appliquée au groupe Γ1, qu’il existe g P Γ1 tel que gΓg´1 “ S. Mais
par définition de Γ1 on a aussi gΓg´1 “ Γ ; par conséquent, Γ “ S.

Nous allons maintenant faire quelques commentaires ; on conserve les notations du
théorème 7.2.1 ci-dessus.
7.2.2. — L’assertion (1) du théorème affirme l’existence de sous-groupes de G de
cardinal pn. Un tel sous-groupe est appelé un p-sous-groupe de Sylow de G. Notons
qu’on n’a pas supposé n ě 1 ; si n “ 0 (c’est-à-dire si p ne divise pas |G|) le groupe
G admet un unique p-sous-groupe de Sylow, à savoir teu.
7.2.3. — Soit φ un automorphisme de G. Si S est un p-sous-groupe de Sylow de G
alors |φpSq| “ |S| “ pn ; ainsi, φpSq est un p-sous-groupe de Sylow de G.
7.2.4. — L’assertion (2) du théorème assure que les p-sous-groupes de Sylow de G
sont deux à deux conjugués. Notez deux conséquences importantes de ce point :

˛ si S et T sont deux p-sous-groupes de Sylow de G alors S » T ;
˛ s’il existe un p-sous-groupe de Sylow S de G qui est distingué, c’est l’unique
p-sous-groupe de Sylow de G.

7.2.5. — Si G possède un unique p-sous-groupe de Sylow S, celui-ci est distingué ;
c’est même en vertu de 7.2.3 un sous-groupe caractéristique de G, c’est-à-dire que
φpSq “ S pour tout automorphisme φ de G (notez que distingué signifie simplement
que φpSq “ S pour tout automorphisme intérieur φ de G).
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7.2.6. — Faisons une remarque incidente sur la notion de sous-groupe caractéris-
tique. Soit Γ un groupe quelconque et soit ∆ un sous-groupe de Γ. Pour que ∆ soit
un sous-groupe caractéristique de Γ, il suffit que φp∆q Ă ∆ pour tout automorphisme
φ de Γ. En effet si c’est le cas on a aussi pour un tel φ l’inclusion φ´1p∆q Ă ∆, et
en appliquant φ aux deux membres de l’inclusion il vient ∆ Ă φp∆q, et finalement
φp∆q “ ∆ (notez que cette égalité peut s’obtenir directement pour des raisons de
cardinal si ∆ est fini).

7.3. — Nous allons maintenant donner quelques exemples de groupes dont les sous-
groupes de Sylow peuvent être décrits explicitement.

Exemple 7.3.1 (Le cas d’un groupe abélien fini). — Soit G un groupe abélien
fini. Le théorème 3.9.4 assure l’existence d’une (unique) famille finie pd1, . . . , drq
d’entiers strictement supérieurs à 1 avec d1|d2| . . . |dr telle que G »

À

i Z{diZ. En
décomposant chacun des di en produit de facteurs premiers et en appliquant le lemme
chinois, on voit qu’on peut également écrire G »

À

jPJ Z{p
nj

j Z où J est un ensemble
fini, où chacun des pj est un nombre premier et chacun des nj un entier strictement
positif ; on n’impose pas aux pj d’être deux à deux distincts. (À titre d’exercice,
vous pouvez établir l’unicité de cette écriture à permutation près des termes, par
exemple en montrant comment reconstruire les di à partir des pj et des nj , puis
comment exprimer ces derniers à partir des entiers ℓpp,mq introduits dans la preuve
du théorème 3.9.4).

Soit p un nombre premier et soit J0 le sous-ensemble de J formé des indices j
tels que pj “ p. La plus grande puissance de p divisant |G| est alors p

ř

jPJ0
nj , et le

sommande
À

jPJ0
Z{pnj Z est un p-sous-groupe de Sylow de G. Il est évidemment

distingué puisque G est abélien et c’est en conséquence le seul p-sous-groupe de
Sylow de G. (On peut aussi le voir directement en remarquant que ce sous-groupe est
exactement l’ensemble des éléments de G de p

ř

jPJ0nj -torsion ; de ce fait il contient
tout p-sous-groupe de Sylow de G, et on conclut avec un argument de cardinal).

Exemple 7.3.2 (Le cas de S4 et de A4). — Pour tout nombre premier p, on note
νp et ν1

p les nombres respectifs de p-sous-groupes de Sylow de S4 et A4. Le groupe
S4 a pour cardinal 24 “ 23 ¨ 3, et le groupe A4 a pour cardinal 12 “ 22 ¨ 3.

On en déduit les faits suivants, à l’aide de l’assertion (3) du théorème 7.2.1 :
˛ si p est un nombre premier différent de 2 et de 3 alors νp “ ν1

p “ 1 (aussi bien
S4 que A4 n’ont qu’un p-sous-groupe de Sylow, à savoir tIdu) ;

˛ ν3 divise 8 et est congru à 1 modulo 3, donc vaut 1 ou 4 ; et ν1
3 divise 4 et est

congru à 1 modulo 3, donc vaut 1 ou 4 ;
˛ ν2 divise 3 et est congru à 1 modulo 2, donc vaut 1 ou 3 ; et ν1

2 divise 3 est est
congru à 1 modulo 2, donc vaut 1 ou 3.

Un 3-sous-groupe de Sylow de S4 est un sous-groupe de S4 de cardinal 3, c’est-à-
dire isomorphe à Z{3Z, c’est-à-dire encore engendré par un élément d’ordre 3 ; comme
les seuls éléments d’ordre 3 de S4 sont les 3-cycles, on en déduit que les 3-sous-groupes
de Sylow de S4 sont :
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˛ tId, p1 2 3q, p1 3 2qu ;
˛ tId, p1 2 4q, p1 4 2qu ;
˛ tId, p1 3 4q, p1 4 3qu ;
˛ tId, p2 3 4q, p2 4 3qu.

Il s’ensuit que ν3 “ 4. On remarque de surcroît que tous ces groupes sont contenus
dans A4 ; ce sont donc également les 3-sous-groupes de Sylow de A4, si bien que ν1

3 “ 4.
Nous allons maintenant construire les 2-sous-groupes de Sylow de S4. Pour ce faire,

on introduit l’ensemble E des partitions de t1, 2, 3, 4u en deux sous-ensembles à deux
éléments. L’ensemble E lui-même possède trois éléments, à savoir les partitions

P1 :“ t1, 2u
ž

t3, 4u, P2 :“ t1, 3u
ž

t2, 4u, et P3 :“ t1, 4u
ž

t2, 3u.

L’opération tautologique de S4 sur E en induit une de S4 sur E. Elle est transitive :
en effet, p2 3q envoie la partition P1 sur P2, et p2 4q l’envoie sur P3. On en
déduit que StabpP1q est de cardinal 24{3 “ 8. C’est donc un 2-sous-groupe de
Sylow de S4 ; l’ensemble des 2-sous-groupes de Sylow de S4 est alors l’ensemble
des conjugués de StabpP1q, c’est-à-dire tStabpP1q,StabpP2q,StabpP3qu (cf. 4.3.2). On
calcule explicitement ces stabilisateurs sans difficulté.

˛ Le stabilisateur de P1 est

tId, p1 2qp3 4q, p1 3qp2 4q, p1 4qp2 3q, p1 3 2 4q, p1 4 2 3q, p1 2q, p3 4qu.

˛ Le stabilisateur de P2 est

tId, p1 2qp3 4q, p1 3qp2 4q, p1 4qp2 3q, p1 2 3 4q, p1 4 3 2q, p1 3q, p2 4qu.

˛ Le stabilisateur de P3 est

tId, p1 2qp3 4q, p1 3qp2 4q, p1 4qp2 3q, p1 2 4 3q, p1 3 4 2q, p1 4q, p2 3qu.

Ces groupes sont donc les 2-sous-groupes de Sylow de S4. Ils sont deux à deux
distincts ; par conséquent ν2 “ 3.

On vérifie immédiatement que l’intersection

StabpP1q X StabpP2q X StabpP3q

est égale à tId, p1 2qp3 4q, p1 3qp2 4q, p1 4qp2 3qu. On sait que cette intersection coïncide
avec le noyau du morphisme S4 Ñ SE » S3 induit par l’action de S4 sur E. C’est en
particulier un sous-groupe distingué de S4, dont on observe qu’il est contenu dans A4 ;
il est a fortiori distingué dans A4. Comme son cardinal est 4, c’est un 2-sous-groupe
de Sylow de A4 ; comme il est distingué dans A4, c’est le seul (7.2.4) ; par conséquent,
ν1

2 “ 1.
Mentionnons par ailleurs que comme le noyau du morphisme S4 Ñ SE » S3 est

de cardinal 4, son image est de cardinal 24{4 “ 6 ; ce morphisme est donc surjectif.

Exemple 7.3.3 (Le cas de GLnpFpq). — Soit p un nombre premier et soit n
un entier ě 1. Se donner une matrice appartenant à GLnpFpq revient à choisir une
première colonne non nulle (il y a pn´1 choix), puis une seconde colonne qui n’est pas
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multiple de la première (ce qui fait pn ´p choix), puis une troisième colonne qui n’est
pas combinaison des deux premières (ce qui fait pn ´ p2 choix), etc. Par conséquent,

|GLnpFpq| “ ppn ´ 1qppn ´ pqppn ´ p2q . . . ppn ´ pn´1q

“ p ¨ p2 ¨ . . . ¨ pn´1ppn ´ 1qppn´1 ´ 1qppn´2 ´ 1q . . . pp´ 1q

“ pnpn´1q{2 ppn ´ 1qppn´1 ´ 1qppn´2 ´ 1q . . . pp´ 1q
loooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooon

premier à p

.

Un sous-groupe de GLnpFpq est donc un p-sous-groupe de Sylow si et seulement si
son cardinal est égal à pnpn´1q{2. Or le sous-groupe U de GLnpFpq constitué des
matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale est précisément de
cardinal pnpn´1q{2 : se donner une telle matrice revient en effet à choisir ses coefficients
surdiagonaux, qui sont au nombre de pn´ 1q ` pn´ 2q ` . . .` 1 “ npn´ 1q{2.

Les p-sous-groupes de Sylow de GLnpFpq sont donc les sous-groupes de la forme
PUP´1, où P P GLnpFpq. Cela se déduit évidemment du fait que les p-sous-groupes
de Sylow d’un groupe donné sont deux à deux conjugués. mais dans ce cas particulier,
on peut aussi le déduire du corollaire 4.4.10. En effet, ce dernier assure que si G est un
sous-groupe de GLnpFpq qui est un p-groupe, il existe une base de Fnp dans laquelle
tous les éléments de ce sous-groupe ont une matrice triangulaire supérieure avec des
1 sur la diagonale. Mais cela signifie exactement qu’il existe P P GLnpFpq telle que
P´1GP Ă U. Et si le cardinal de G est précisément pnpn´1q{2 on a alors nécessairement
P´1GP “ U, soit encore G “ PUP´1.

7.4. — Nous allons maintenant illustrer la puissance des théorèmes de Sylow en
montrant comment ils permettent parfois de classer à isomorphisme près tous les
groupes de cardinal donné.
7.4.1. Classification des groupes de cardinal 15. — Soit G un groupe de cardinal 15.
On a 15 “ 3 ¨ 5. Le nombre de 5-sous-groupes de Sylow de G divise 3, et est congru à
1 modulo 5 ; il y en a donc exactement un, que l’on note H et qui est distingué dans
G ; étant de cardinal 5, le groupe H est isomorphe à Z{5Z. Soit K un 3-sous-groupe
de Sylow de G ; il est isomorphe à Z{3Z.

Le sous-groupe H est distingué dans G, les cardinaux de H et K sont premiers
entre eux, et |H| ¨ |K| “ |G|. Il résulte alors de 6.1.4 que G s’identifie à H ¸ψ K pour
un certain morphisme ψ de K vers Aut H. Il existe donc un morphisme
phi de Z{3Z vers Aut Z{5Z tel que G » Z{5Z ¸φ Z{3Z. Comme 3 est premier à
Φp5q “ 4, le morphisme φ est trivial et G est isomorphe au produit direct Z{5ZˆZ{3Z
(6.2.7.4), c’est-à-dire à Z{15Z.
7.4.2. Classification des groupes de cardinal 21. — Soit G un groupe de cardinal 21.
On a 21 “ 3 ¨ 7. Le nombre de 7-sous-groupes de Sylow de G divise 3, et est congru à
1 modulo 7 ; il y en a donc exactement un, que l’on note H et qui est distingué dans
G ; étant de cardinal 7, le groupe H est isomorphe à Z{7Z. Soit K un 3-sous-groupe
de Sylow de G ; il est isomorphe à Z{3Z.

Le sous-groupe H est distingué dans G, les cardinaux de H et K sont premiers
entre eux, et |H| ¨ |K| “ |G|. Il résulte alors de 6.1.4 que G s’identifie à H ¸ψ K pour
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un certain morphisme ψ : K Ñ Aut H. Il existe donc un morphisme φ de Z{3Z vers
Aut Z{7Z tel que G » Z{7Z ¸φ Z{3Z. Il résulte alors de l’exemple 6.2.8 que l’on est
dans l’un des deux cas suivants, exclusifs l’un de l’autre.

‚ Premier cas. Le groupe G est isomorphe à Z{7Z ˆ Z{3Z » Z{21Z.
‚ Second cas. Le groupe G est isomorphe à Z{7Z ¸φ Z{3Z, où φ est donné par la

formule φp r
loomoon

mod 3

qpxq “ 2r
loomoon

mod 7

x.
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8. Suites de Jordan-Hölder, groupes résolubles et nilpotents

8.1. — Lorsqu’on étudie les objets d’une théorie mathématique on cherche souvent,
lorsque la théorie en question permet de donner un sens à cette quête, à les «dévisser»
en objets aussi élémentaires que possible. C’est ce que nous allons faire dans le cas
des groupes. Nous allons commencer par expliquer ce que sont, dans ce contexte, les
objets élémentaires et les dévissages.
8.1.1. Les «dévissages» en théorie des groupes. — En théorie des groupes,
l’opération de base permettant de «dévisser» un groupe est le passage au quotient
par un sous-groupe distingué : si G est un groupe et si H ◁ G, la suite exacte
1 Ñ H Ñ G Ñ G{H Ñ 1 sera considérée comme un dévissage de G en deux
constituants, le sous-groupe H et le groupe quotient G{H ; si G est fini et si H est un
sous-groupe strict de G, chacun de ces deux constituants est de cardinal strictement
inférieur à |G|. Ce principe nous conduit à la définition qui suit.

Définition 8.1.2. — Soit G un groupe et soit n un entier. On appellera suite de
composition de longueur n de G toute suite

teu “ Gn ◁Gn´1 ◁ . . .◁G1 ◁G0 “ G

de sous-groupes de G, chacun étant distingué dans le suivant. Notons qu’on ne
demande pas qu’ils soient deux à deux distincts, et que le cas limite n “ 0 est autorisé
(mais n’est possible que si G est trivial).

s
Les groupes Gn´1{Gn, . . . , G0{G1 seront appelés les quotients successifs du

dévissage teu “ Gn ◁Gn´1 ◁ . . .◁G1 ◁G0 “ G.
8.1.3. Rappels. — Soit G un groupe et soit H un sous-groupe distingué de G.
Rappelons quelques faits (lemme 2.14.1, lemme 2.14.3, remarque 2.14.4) que nous
utiliserons librement dans la suite de cette section.

Si Γ est un sous-groupe de G, Γ XH est distingué dans Γ et l’application naturelle
Γ Ñ G{H induit une injection Γ{Γ X H ãÑ G{H, et permet donc de voir Γ{Γ X H
comme un sous-groupe de G{H. Si Γ est distingué dans G alors Γ{ΓXH est distingué
dans G{H.

Si ∆ est un sous-groupe de G{H, il est de la forme Γ{H pour un unique sous-groupe
Γ de G contenant H, égal à l’image réciproque de ∆ dans G. De surcroît, ∆ “ Γ{H
est distingué dans G{H si et seulement si Γ est distingué dans G, et si c’est le cas
alors G{Γ “ pG{Hq{pΓ{Hq.
8.1.4. — Soit G un groupe et soit teu “ Gn ◁Gn´1 ◁ . . .◁G1 ◁G0 “ G une suite
de composition de G. Supposons donné pour tout i compris entre 0 et n´ 1 une suite
de composition Si de Gi{Gi`1. En vertu du 8.1.3 ci-dessus, chacune des Si peut être
vu comme une suite de groupes Gi`1 “ Γi,ri ◁ Γi,ri´1 ◁ . . .◁ Γi,0 “ Gi. La suite

teu “ Γn,rn
◁Γn,rn´1◁. . .◁Γn,0 “ Γn´1,rn´1◁Γn´1,rn´1´1◁. . .◁Γ1,0 “ Γ0,r0◁. . .◁Γ0,0 “ G
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est alors une suite de composition S de G, appelé la concaténation des Si ; la liste
des quotients successifs de S est la concaténation des listes des quotients successifs
des Si ; la longueur de S est la somme des longueurs des Si.

Définition 8.1.5. — Un groupe G est dit simple si G ‰ teu et si les seuls sous-
groupes distingués de G sont teu et G.

Exemples sans justification 8.1.6. — Les faits suivants seront démontrés en TD :
le groupe An est simple dès que n ě 5 ; le groupe SO3pRq est simple.

Remarque 8.1.7. — Soit φ : G Ñ Γ un morphisme de groupes surjectif. Supposons
que G soit simple. Le noyau de φ étant distingué dans G, il est égal à G ou teu ; par
conséquent, ou bien Γ “ teu ou bien φ est un isomorphisme.

Lemme 8.1.8. — Soit G un groupe abélien. Le groupe G est simple si et seulement
si G est isomorphe à Z{pZ pour un certain p premier.

Démonstration. — Soit p un nombre premier et soit H un sous-groupe de Z{pZ.
Comme |H| divise p le cardinal de H est ou bien égal à 1 (auquel cas H est trivial)
ou bien égal à p (auquel cas H “ Z{pZ). Ainsi, Z{pZ est simple.

Soit G un groupe abélien simple. Cela signifie que G ‰ teu et que les seuls sous-
groupes de G sont G et teu. Comme G est non trivial, il existe g ‰ 0 dans G ; le
sous-groupe xgy de G est non trivial et donc égal à G. Si g était d’ordre infini le
groupe G serait isomorphe à Z et ne serait dès lors pas simple (par exemple parce
que 2Z est un sous-groupe de Z qui n’est égal ni à t0u ni à Z). Par conséquent, g est
d’ordre fini, que nous notons n. Le groupe G est alors isomorphe à Z{nZ ; l’ensemble
de ses sous-groupes est donc en bijection avec l’ensemble des diviseurs de n. Comme G
a exactement deux sous-groupes, n a exactement deux diviseurs et est en conséquence
premier.

Définition 8.1.9. — Soit G un groupe. Une suite de Jordan-Hölder de G est une
suite de composition de G dont les quotients successifs sont simples.

Les suites de Jordan-Hölder sont les «dévissages en objets élémentaires» en théorie
des groupes. Nous allons commencer par montrer qu’un groupe fini admet toujours
une telle suite.

Lemme 8.1.10. — Soit G un groupe fini. Il possède une suite de Jordan-Hölder.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur |G|. Si |G| “ 1 alors G possède
une suite de Jordan-Höder de longueur nulle (constituée du groupe G “ teu lui-
même) ; la liste de ses quotients successifs est vide, et répond donc tautologiquement
aux conditions de l’énoncé.

Supposons que |G| ą 1 et que le résultat a été montré pour tout groupe de cardinal
strictement inférieur à |G|. Si G est simple la suite de Jordan-Hölder teu ◁G répond
aux conditions de l’énoncé. Sinon, il existe un sous-groupe distingué H de G qui
est non trivial et strict. Les cardinaux de H et G{H sont alors tous deux strictement
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inférieurs à |G|. Par hypothèse de récurrence, chacun d’eux admet une suite de Jordan-
Hölder. En concaténant ces deux suites on obtient une suite de Jordan-Hölder de
G.

Corollaire 8.1.11. — Soit G un groupe abélien fini. Il possède une suite de
composition dont tous les quotients successifs sont de la forme Z{pZ avec p premier.

Démonstration. — Le lemme 8.1.10 ci-dessus assure l’existence d’une suite de Jordan-
Hölder S de G. Par ailleurs les quotients successifs de S sont abéliens puisque G
est abélien ; chacun d’eux est donc à la fois simple et abélien, c’est-à-dire cyclique de
cardinal premier en vertu du lemme 8.1.8.

Notons que tous les groupes n’admettent pas de suite de Jordan-Hölder, comme
en atteste le contre-exemple très simple suivant.

Contre-exemple 8.1.12. — Le groupe Z n’admet pas de suite de Jordan-Hölder.
En effet, supposons qu’il admette une telle suite S . Chacun des quotients successifs
de S serait alors à la fois simple et abélien (car Z est abélien), et donc cyclique
d’ordre premier d’après le lemme 8.1.8 ; en particulier, les quotients successifs de S
seraient tous finis, et Z serait donc fini, ce qui est absurde.

Remarque 8.1.13. — Le lemme 8.1.10 ramène en un sens l’étude des groupes finis
à celle des groupes simples. Cela dit, la classification des groupes finis simples (à
isomorphisme près) est achevée mais est extrêmement ardue. Et même en la prenant
pour acquise, elle ne permet pas d’obtenir la classification de tous les groupes finis. En
effet, trouver tous les groupes admettant une suite de Jordan-Hölder ayant une suite
donnée de quotients successifs n’a rien d’évident. Par exemple si l’on se donne deux
groupes H et K, trouver tous les groupes admettant une suite de Jordan-Hölder ayant
comme quotients successifs H et K revient à trouver tous les groupes G s’insérant
dans une suite exacte 1 Ñ H Ñ G Ñ K Ñ 1. La réponse est connue si l’on suppose de
plus que la suite est scindée : il s’agit des produits semi-directs H ¸φK (mais il reste
tout de même à déterminer tous les morphismes de K dans Aut H, et à comprendre
quand deux tels morphismes conduisent à des groupes isomorphes) ; mais sans cette
hypothèse, c’est déjà un problème redoutable.

8.2. Un résultat d’unicité sur les suites de Jordan-Hölder. — Nous allons
considérer la question suivante. Soit G un groupe ; supposons données deux suites de
Jordan-Hölder S et S 1 de G ; que peut-on dire de S et S 1 ? Pour avoir une idée de
ce qu’il est réaliste d’attendre, considérons le cas du groupe Z{6Z (dont tous les sous-
groupes sont distingués, puisqu’il est abélien !). Son sous-groupe x2y est isomorphe
à Z{3Z, et le quotient pZ{6Zq{x2y est isomorphe à Z{2Z ; son sous-groupe x3y est
isomorphe à Z{2Z, et le quotient pZ{6Zq{x3y est isomorphe à Z{3Z. Comme Z{2Z et
Z{3Z sont simples, on a deux suites de Jordan-Hölder pour Z{6Z, à savoir

Z{6Z ▷ x2y ▷ t0u et Z{6Z ▷ x3y ▷ t0u.

Ces deux suites sont différentes, et les listes ordonnées de leurs quotients (à
isomorphisme près) le sont aussi : pour la première c’est Z{3Z,Z{2Z et pour la seconde
Z{2Z,Z{3Z. Par contre, ces listes non ordonnées sont les mêmes.
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Le mieux qu’on puisse espérer est donc que deux suites de Jordan-Hölder d’un
groupe donné aient même liste de quotients successifs à permutation près. Nous allons
voir un peu plus bas que c’est effectivement le cas.

Lemme 8.2.1. — Soit G un groupe et soient H et K deux sous-groupes distingués
de G. On suppose que G{K est simple. Le sous-groupe H{H X K de G{K est alors
ou bien trivial, ou bien égal à G{K. Il est trivial si et seulement si H Ă K. Si c’est
le cas et si G{H est également simple alors K “ H.

Démonstration. — Comme H est distingué dans G, le quotient H{H X K est un
sous-groupe distingué de G{K ; ce dernier étant simple, H{H XK est ou bien trivial,
ou bien égal à G{K.

ll est clair qu’il est trivial si et seulement si H Ă K. Supposons que c’est le cas
et que G{H est simple. Le quotient K{H est alors un sous-groupe distingué de G{H
(puisque K est distingué dans G). Comme G{H est simple, K{H est ou bien trivial, ce
qui équivaut à l’égalité K “ H, ou bien égal à G{H. Mais si l’on avait K{H “ G{H on
aurait K “ G et le quotient G{K serait trivial, ce qui est absurde car il est simple.

Définition 8.2.2. — Soit G un groupe et soit
S “ pG “ Gn ▷Gn´1 ▷ . . .▷G1 ▷G0 “ teuq

une suite de Jordan-Hölder de G. Soit H un groupe simple. On appelle multiplicité
de H dans S , et l’on note µpS , Hq, le cardinal de ti P t1, . . . , nu t.q. Gi{Gi´1 » Hu.

Remarque 8.2.3. — Soient S une suite de Jordan-Hölder d’un groupe G. Il résulte
de la définition que pour tout groupe simple H, la multiplicité µpS , Hq ne dépend
que de la classe d’isomorphie de H. Si l’on se donne un «système de représentants»
H des classes d’isomorphie de groupes simples alors µpS , Hq “ 0 pour presque tout
H P H et la longueur de S est égale à

ř

HPH µpS , Hq.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat annoncé sur l’unicité à permutation
près de la liste des quotients d’une suite de Jordan-Hölder.

Théorème 8.2.4. — Soit G un groupe. Pour tout couple pS ,S 1q de suites de
Jordan-Hölder de G et tout groupe simple H les multiplicités µpS , Hq et µpS 1, Hq

coïncident ; en particulier, S et S 1 ont même longueur.

Démonstration. — On suppose que G admet au moins une suite de Jordan-Hölder
(sans quoi le théorème est vrai, mais vide), et on raisonne par récurrence sur la
longueur minimale n d’une telle suite. Si n “ 0 le groupe G possède une suite de
Jordan-Hölder de longueur nulle, et est donc trivial ; par conséquent, toute suite de
Jordan-Hölder de G est de longueur nulle (G ne peut pas avoir de quotient simple
puisqu’un groupe simple est non trivial). On suppose maintenant n ą 0 et le théorème
vrai pour les entiers ă n. On fixe une suite de Jordan-Hölder

S “ pG “ Gn ▷Gn´1 ▷ . . .▷G1 ▷G0 “ teuq

de longueur n, et l’on se donne une seconde suite de Jordan-Hölder
S 1 “ pG “ Lm ▷ Lm´1 ▷ . . .▷ L1 ▷ L0 “ teuq ;
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notons que par définition de n on a nécessairement m ě n.
Nous allons montrer que µpS , Hq “ µpS 1, Hq pour tout groupe simple H, ce qui

permettra de conclure. On pose

Γ “ pGn´1 ▷ . . .▷G1 ▷G0 “ teuq

et
Λ “ pLm´1 ▷ . . .▷ L1 ▷ L0 “ teuq.

On remarque que Γ est une suite de Jordan-Hölder de Gn´1, et que Λ est une suite
de Jordan-Hölder de Lm´1. Comme la longueur de Γ est strictement inférieure à n,
l’hypothèse de récurrence assure que Gn´1 satisfait les conclusions du théorème ; en
particulier, toute suite de Jordan-Hölder de Gn´1 est de longueur n´ 1.

Supposons que Lm´1 “ Gn´1, ce qui entraîne au vu de ce qui précède l’égalité
µpΛ, Hq “ µpΓ, Hq pour tout groupe simple H ; donnons-nous un tel H.

˛ Si H » G{Gn´1 “ G{Lm´1 alors

µpS , Hq “ µpΓ, Hq ` 1 et µpS 1, Hq “ µpΛ, Hq ` 1 “ µpΓ, Hq ` 1.

˛ Si H fi G{Gn´1 “ G{Lm´1 alors

µpS , Hq “ µpΓ, Hq et µpS 1, Hq “ µpΛ, Hq “ µpΓ, Hq.

On voit ainsi que µpS , Hq “ µpS 1, Hq ; le théorème est donc démontré lorsque
Lm´1 “ Gn´1.

Supposons à partir de maintenant que Lm´1 ‰ Gn´1. En vertu du lemme 8.2.1,
le groupe quotient Gn´1{pLm´1 XGn´1q est ou bien trivial, ou bien égal à G{Lm´1,
et il ne peut être trivial que si Lm´1 “ Gn´1 ; comme ce dernier cas est exclu par
hypothèse, il vient Gn´1{pLm´1 X Gn´1q “ G{Lm´1. Par symétrie des arguments,
Lm´1{pLm´1 XGn´1q “ G{Gn´1.

Posons

T “ pGn´1 ▷ pLm´1 XGn´1q ▷ pLm´2 XGn´1q ▷ . . .▷ pL1 XGn´1q ▷ teuq.

C’est une suite de composition de Gn´1. Et pour tout i compris entre 1 et m le
quotient pLi XGn´1q{pLi´1 XGn´1q est ou bien égal à Li{Li´1, ou bien trivial : c’est
une conséquence du lemme 8.2.1 appliqué au groupe Li et à ses sous-groupes distingués
Li´1 et Li XGn´1. On voit donc qu’en éliminant de la suite T les termes redondants
de façon à n’avoir aucun quotient trivial, on obtient une suite de composition Γ1 de
Gn´1 dont tout quotient est de la forme Li{Li´1 pour un certain i, et est en particulier
simple ; c’est en conséquence une suite de Jordan-Hölder de Gn´1, et sa longueur est
dès lors égale à n´ 1. Puisque le quotient Gn´1{pLm´1 XGn´1q s’identifie à G{Lm´1
il est non trivial, et la suite Γ1 est donc de la forme

Gn´1 ▷ pLm´1 XGn´1q ▷Mn´3 ▷ . . .▷M1 ▷M0 “ teu.

On a vu plus haut que le quotient Lm´1{pLm´1 X Gn´1q est égal au groupe simple
G{Gn´1 ; par conséquent,

Λ1 :“ pLm´1 ▷ pLm´1 XGn´1q ▷Mn´3 ▷ . . .▷M1 ▷M0 “ teuq
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est une suite de Jordan-Hölder de Lm´1. Puisqu’elle est de longueur n´ 1, le groupe
Lm´1 satisfait les conclusions du théorème (en particulier Λ et Λ1 ont même longueur,
si bien que m “ n).

Notons Ω la suite de Jordan-Hölder Mn´3 ▷ . . . ▷M1 ▷M0 “ teu. Nous allons
terminer notre raisonnement à l’aide des quatre suites de Jordan-Hölder ci-dessous
(les accolades supérieures indiquent le nom des suites, les accolades inférieures la
valeur des quotients)

S
hkkkkkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkkkkkj

G▷

Γ
hkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkj

Gn´1 ▷ . . .▷G1 ▷ teu

Γ1

hkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkj

Gn´1 ▷ pLn´1 XGn´1q
loooooooooooooomoooooooooooooon

G{Ln´1

▷

Ω
hkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkj

Mn´3 ▷ . . .▷ teu

S 1

hkkkkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkkkkj

G▷

Λ
hkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkj

Ln´1 ▷ . . .▷ L1 ▷ teu

Λ1

hkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkj

Ln´1 ▷ pLn´1 XGn´1q
loooooooooooooomoooooooooooooon

G{Gn´1

▷

Ω
hkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkj

Mn´3 ▷ . . .▷ teu

Soit H un groupe simple ; rappelons que µpΛ, Hq “ µpΛ1, Hq et µpΓ, Hq “ µpΓ1, Hq

puisque Gn´1 et Ln´1 satisfont les conclusions du théorème.

˛ Supposons que H,G{Gn´1 et G{Ln´1 sont deux à deux non isomorphes. On a
alors

µpS , Hq “ µpΓ, Hq

“ µpΓ1, Hq

“ µpΩ, Hq

“ µpΛ1, Hq

“ µpΛ, Hq

“ µpS 1, Hq.
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˛ Supposons que H et G{Gn´1 sont isomorphes, mais que G{Gn´1 et G{Ln´1 ne
le sont pas. On a alors

µpS , Hq “ µpΓ, Hq ` 1
“ µpΓ1, Hq ` 1
“ µpΩ, Hq ` 1
“ µpΛ1, Hq

“ µpΛ, Hq

“ µpS 1, Hq.

˛ Supposons que H et G{Ln´1 sont isomorphes, mais que G{Gn´1 et G{Ln´1 ne
le sont pas. On a alors

µpS , Hq “ µpΓ, Hq

“ µpΓ1, Hq

“ µpΩ, Hq ` 1
“ µpΛ1, Hq ` 1
“ µpΛ, Hq ` 1
“ µpS 1, Hq.

˛ Supposons que H,G{Ln´1 et G{Gn´1 sont deux à deux isomorphes. On a alors
µpS , Hq “ µpΓ, Hq ` 1

“ µpΓ1, Hq ` 1
“ µpΩ, Hq ` 2
“ µpΛ1, Hq ` 1
“ µpΛ, Hq ` 1
“ µpS 1, Hq.

On a donc bien prouvé que µpS , Hq “ µpS 1, Hq dans tous les cas, ce qui achève
la démonstration.

Commentaires 8.2.5. — Au cours de la preuve ci-dessus, c’est lorsqu’on établit
les égalités Gn´1{pLm´1 X Gn´1q “ G{Lm´1 et Lm´1{pLm´1 X Gn´1q “ G{Gn´1 (à
l’aide du lemme 8.2.1) qu’il se «passe vraiment quelque chose». C’est en effet à cette
occasion qu’on exprime l’un des quotients successifs de la seconde suite de Jordan-
Hölder (à savoir G{Lm´1) comme quotient d’un groupe apparaissant dans la première
(à savoir Gn´1), et vice-versa. Le reste de la démonstration consiste essentiellement
en des manipulations formelles.

Notation 8.2.6. — Soit G un groupe. Si G admet une suite de Jordan-Hölder S
alors pour tout groupe simple H, l’entier µpS , Hq est indépendant du choix de S ;
nous le noterons simplement µpG,Hq.

Proposition 8.2.7. — Soit G un groupe et soit K un sous-groupe distingué de G.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) chacun des groupes K et G{K possède une suite de Jordan-Hölder ;
(ii) G possède une suite de Jordan-Hölder.

De plus si elles sont satisfaites alors µpG,Hq “ µpK,Hq ` µpG{K,Hq pour tout
groupe simple H.

Démonstration. — Supposons (i). En concaténant une suite de Jordan-Hölder S de
K et une suite de Jordan-Hölder S 1 deG{K on obtient une suite de Jordan-Hölder S 2

de G, et on a pour tout groupe simple H l’égalité µpS 2, Hq “ µpS , Hq ` µpS 1, Hq,
et par conséquent µpG,Hq “ µpK , Hq “ µpG{K,Hq.

Supposons maintenant (ii). Soit
G “ Gn ▷Gn´1 ▷ . . .▷G1 ▷G0 “ teu

une suite de Jordan-Hölder de G. Pour tout i, il résulte du lemme 8.2.1 que le quotient
Gi XK{pGi´1 XKq est ou bien trivial, ou bien isomorphe à Gi{Gi´1, qui est simple.
Par conséquent, en partant de la suite de composition

K ▷ pK XGn´1q ▷ . . .▷ pK XG1q ▷ teu

et en éliminant ses termes redondants on obtient une suite de Jordan-Hölder de K.
Désignons pour tout i par G1

i l’image de Gi dans le groupe quotient G{K. Fixons i
entre 1 et n. La flèche composée Gi Ñ G1

i Ñ G1
i{G

1
i´1 est surjective et son noyau

contient Gi´1 ; elle induit donc une surjection pGi{Gi´1q Ñ pG1
i{G

1
i´1q. Comme

Gi{Gi´1 est simple, on en déduit que G1
i{G

1
i´1 est ou bien trivial ou bien isomorphe

à Gi{Gi´1 et en particulier simple (remarque 8.1.7). Par conséquent, en partant de
la suite de composition

pG{Kq “ G1
n ▷G1

n´1 ▷ . . .▷G1
1 ▷ teu

et en éliminant ses termes redondants on obtient une suite de Jordan-Hölder de G{K.

8.3. Commutateurs. — Le reste de la section 8 va être consacré à l’étude des
groupes résolubles, c’est-à-dire des groupes qui possèdent une suite de composition
à quotients abéliens, avec une focalisation sur une classe particulière de groupes
résolubles, les groupes nilpotents. Mais nous allons tout d’abord introduire divers
«groupes de commutateurs» dont nous nous servirons de manière cruciale.

Définition 8.3.1. — Soit G un groupe et soient a et b deux éléments de G. Le
commutateur de a et b est l’élément aba´1b´1 de G, qui est aussi noté ra, bs. Il est
trivial si et seulement si a et b commutent.

8.3.2. — Soit G un groupe et soient a et b deux éléments de G. On a alors
ra, bs´1 “ bab´1a´1 “ rb, as.

Si φ est un morphisme de groupes de source G on a φpra, bsq “ rφpaq, φpbqs.
8.3.3. — Soit G un groupe et soient H et K deux sous-groupes de G. On notera
rH,Ks le sous-groupe engendré par les commutateurs de la forme rh, ks avec h P H
et k P K.



92 ANTOINE DUCROS

8.3.3.1. — Si H 1 est un sous-groupe de H et si K 1 est un sous-groupe de K, il résulte
de la définition que rH 1,K 1s Ă rH,Ks.
8.3.3.2. — On déduit de 8.3.2 que pour tout morphisme φ de G dans un groupe G1,
on a φprH,Ksq “ rφpHq, φpKqs.

Lemme 8.3.4. — Supposons que G s’écrive comme un produit (direct) fini de
groupes G1 ˆ . . . ˆ Gn, et que H et K soient respectivement de la forme

ś

Hi et
ś

Ki où Hi et Ki sont pour tout i des sous-groupes de Gi. On a alors

rH,Ks “
ź

rHi,Kis.

Démonstration. — Nous allons montrer la double inclusion. Soit h “ ph1, . . . , hnq P H
et soit k “ pk1, . . . , knq P K ; notre hypothèse sur H et K assure que hi P Hi et ki P Ki

pour tout i. On a alors rh, ks “ prhi, kisqi. Ainsi, rh, ks P
ś

rHi,Kis ; ceci valant pour
tout ph, kq, il vient rH,Ks Ă

ś

rHi,Kis. Notons que l’on n’a pas utilisé ici le fait que
les produits en jeu sont finis ; c’est pour l’autre inclusion que nous en aurons besoin.

Réciproquement, soit paiq un élément de
ś

rHi,Kis ; nous allons montrer qu’il
appartient à rH,Ks, ce qui permettra de conclure. Pour tout i, notons αi l’élément
de G dont la i-ème coordonnées est égale à ai et dont les autres sont nulles. On a
alors paiq “ α1α2 . . . αn ; il suffit donc de montrer que chacun des αi appartient à
rH,Ks. Fixons i. Puisque ai P rHi,Kis, il existe une famille phj , kjq1ďjďm d’éléments
de Hi ˆKi, et une famille pεjq d’éléments de t´1, 1u, telles que

ai “ rh1, k1sε1 rh2, k2sε2 . . . rhm, kmsεm .

Pour tout j, notons λj (resp. µj) l’élément de G dont la i-ème coordonnée est égale
à hj (resp. kj) et dont les autres coordonnées sont triviales. Par construction, on a
λj P H et µj P K pour tout j, et

αi “ rλ1, µ1sε1 rλ2, µ2sε2 . . . rλm, µmsεm .

Ainsi αi P rH,Ks, ce qu’il fallait démontrer.

8.3.5. — Soit G un groupe. On définit récursivement deux suites pDnpGqq et pCnpGqq

de sous-groupes de G comme suit :
˛ D0pGq “ G et DnpGq “ rDn´1pGq,Dn´1pGqs pour tout n ě 1.
˛ C0pGq “ G et CnpGq “ rG,Cn´1pGqs pour tout n ě 1.

On écrira souvent DpGq au lieu de D1pGq, et CpGq au lieu de C1pGq. Notez que
CpGq “ DpGq “ rG,Gs ; on l’appelle le groupe dérivé de G.
8.3.6. — Soit G un groupe. Nous allons mentionner quelques propriétés élémentaires
des groupes DnpGq et DnpGq.
8.3.6.1. — Le groupe DpGq étant engendré par les commutateurs, il est trivial si
et seulement si chaque commutateur est trivial, c’est-à-dire si et seulement si G est
abélien.
8.3.6.2. — On déduit de 8.3.3.1 que pour tout entier n et tout sous-groupe H de G
on a les inclusions

DnpGq Ă CnpGq, DnpHq Ă DnpGq et CnpHq Ă CnpGq.
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8.3.6.3. — Soit φ : G Ñ G1 un morphisme surjectif. On voit à l’aide de 8.3.3.2 et
d’une récurrence immédiate sur n que

φpDnpGqq “ DnpG1q et φpCnpGqq “ CnpG1q

pour tout n.
Ceci s’applique notamment lorsque φ est un automorphisme de G. Les sous-groupes

DnpGq et CnpGq de G sont donc caractéristiques, et en particulier distingués.
8.3.6.4. — Si G est un produit direct de groupes G1 ˆ G2 ˆ . . . ˆ Gm il résulte du
lemme 8.3.4 que DnpGq “

ś

DnpGiq et CnpGq “
ś

CnpGiq pour tout entier n.
8.3.7. Abélianisé d’un groupe. — Soit G un groupe et soit H un sous-groupe
distingué de G. Le groupe DpG{Hq est égal à l’image de DpGq par le morphisme
quotient G Ñ G{H. Le groupe DpG{Hq est donc trivial si et seulement si DpGq est
contenu dans H ; autrement dit, G{H est abélien si et seulement si DpGq Ă H. On
voit ainsi que G{DpGq est le plus grand quotient abélien de G ; on l’appelle l’abélianisé
de G. On peut y penser intuitivement comme le groupe le plus général construit à
partir de G en imposant en plus la propriété d’abélianité : quotienter par DpGq signifie
exactement qu’on force par décret les commutateurs à être triviaux. Cela se traduit
rigoureusement par la propriété universelle suivante.

Lemme 8.3.8 (propriété universelle de G Ñ DpGq). — Soit φ un morphisme
de G vers un groupe abélien G1. Il existe un unique morphisme ψ : G{DpGq Ñ G1 tel
que le diagramme

G
φ //

##

G1

G{DpGq

ψ

;;

commute.

Démonstration. — On a φpDpGqq “ φprG,Gsq “ rφpGq, φpGqs “ teu car G1 est
abélien. Cela signifie que DpGq Ă Kerφ, et le lemme découle donc de la propriété
universelle du morphisme quotient.

Remarque 8.3.9. — Si l’on note p le morphisme quotient G Ñ DpGq la propriété
universelle énoncée ci-dessus peut se reformuler comme suit : pour tout groupe abélien
G1, l’application ψ ÞÑ ψ˝p établit une bijection entre l’ensemble des morphismes de G
vers G1 et l’ensemble des morphismes de G{DpGq vers G1. En termes plus informels :
se donner un morphisme de G{DpGq vers G1, c’est se donner un morphisme de G vers
G1.

8.4. Groupes résolubles. — Nous avons maintenant suffisamment d’outils en
main pour introduire la notion de groupe résoluble.

Proposition 8.4.1. — Soit G un groupe et soit n un entier. Les assertions suivantes
sont équivalentes :



94 ANTOINE DUCROS

(i) G possède une suite de composition de longueur n dont les quotients successifs
sont abéliens et qui ne fait intervenir que des sous-groupes distingués dans G.

(ii) G possède une suite de composition de longueur n dont les quotients successifs
sont abéliens.

(iii) DnpGq “ teu.

Remarque 8.4.2. — Insistons bien sur la différence (a posteriori seulement
apparente) entre (i) et (ii) : en général, dans une suite de composition, chaque groupe
est simplement distingué dans le précédent ; or l’assertion (i) requiert qu’ils soient tous
distingués dans G.

Démonstration de la proposition 8.4.1. — Il est évident que (i)ñ(ii). Supposons (ii).
Le groupe G possède sous cette hypothèse une suite de composition

teu “ Gn ◁Gn´1 ◁ . . .◁G0 “ G

tel que le quotient Gi{Gi`1 soit abélien pour tout i compris entre 0 et n ´ 1. On
a alors DpGiq Ă Gi`1 pour tout i entre 0 et n ´ 1. Par une récurrence immédiate
sur n, ceci entraîne que DipGq Ă Gi pour tout i compris entre 0 et n. En particulier
DnpGq Ă Gn “ teu, d’où (iii).

Supposons que (iii) est vraie. La suite

G “ D0pGq ▷ D1pGq ▷ . . .▷ DnpGq “ teu

est alors une suite de composition de G, ne faisant intervenir que des sous-groupes
distingués de G. Pour tout i compris entre 0 et n ´ 1 le groupe Di`1pGq est égal à
DpDipGqq, et le quotient DipGq{Di`1pGq est en conséquence abélien, d’où (i).

Définition 8.4.3. — Soit G un groupe. On dit que G est résoluble s’il existe un
entier n tel que les propriétés équivalentes de la proposition 8.4.1 soient satisfaites ; le
plus petit entier pour lequel c’est le cas est alors appelé la classe de résolubilité de G.

Exemples 8.4.4. — Un groupe est résoluble de classe nulle si et seulement si il est
trivial. Un groupe est résoluble de classe ď 1 si et seulement s’il est abélien. Un groupe
est résoluble de classe ď 2 si et seulement si son sous-groupe dérivé est abélien.

8.4.5. — Soit pG1, . . . , Gmq une famille finie de groupes et soit n un entier. Le groupe
G1 ˆG2 . . .ˆGm est résoluble de classe ď n si et seulement si c’est le cas de chacun
des Gi : c’est une conséquence immédiate de 8.3.6.4.
8.4.6. — Si un groupe G est résoluble, il possède en fait une suite de composition
dont les quotients successifs sont de la forme Z{pZ avec p premier. En effet, donnons-
nous un dévissage G “ Gn ▷Gn´1 ▷ . . .▷G0 “ teu de G tels que les Gi{Gi`1 soient
abéliens. Pour tout i ď n ´ 1, le quotient Gi{Gi`1 admet d’après le corollaire 8.1.11
une suite de composition Si dont les quotients successifs sont de la forme Z{pZ avec
p premier. La concaténation des Si fournit une suite de composition de G répondant
à nos vœux.

Lemme 8.4.7. — Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G.
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(1) Si G est résoluble et si n désigne sa clase de résolubilité alors H est résoluble
de classe ď n.

(2) Supposons H distingué. Le groupe G est alors résoluble si et seulement si H
et G{H le sont ; si c’est le cas, et si l’on désigne par n, r et s les classes de
résolubilité de G,H et G{H on a alors

r ď n, s ď n, et n ď r ` s.

Démonstration. — Supposons G résoluble, et soit n sa classe de résolubilité. On a
alors

DnpHq Ă DnpGq “ teu

et H est donc résoluble de classe ď n.
On fait à partir de maintenant l’hypothèse que H est distingué dans G. Supposons

que G est résoluble, et soit n sa classe de résolubilité. On a déjà vu que H est
résoluble de classe ď n. Le groupe DnpG{Hq est l’image du groupe DnpGq “ teu
par le morphisme quotient G Ñ G{H ; il est donc trivial, ce qui montre que G{H est
lui aussi résoluble de classe ď n.

Supposons maintenant H et G{H résolubles, de classes respectives r et s. Il existe
une suite de composition S de H de longueur r à quotients successifs abéliens, et
une suite de composition S 1 de G{H de longueur s à quotients successifs abéliens.
La concaténation de S et S 1 est une suite de composition de G de longueur r ` s à
quotients successifs abéliens ; par conséquent, G est résoluble de classe ď r ` s.

Exemple 8.4.8. — Nous allons maintenant démontrer que S4 est résoluble de classe
3. On note K le sous-groupe tId, p12qp34q, p13qp24q, p14qp23qu de A4. Il est distingué
dans A4 (exemple 7.3.2). On vérifie immédiatement qu’il est isomorphe à pZ{2Zq2 ;
en particulier, il est abélien. La suite

S4 ▷ A4 ▷K ▷ tIdu

est une suite de composition de S4 de longueur 3. Le quotient S4{A4 est isomorphe
à t´1, 1u via l’application signature, et est en particulier abélien. Le quotient A4{K
est de cardinal 3 et donc isomorphe à Z{3Z ; il est en particulier abélien. Enfin, on
a vu ci-dessus que K est abélien. Les quotients successifs de la suite de composition
considérée sont donc abéliens ; par conséquent, S4 est résoluble de classe ď 3.

Nous allons vérifier que sa classe de résolubilité est exactement 3. On a

rp12q, p23qs “ p12qp23qp12qp23q “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 2 3 4
3 1 2 4 “ p132q.

Le sous-groupe distingué DpS4q contient donc un 3-cycle. Il contient dès lors tous ses
conjugués, c’est-à-dire tous les 3-cycles. Comme il y a huit 3-cycles dans S4 (5.4.8), le
cardinal de DpS4q est au moins 8. Par ailleurs DpS4q est contenu dans A4 puisque le
quotient S4{A4 est abélien ; il s’ensuit que |DpS4q| divise 12, et comme |DpS4q| ě 8
on a |DpS4q| “ 12 et DpS4q “ A4. Le groupe A4 n’est pas abélien (vérifiez que p123q

et p234q ne commutent pas, par exemple) ; par conséquent

D2pS4q “ DpA4q ‰ tIdu
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et la classe de résolubilité de S4 est donc strictement supérieure à 2, et partant
exactement égale à 3.

8.5. Groupes nilpotents. — Nous nous proposons d’introduire et étudier les
groupes nilpotents (qui sont des exemples de groupes résolubles). Nous utiliserons
pour ce faire la suite de groupes CnpGq associée à un groupe G donné (8.3.5), mais
également deux autres suites que nous allons maintenant présenter.
8.5.1. — Soit G un groupe. On définit récursivement une suite pΛnpGqq comme suit :

˛ Λ0pGq “ G ;
˛ pour tout entier n ě 1 on a ΛnpGq “ Λn´1pGq{ZpΛn´1pGqq.

On a par construction pour tout entier n une suite de morphismes surjectifs

G Ñ Λ1pGq Ñ Λ2pGq Ñ . . .ΛnpGq.

Leur composée est un morphisme surjectif G Ñ ΛnpGq, dont le noyau est noté ZnpGq ;
on a donc ΛnpGq “ G{ZnpGq.
8.5.1.1. — La suite pZnpGqqn est par construction une suite croissante de sous-
groupes distingués de G, et l’on a Z0pGq “ teu et Z1pGq “ ZpGq. Pour tout n ě 1, on
peut écrire la surjection G Ñ ΛnpGq comme la composée G Ñ Λn´1pGq Ñ ΛnpGq ;
son noyau est donc égal à l’image réciproque dans G du noyau de Λn´1pGq Ñ ΛnpGq,
c’est-à-dire de ZpΛn´1pGqq. Autrement dit, ZnpGq est l’image réciproque dans G de
ZpG{Zn´1pGqq, ce qui équivaut à l’égalité

ZnpGq{Zn´1pGq “ ZpG{Zn´1pGqq.

Cette formule peut permettre de définir récursivement la suite pZnpGqqn (en imposant
l’égalité Z0pGq “ teu), sans passer par les ΛnpGq.
8.5.1.2. — Soit n un entier. Il résulte immédiatement des définitions que
ΛnpG{ZpGqq “ Λn`1pGq.

Proposition 8.5.2. — Soit G un groupe et soit n un entier. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) ΛnpGq “ teu.
(ii) ZnpGq “ G.
(iii) G possède une suite de composition G “ Gn ▷Gn´1 ▷ . . .▷G0 “ teu telle que

Gi ◁ G pour tout i et tel que Gi{Gi´1 soit contenu dans le centre de G{Gi´1
pour tout i ě 1.

(iv) CnpGq “ teu.

Démonstration. — Il est clair que (i)ñ(ii) (et même que (i) ðñ (ii)). Supposons que
(ii) est vraie. Dans ce cas

G “ ZnpGq ▷ Zn´1pGq ▷ . . .▷ Z0pGq “ teu

est une suite de composition de G répondant aux conditions spécifiées dans (iii).
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Supposons que (iii) est vraie. Fixons i. Le groupe Gi{Gi`1 est contenu dans le
centre de G{Gi`1 ; cela signifie que tout élément de Gi{Gi`1 commute avec tout
élément de G{Gi`1, soit encore que tout élément de Gi commute avec tout élément
de G modulo Gi`1. Autrement dit, rG,Gis Ă Gi`1. Il en résulte par une récurrence
immédiate sur i que CipGq Ă Gi pour tout i. En particulier, CnpGq Ă Gn “ teu, d’où
(iv).

Montrons par récurrence sur n que (iv)ñ(i). Cette implication est vraie si n “ 0.
En effet on a C0pGq “ G donc si C0pGq “ teu alors G “ teu et Λ0pGq “ teu.

Supposons que n ą 0, que l’implication est vraie pour les entiers ă n, et que
CnpGq “ teu. Comme CnpGq “ rG,Cn´1pGqs, tout élément de G commute avec tout
élément de Cn´1pGq. Autrement dit, Cn´1pGq Ă ZpGq. L’image de Cn´1pGq dans
G{ZpGq est donc nulle ; par conséquent, Cn´1pG{ZpGqq “ teu. En vertu de l’hypothèse
de récurrence, ceci entraîne que Λn´1pG{ZpGqq “ teu. Puisque Λn´1pG{ZpGqq est égal
à ΛnpGq, il vient ΛnpGq “ teu.

Définition 8.5.3. — Soit G un groupe. On dit que G est nilpotent s’il existe un
entier n tel que les propriétés équivalentes de la proposition 8.5.2 soient satisfaites ; le
plus petit entier pour lequel c’est le cas est alors appelé la classe de nilpotence de G.

Exemples 8.5.4. — Un groupe est nilpotent de classe nulle si et seulement si il
est trivial. Un groupe est nilpotent de classe ď 1 si et seulement si il est abélien. Un
groupe G est nilpotent de classe ď 2 si et seulement si G{ZpGq est abélien.

8.5.5. — Soit G un groupe. S’il est nilpotent de classe n, il est résoluble de classe
ď n : cela provient par exemple du fait que DnpGq Ă CnpGq, ou qu’une suite de
décomposition comme dans la condition (iii) de la proposition 8.5.2 a tous ses quotients
successifs abéliens (le centre d’un groupe est toujours abélien !).
8.5.6. — Soit G un groupe. Si ZpGq “ teu une récurrence immédiate sur n montre
que ΛnpGq “ G pour tout n ; par conséquent, G est nilpotent si et seulement s’il est
trivial. Par contraposition, on voit qu’un groupe nilpotent non trivial a un centre non
trivial.
8.5.7. — Soit pG1, . . . , Gmq une famille finie de groupes et soit n un entier. Le groupe
G1 ˆG2 . . .ˆGm est nilpotent de classe ď n si et seulement si c’est le cas de chacun
des Gi : c’est une conséquence immédiate de 8.3.6.4. On peut donner une preuve
alternative de ce fait en démontrant que l’on a pour tout i l’égalité

ZipG1 ˆ . . .ˆGmq “ ZipG1q ˆ . . .ˆ ZipGmq.

L’exercice est laissé au lecteur.

Lemme 8.5.8. — Soit G un groupe, soit H un sous-groupe de G et soit n un entier.

(1) Si G est nilpotent de classe n alors H est nilpotent de classe ď n. Si de plus H
est distingué, G{H est lui aussi nilpotent de classe ď n.

(2) Le groupe G est nilpotent de classe n si et seulement si G{ZpGq est nilpotent de
classe n´ 1.
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Démonstration. — Supposons G nilpotent de classe n. On a alors

CnpHq Ă CnpGq “ teu

et H est donc nilpotent de classe ď n.
Supposons de plusH distingué. Le groupe CnpG{Hq est l’image du groupe CnpGq “

teu par le morphisme quotient G Ñ G{H ; il est donc trivial, ce qui entraîne que G{H
est nilpotent de classe ď n et achève la démonstration de (1).

L’assertion (2) découle de l’égalité ΛnpGq “ Λn´1pG{ZpGqq.

Proposition 8.5.9. — Soit p un nombre premier et soit G un p-groupe. Le groupe
G est nilpotent, et en particulier résoluble.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur |G|. Le résultat est clair si |G| “ 1.
On suppose désormais |G| ą 1, et la proposition vraie pour tout p-groupe de cardinal
strictement inférieur à celui de G. Le lemme 4.4.7 assure que ZpGq est non trivial. Le
quotient G{ZpGq est donc de cardinal strictement inférieur à |G|, et c’est évidemment
un p-groupe ; il est en conséquence nilpotent d’après l’hypothèse de récurrence.
L’assertion (2) du lemme 8.5.8 ci-dessus assure alors que G est nilpotent.

Nous nous proposons maintenant de donner une caractérisation des groupes
nilpotents finis ; nous avons pour cela besoin de deux lemmes. Rappelons que si H est
un sous-groupe d’un groupe G, on désigne par NGpHq le normalisateur de H dans G
(exemple 4.3.3).

Lemme 8.5.10. — Soit G un groupe nilpotent et soit H un sous-groupe strict de
G. L’inclusion H Ă NGpHq est stricte.

Démonstration. — On procède par récurrence sur la classe de nilpotence n de G. Si
n “ 0 le groupe G est trivial et n’a pas de sous-groupe strict ; le lemme est donc vrai
(et par ailleurs vide) dans ce cas. Supposons n ą 0, et le lemme vrai pour les groupes
nilpotents de classe ă n. On distingue maintenant deux cas.

Supposons que ZpGq est contenu dans H. Le groupe G{ZpGq est alors nilpotent de
classe n ´ 1 (lemme 8.5.8) et H{ZpGq en est un sous-groupe strict. L’hypothèse de
récurrence assure alors que NG{ZpGqpH{ZpGqq contient strictement H{ZpGq. L’image
réciproque K de NG{ZpGqpH{ZpGqq dans G contient donc strictement H. Par ailleurs,
le fait que H{ZpGq soit distingué dans NG{ZpGqpH{ZpGqq assure que H est distingué
dans K, et donc que K Ă NGpHq ; en conséquence, NGpHq contient strictement H.

Supposons que ZpGq n’est pas contenu dans H. Il existe alors g P ZpGq tel que
g R H. Comme g P ZpGq on a ghg´1 “ h pour tout h P G, et en particulier pour tout
h P H. Il vient gHg´1 “ H, et g appartient donc à NGpHq ; ainsi, ce dernier contient
strictement H.

Lemme 8.5.11. — Soit G un groupe fini, soit p un nombre premier et soit S un
p-sous-groupe de Sylow de G. On a l’égalité NGpNGpSqq “ NGpSq.

Démonstration. — Par définition, S est distingué dans NGpSq. Comme S est un p-
sous-groupe de Sylow de G, c’est a fortiori un p-sous-groupe de Sylow de NGpSq.
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Comme il est distingué dans NGpSq, c’est son seul p-sous-groupe de Sylow et c’est
donc un sous-groupe caractéristique de NGpSq.

Soit g un élément de NGpNGpSqq. Puisque NGpSq est distingué dans NGpNGpSqq,
la conjugaison par g induit un automorphisme φ de NGpSq. Comme S est un sous-
groupe caractéristique de ce dernier, on a φpSq “ S ; autrement dit, gSg´1 “ S et
g P NGpSq.

Théorème 8.5.12. — Soit G un groupe fini. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) Le groupe G est nilpotent.
(ii) Pour tout nombre premier p, le groupe G admet un unique p-sous-groupe de

Sylow.
(iii) Il existe une famille finie pp1, . . . , prq de nombres premiers deux à deux distincts,

et pour tout i compris entre 1 et r un pi-groupe non trivial Gi, tels que G soit
isomorphe à G1 ˆG2 ˆ . . .ˆGr.

Démonstration. — On suppose que (i) est vraie. Soit p un nombre premier. Soit S
un p-sous-groupe de Sylow de G. Le lemme 8.5.11 assure que NGpNGpSqq “ NGpSq. Il
en résulte en vertu du lemme 8.5.10 que NGpSq ne peut être un sous-groupe strict du
groupe nilpotent G ; par conséquent, NGpSq “ G, ce qui veut dire que S est distingué
dans G. C’est donc l’unique p-sous-groupe de Sylow de G, et (ii) est vraie.

On suppose que (ii) est vraie. Soient p1, . . . , pr les diviseurs premiers deux à deux
distincts de |G| ; pour tout i, on note Gi l’unique pi-sous-groupe de Sylow de G, qui
est un pi-groupe non trivial distingué dans G. On a |G| “

ś

i |Gi|. Soient i et j deux
entiers distincts compris entre 1 et r. Soit g P Gi et soit h P Gj . Comme Gi est
distingué dans G, le commutateur

rg, hs “ ghg´1h´1 “ pghg´1qh´1 “ gphg´1h´1q

appartient à Gj X Gj ; son ordre divise donc à la fois |Gi| et |Gj |, qui sont premiers
entre eux ; il s’ensuit que rg, hs “ e, c’est-à-dire que g et h commutent. On note φ
l’application du produit G1 ˆ G2 ˆ . . . Gr dans G qui envoie un r-uplet pg1, . . . , grq
sur le produit g1g2 . . . gr. On a vu ci-dessus que si i et j sont deux entiers distincts
compris entre 1 et r, tout élément de Gi commute avec tout élément de Gj . Il en
résulte que φ est un morphisme de groupes. Montrons que φ est surjectif. Fixons i.
Pour tout g appartenant à Gi, on a g “ φpe, . . . , e, g, e, . . . , eq (où g est évidemment
placé au rang i) ; par conséquent, Gi Ă Im φ, et |Im φ| est donc multiple de |Gi|. Ceci
valant pour tout i, le cardinal de Im φ est multiple du PPCM des cardinaux des Gi,
qui est égal à |G|. Il en résulte que Im φ “ G, et φ est bien surjective. Comme G et
G1 ˆ G2 ˆ . . . ˆ Gr ont même cardinal, le morphisme φ est également injectif, et G
est isomorphe à G1 ˆG2 ˆ . . .ˆGr ; ainsi, (iii) est vraie.

Supposons que (iii) est vraie. La proposition 8.5.9 assure que chacun des Gi est
nilpotent ; le groupe G est donc nilpotent d’après 8.5.7 et (i) est vraie.

Remarque 8.5.13. — On peut démontrer directement que (iii)ñ(ii). En effet,
soient p1, . . . , pr des nombres premiers deux à deux distincts, et pour tout i compris
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entre 1 et r, soit Gi un pi-groupe non trivial. Le cardinal du groupe produit
G :“ G1 ˆ G2 ˆ . . . ˆ Gr est égal à

ś

|Gi|. Par conséquent, si p est un nombre
premier n’appartenant pas à tp1, . . . , pru alors p ne divise pas |G|, et G a un unique
p-sous-groupe de Sylow, à savoir teu. Soit maintenant i compris entre 1 et r et soit Γi
le sous-groupe de G constitué des éléments pgjq tels que gj “ e pour tout j ‰ i. Il est
immédiat que Γi est isomorphe à Gi ; c’est par conséquent un pi-sous-groupe de Sylow
de G. Il est visiblement distingué dans G, et est donc son unique pi-sous-groupe de
Sylow.

8.6. Une suite de composition matricielle. — On fixe un corps k et un entier
n ě 1. On note T le sous-groupe de GLnpkq formé des matrices triangulaires
supérieures, et U le sous-groupe de T constitué des matrices triangulaires supérieures
n’ayant que des 1 sur la diagonale. On note pe1, . . . , enq la base canonique de kn ; nous
identifierons un élément de GLnpkq à l’endomorphisme de kn dont il est la matrice
dans pe1, . . . , enq.
8.6.1. — Pour tout entier ℓ ě 1 on note Nℓ le sous-espace vectoriel de Mnpkq formé
des matrices A telles que Aei P Vectpejq1ďjďi´ℓ.
8.6.1.1. — Les faits suivants sont des conséquences immédiates de la définition, que
nous utiliserons librement dans la suite.

˛ Le sous-espace N1 de Mnpkq est l’ensemble des matrices triangulaires supérieures
n’ayant que des zéros sur la diagonale (on peut donc écrire U “ In ` N1) ; plus
généralement, Nℓ est l’ensemble des matrices dont tous les coefficients situés
en-dessous de la «ℓ-ième surdiagonale» sont nuls.

˛ On a Nℓ Ă Nℓ1 dès que ℓ ě ℓ1.

˛ On a Nℓ “ 0 dès que ℓ ě n.

˛ On a Nℓ ¨ Nℓ1 Ă Nℓ`ℓ1 pour tout pℓ, ℓ1q. Il s’ensuit que Nm
ℓ Ă Nℓm pour tout

m ě 1 puis que

Nr n
ℓ s

ℓ Ă Nn “ t0u

où rnℓ s désigne la «partie entière supérieure» de n{ℓ, c’est-à-dire le plus petit
entier supérieur ou égal à n{ℓ. En particulier, Nn

1 “ t0u.

8.6.1.2. — Soit ℓ un entier ě 1 et soient A et B deux éléments de Nℓ. Comme A
est nilpotente, la matrice In ` A est inversible d’inverse

ř

ip´1qi´1Ai (la nilpotence
de A garantit que cette somme est finie) ; notons que pIn ` Aq´1 P In ` Nℓ puisque
Ni
ℓ Ă Niℓ Ă Nℓ pour tout i ě 1. Et on a par ailleurs

pIn `AqpIn `Bq “ In `A`B `AB P In ` Nℓ,

la dernière inclusion provenant du fait que AB P N2ℓ Ă Nℓ.
On déduit de ce qui précède (et du fait que In P In ` Nℓ) que In ` Nℓ est un

sous-groupe de U “ In ` N1.
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8.6.1.3. — Soient ℓ et ℓ1 deux entiers. Nous allons démontrer que

rpIn ` Nℓq, pIn ` Nℓ1 qs Ă In ` Nℓ`ℓ1 .

Soit A P Nℓ et soit B P Nℓ1 . Vérifions que le commutateur

pIn `AqpIn `BqpIn `Aq´1pIn `Bq´1

appartient à In ` Nℓ`ℓ1 . En écrivant

pIn `Aq´1 “
ÿ

i

p´1qi´1Ai et pIn `Bq´1 “
ÿ

i

p´1qi´1Bi

et en développant le commutateur ci-dessus, on voit que celui-ci s’écrit comme un
«polynôme non commutatif» en A et B, qui comprend différents types de monômes :

˛ un «terme constant» égal à In ;
˛ des monômes faisant intervenir au moins une fois A et au moins une fois B ; un

tel monôme appartient toujours à Nℓ`ℓ1 ;
˛ des monômes de la forme Aj avec j ą 0 ; ce sont plus précisément les

monômes non constants qui apparaissent dans le développement du produit
pIn `Aqp

ř

ip´1qi´1Aiq “ In, et il n’y en a donc pas ;

˛ des monômes de la forme Bj avec j ą 0 ; ce sont plus précisément les
monômes non constants qui apparaissent dans le développement du produit
pIn `Bqp

ř

ip´1qi´1Biq “ In, et il n’y en a donc pas.
Par conséquent, on peut écrire

pIn `AqpIn `BqpIn `Aq´1pIn `Bq´1 “ In ` C

où C est un élément de Nℓ`ℓ1 , ce qu’on souhaitait établir.
8.6.1.4. — Notons une première conséquence importante de 8.6.1.3 : pour tout ℓ, le
groupe In ` Nℓ est distingué dans U “ In ` N1. En effet, fixons ℓ et donnons-nous
U P U et V P In ` Nℓ. On déduit de 8.6.1.3 que UV U´1V ´1 P In ` Nℓ`1. Il vient

UV U´1 “ pUV U´1V ´1qV P pIn ` Nℓ`1qpIn ` Nℓq Ă pIn ` Nℓq ¨ pIn ` Nℓq Ă pIn ` Nℓq,

d’où notre assertion.
8.6.1.5. — Soit ℓ ě 1. En vertu de 8.6.1.3, on a

rU, pIn ` Nℓqs “ rpIn ` N1q, pIn ` Nℓqs Ă In ` Nℓ`1,

ce qui signifie que le groupe quotient pIn ` Nℓq{pIn ` Nℓ`1q est contenu dans le centre
de U{pIn ` Nℓ`1q. La suite de composition

U “ pIn ` N1q ▷ pIn ` N2q ▷ . . .▷ pIn ` Nn´1q ▷ pIn ` Nnq “ tInu

est donc du type décrit à la condition (iii) de l’énoncé de la proposition 8.5.2. Il
s’ensuit que le groupe U est nilpotent.
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8.6.1.6. — Nous allons maintenant décrire les quotients successifs de la suite de
composition construite au 8.6.1.5. Fixons ℓ entre 1 et n ´ 1. Une matrice paijq de
Mnpkq appartient à In`Nℓ si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

˛ aij “ 0 dès que j ă i ou i ă j ă i` ℓ ;
˛ aii “ 1 pour tout i.

Donnons-nous deux matrices A “ paijq et B “ pbijq appartenant à In ` Nℓ, et notons
pcijq la matrice produit AB. Pour tout i compris entre 1 et n´ ℓ on a

ci,i`ℓ “
ÿ

λ

aiλbλ,i`ℓ “ bi,i`ℓ ` ai,i`ℓ

car aiλ“0 si λ ă i ou i ă λ ă i` ℓ et bλ,i`ℓ “ 0 si λ ą i` ℓ.
L’application de φℓ : In`Nℓ Ñ kn´ℓ qui envoie une matrice paijq sur pai,i`ℓq1ďiďn´ℓ

est donc un morphisme de groupes. Le morphisme φℓ est surjectif : si pαiq1ďiďn´ℓ est
un élément de kn´ℓ la matrice de terme général pβijq avec βij “ 1 si i “ j, βij “ αi
si j “ i ` ℓ et βij “ 0 sinon, est un antécédent de pαiq par φ. Le noyau de φℓ est
l’ensemble des matrices paijq P In ` Nℓ telles que ai,i`ℓ “ 0 pour tout i compris entre
1 et n´ ℓ ; c’est donc exactement In ` Nℓ`1.

Par conséquent, φℓ induit un isomorphisme
pIn ` Nℓq{pIn ` Nℓ`1q » kn´ℓ.

8.6.1.7. — Le groupe nilpotent U possède donc une suite de composition dont la
liste des quotients successifs est tkNun´1ěNě1. Fixons N . Le groupe kN admet lui-
même une suite de décomposition de longueur N dont les quotients successifs sont
tous isomorphes à k, comme par exemple G0 “ kN ▷ G1 ▷ . . . ▷ GN “ t0u, où Gi
désigne pour tout i l’ensemble des éléments de kN dont les i premières composantes
sont nulles.

Par concaténation, il s’ensuit que U possède une suite de composition de longeur
1 ` 2 ` . . .` n´ 1 “

npn´1q

2 dont tous les quotients successifs sont isomorphes à k.
8.6.2. — Soit ψ l’application de T dans pkˆqn qui envoie une matrice paijq sur
paiiq1ďiďn. C’est clairement un morphisme de groupes surjectif de noyau U. Ce dernier
est donc distingué dans T, et le quotient T{U est isomorphe à pkˆqn. Le groupe pkˆqn

admet une suite de composition de longueur n dont tous les quotients successifs sont
isomorphes à kˆ : il suffit par exemple de prendre H0 “ pkˆqn▷H1 ▷ . . .▷Hn “ t1u,
où Hi désigne pour tout i l’ensemble des éléments de pkˆqn dont les i premières
composantes sont égales à 1.

Par concaténation de cette suite de composition et de celle exhibée au 8.6.1.7 on
obtient une suite de composition de T de longueur n `

npn´1q

2 “
npn`1q

2 dont les n
premiers quotients sont isomorphes à kˆ et les npn´1q

2 suivants à k. Tous ces groupes
étant abéliens, T est résoluble.
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9. Groupes libres, groupes définis par générateurs et relations

9.1. Groupe libre sur un ensemble. — Soit X un ensemble. Le but de ce qui suit
est de construire le «groupe libre sur l’ensemble X». C’est informellement le groupe
le plus général qu’on peut fabriquer à partir de X ; il est obtenu en décrétant qu’on
sait multiplier et inverser les éléments de X, et en n’imposant à ces opérations aucune
autre règle que celles données par la théorie générale des groupes.

Bien entendu, cette description est vague et non rigoureuse, et nous allons
maintenant procéder à la construction détaillée de ce groupe. Nous montrerons qu’il
est caractérisé par une propriété universelle, comme tout «objet le plus général tel
que...» qui se respecte.

Cette contruction requiert pour des raisons techniques un certain nombre de
contorsions. Nous allons notamment devoir introduire la notion de monoïde (qui ne
nous servira pas ailleurs) puis celle de monoïde libre, avant d’en arriver enfin à celle
de groupe libre.

Définition 9.1.1. — Un monoïde est un ensemble M muni d’une loi de composition
interne associative et possédant un élément neutre e (nécessairement unique, par le
même raisonnement qu’au 2.1.3).

Si M et N sont deux monoïdes de neutres respectifs eM et eN , un morphisme
de monoïdes de M dans N est une application f de M vers N telle que l’on ait
fpeM q “ eN et fpabq “ fpaqfpbq pour tout pa, bq P M2.

Exemple 9.1.2. — Tout groupe est en particulier un monoïde. Plus précisément,
un groupe est par définition un monoïde dans lequels tout élément a un inverse.

Exemple 9.1.3. — Si A est un anneau alors pA,ˆq est un monoïde ; ce n’est pas
un groupe si A ‰ t0u, car 0 n’a alors pas d’inverse.

Remarquons que l’application nulle de A dans A commute au produit mais n’est pas
un morphisme de monoïdes si A ‰ t0u car elle n’envoie pas 1 sur 1. Contrairement à
ce qui se passe pour les groupes, il est donc indispensable d’imposer dans la définition
d’un morphisme de monoïdes que l’élément neutre soit envoyé sur l’élément neutre.
(Rappelons que le caractère automatique de cette propriété dans le cas des groupes
résulte de la simplification des égalités (2.1.6) qui n’existe pas dans un monoïde en
général : si A ‰ t0u elle est justement en défaut dans pA,ˆq à cause de 0).

Exemple 9.1.4. — L’ensemble N muni de l’addition est un monoïde. Ce n’est pas
un groupe : 1 n’a pas d’opposé.

Définition 9.1.5. — Soit X un ensemble. Un mot sur l’alphabet X est une suite
finie x1 . . . xn d’éléments de X ; l’entier n est appelé la longueur du mot en question.
Il existe un et un seul mot de longueur nulle sur l’alphabet X : c’est la suite vide,
appelée également mot vide et notée ∅.

Soit ΛpXq l’ensemble des mots sur l’alphabet X. La concaténation définit une loi
de composition interne sur ΛpXq ; elle est associative, et possède un élément neutre :
le mot vide. Elle fait donc de ΛpXq un monoïde, appelé le monoïde libre sur l’ensemble
X ; nous identifierons dans ce qui suit X à un sous-ensemble de ΛpXq, en voyant un
élément de X comme un mot de longueur 1.
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Lemme 9.1.6 (propriété universelle du monoïde libre)
Soit X un ensemble, soit M un monoïde et soit f : X Ñ M une application

ensembliste. Il existe un unique morphisme de monoïdes de ΛpXq dans M qui prolonge
f .

Démonstration. — Un tel morphisme est nécessairement donné par la formule
x1x2 . . . xn ÞÑ fpx1qfpx2q . . . fpxnq.

Réciproquement, il est immédiat que cette formule définit un morphisme de monoïdes
de ΛpXq dans M , qui prolonge f .

9.1.7. Construction du groupe libre. — Soit X un ensemble. On introduit un
ensemble X´1, disjoint de X et muni d’une bijection x ÞÑ x´1 de X sur X´1

(attention : X´1 et x´1 sont de simples notations). Pour tout groupe G, on note
hpGq l’ensemble des morphismes (de monoïdes) f de ΛpX

š

X´1q dans G tels que
fpx´1q “ fpxq´1 pour tout x P X. Soit R la relation sur ΛpX

š

X´1q telle que mRn
si et seulement si pour tout groupe G et tout f P hpGq on a fpmq “ fpnq.
9.1.7.1. — On vérifie aussitôt que R est une relation d’équivalence, et l’on note
F pXq le quotient ΛpX

š

X´1q{R. Soient m,n,m1 et n1 des éléments de M tels que
mRn et m1Rn1. Soit G un groupe et soit f P hpGq. Comme mRn et m1Rn1 on a
fpmq “ fpnq et fpm1q “ fpn1q. Il vient fpmm1q “ fpmqfpm1q “ fpnqfpn1q “ fpnn1q.
Ainsi, mm1Rnn1. Il s’ensuit que la loi interne de ΛpX

š

X´1q passe au quotient ;par
R et induit une loi interne sur F pXq ; nous vous laissons vérifier que celle-ci fait
de F pXq un monoïde, et que l’application quotient ΛpX

š

X´1q Ñ F pXq est un
morphisme de monoïdes (il suffit essentiellement de reprendre la preuve du lemme
2.10.1 en se limitant à ce qui concerne l’associativité et l’élément neutre).
9.1.7.2. Le monoïde F pXq est un groupe. — Il s’agit de vérifier que chacun de ses
éléments est inversible.

Tout élément de F pXq est de la forme x1 . . . xk “ x1 . . . xk où les xi appartiennent
à X

š

X´1. Il suffit donc de vérifier que x est inversible pour tout x P X
š

X´1. Nous
allons montrer que si x P X alors x est inversible d’inverse x´1, ce qui permettra de
conclure.

Soit x P X, soit G un groupe et soit f P hpGq. On a fpx´1q “ fpxq´1, et donc
fpxx´1q “ fpx´1xq “ e “ fp∅q. Par conséquent, xx´1 “ x´1x “ ∅, ce qui montre
que x est inversible d’inverse x´1, comme annoncé.

Lemme 9.1.8 (propriété universelle du groupe F pXq)
Soit X un ensemble, soit G un groupe et soit f : X Ñ G une application. Il

existe un unique morphisme de groupes φ de F pXq vers G qui envoie x sur fpxq pour
tout x P X.

Démonstration. — Commençons par l’unicité. Soit φ un morphisme satisfaisant les
propriétés de l’énoncé. Comme x´1 “ x´1 pour tout x P X d’après 9.1.7.2, et comme
tout élément de F pXq est de la forme x1 . . . xk “ x1 . . . xk où les xi appartiennent
à X

š

X´1, on voit que F pXq est engendré en tant que groupe par l’ensemble des
x pour x P X. Par conséquent, φ est entièrement déterminé par sa restriction à cet
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ensemble, laquelle est imposée par hypothèse (puisque φpxq “ fpxq pour tout x P X) ;
ainsi, φ est unique.

Prouvons maintenant l’existence de φ. Soit g l’application de X
š

X´1 dans G qui
envoie x sur fpxq et x´1 sur fpxq´1 pour tout x P X. Par la propriété universelle
du monoïde ΛpXq (lemme 9.1.6), l’application g se prolonge en un morphisme de
monoïdes ψ : ΛpXq Ñ G, qui appartient par construction à hpGq. Par conséquent,
ψpmq “ ψpnq dès que mRn, et ψ induit ainsi par passage au quotient une application
φ : F pXq Ñ G, qui envoie par construction x sur fpxq pour tout x P X. Nous laissons
le lecteur vérifier qu’il s’agit d’un morphisme de groupes.

Le groupe F pXq a été défini comme le quotient de ΛpX
š

X´1q par une relation
d’équivalence a priori peu explicite : elle est donnée par des conditions portant sur
tous les morphismes de monoïdes de source ΛpXq dont le but est un groupe. Nous
allons voir qu’il est néanmoins possible de décrire F pXq de manière tangible. Pour ce
faire, nous allons avoir besoin de la définition suivante.

Définition 9.1.9. — Soit X un ensemble. Un mot m P ΛpX
š

X´1q est dit réduit
s’il ne contient aucune suite de deux termes consécutifs de la forme xx´1 ou x´1x
avec x P X.

Théorème 9.1.10. — Soit X un ensemble et soit R la relation d’équivalence sur
ΛpX

š

X´1q définie au 9.1.7. Toute classe de R contient un unique mot réduit.

Démonstration. — Nous allons traiter séparément l’existence (qui est facile) et
l’unicité (qui est plus délicate).

Commençons par l’existence. Soit m P ΛpXq. Nous allons montrer par récurrence
sur la longueur de m l’existence d’un mot réduit équivalent à m. Si la longueur de m
est nulle, m est le mot vide et est déjà réduit. Supposons que la longueur de m est
strictement positive et que le résultat est vrai pour les mots de longueur strictement
inférieure. Si m est réduit, il n’y a rien à faire. Sinon, m est de la forme m1xx´1m2

ou m1x´1xm2 ; par l’hypothèse de récurrence, m1m2 est équivalent à un mot réduit
(sa longueur est strictement inférieure à celle de m). Il suffit maintenant de montrer
que m est équivalent à m1m2. Supposons par exemple que m “ m1xx´1m2. On a

m “ m1 ¨ x ¨ x´1 ¨m2 “ m ¨m2 “ mm2,

puisque x et x´1 sont inverses l’un de l’autre. Par conséquent, mRm1m2, ce qu’il
fallait démontrer ; la preuve dans le cas où m “ m1x´1xm2 est analogue.

Nous allons maintenant nous assurer que deux mots réduits équivalents coïncident.
Soit E l’ensemble des mots réduits. Pour tout x P X, soit σx l’application de E dans
E qui envoie un mot réduit m sur xm si m n’est pas de la forme x´1m1, et sur m1 si
m est de la forme x´1m1 (nous laissons le lecteur s’assurer que les mots obtenus sont
bien réduits). C’est une bijection : on vérifie aisément que sa réciproque envoie un
mot réduit m sur x´1m si m n’est pas de la forme xm1, et sur m1 si m est de la forme
xm1. Cette application ensembliste de X dans SE induit en vertu de la propriété
universelle de F pXq un morphisme de groupes de F pXq vers SE , c’est-à-dire une
action pµ,mq ÞÑ µ ¨m de F pXq sur E.
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Soit m un mot réduit. Montrons que m ¨∅ “ m. On le vérifie par récurrence sur la
longueur de m. Si m est de longueur nulle c’est le mot vide et m est donc l’élément
neutre de F pXq, qui agit trivialement sur E ; l’assertion en découle. Supposons m
de longueur strictement positive, et la propriété vraie pour les mots de longueur
strictement inférieure à celle de m. On peut écrire m “ xm1 avec x P X

š

X´1.
Comme m est réduit, m1 est réduit. On a l’égalité

m ¨ ∅ “ x ¨ pm1 ¨ ∅q.

Par hypothèse de récurrence, m1 ¨ ∅ est égal à m1. Si x appartient à X alors comme
m est réduit, m1 n’est pas de la forme x´1m2, et l’on a donc

x ¨m1 “ σxpm1q “ xm1 “ m.

Si x “ y´1 pour un certain y P X alors comme m est réduit, m1 n’est pas de la forme
ym2, et l’on a donc

x ¨m1 “ σ´1
y pm1q “ y´1m1 “ m.

Conclusion. Si m et n sont deux mots réduits tels que mRn, on a m “ n et donc
m “ m ¨ ∅ “ n ¨ ∅ “ n, ce qui termine la démonstration.

Commentaires 9.1.11. — Le théorème 9.1.10 ci-dessus signifie que le passage au
quotient par R permet d’identifier F pXq à l’ensemble des mots réduits sur l’alphabet
X

š

X´1 (en particulier, on peut voir X
š

X´1 comme un sous-ensemble de F pXq).
Pour faire le produit de deux éléments de F pXq, on les concatène, puis on simplifie le
mot obtenu en éliminant tous les termes de la forme xx´1 ou x´1x, et l’on recommence
jusqu’à obtention d’un mot réduit.

Signalons par ailleurs que si n ą 1 on écrira souvent xn (resp. x´n) à la place d’une
chaîne de n termes x (resp. x´1) consécutifs.

Exemple 9.1.12. — Supposons que X “ ta, b, c, du. Les deux mots réduits
m “ a2b´1c3dada et n “ a´1d´1a´1d´1b2ca4

sont alors deux éléments de F pXq. La concaténation des deux mots est égale à
a2b´1c3dadaa´1d´1a´1d´1b2ca4.

En quatre étapes (élimination de aa´1, puis dd´1, puis aa´1, puis dd´1), on obtient
le mot réduit a2b´1c3b2ca4, qui est donc le produit de m et n.

Remarque 9.1.13. — Vous vous demandez peut-être pourquoi on a construit F pXq

de façon passablement alambiquée (comme quotient du monoïde libre ΛpX
š

X´1q

par une relation d’équivalence semblant de prime abord inexploitable) au lieu
de le définir comme l’ensemble des mots réduits sur l’alphabet X

š

X´1, avec
la concaténation-simplification comme loi interne. Pour le comprendre, essayez de
démontrer directement l’associativité de cette loi . . .

Remarque 9.1.14. — Nous nous autoriserons à considérer tout mot sur l’aphabet
X

š

X´1 comme un élément de F pXq même s’il n’est pas réduit, en l’identifiant à son
image par l’application quotient ; autrement dit, nous omettrons désormais la barre
de réduction modulo R.
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9.1.15. À propos de la propriété universelle du groupe libre. — Soit X un ensemble
et soit ι l’inclusion de X dans F pXq.
9.1.15.1. — La propriété universelle de F pXq (lemme 9.1.8) est en fait plus
précisément une propriété universelle de l’application ι : X Ñ F pXq, et peut se
formuler ainsi : pour tout groupe G, l’application φ ÞÑ φ|X “ φ ˝ ι établit une
bijection entre l’ensemble des morphismes de groupes de F pXq dans G et l’ensemble
des applications de X dans G.

Ce qu’on peut traduire d’une manière un peu plus informelle comme suit : se donner
un morphisme de F pXq dans un groupe G revient à se donner une application de X
dans G, ou encore à choisir librement les images des éléments de X.
9.1.15.2. — L’application ι : X Ñ F pXq est caractérisée à unique isomorphisme près
par sa propriété universelle, dans le sens suivant. Soit υ une application de X vers
un groupe Γ telle que pour tout groupe G, l’application φ ÞÑ φ ˝ υ établisse une
bijection entre l’ensemble des morphismes de groupes de Γ dans G et l’ensemble des
applications de X dans G. Il existe alors un unique isomorphisme f : F pXq Ñ Γ tel
que le diagramme

F pXq
f // Γ

X

ι

bb

υ

??

commute.
En effet, la propriété universelle de ι assure qu’il existe un morphisme f de F pXq

dans Γ faisant commuter le diagramme ci-dessus. La propriété universelle de υ assure
qu’il existe un morphisme g de Γ dans F pXq tel que g ˝ υ “ ι. La composée g ˝ f est
une application de F pXq dans lui-même, et l’on a

pg ˝ fq ˝ ι “ g ˝ ε “ ι “ IdF pXq ˝ ι.

Par la partie «unicité» (ou «injectivité») de la propriété universelle de ι on a
nécessairement g ˝ f “ IdF pXq. On montre de même que f ˝ g “ IdΓ.

9.1.16. Évaluation des mots. — SoitX un ensemble, soit G un groupe et soit pgxqxPX

une famille d’éléments de G. Soit φ : F pXq Ñ G l’unique morphisme de groupes tel
que φpxq “ gx pour tout x P X. Soit m un mot sur l’alphabet X

š

X´1. On notera
souvent mpgxqx l’élément φpmq de G – ici, m est vu comme appartenant à F pXq, cf.
9.1.14 ; Si m “ xε1

1 . . . xεn
n avec εi P t´1, 1u pour tout i, on a mpgxq “ gε1

x1
. . . gεn

xn
. On

dira que φ est le morphisme d’évaluation en la famille pgxq.

Exemple 9.1.17. — Le seul mot sur un alphabet vide étant le mot vide, le groupe
F pHq est trivial.

Exemple 9.1.18. — Soit X un singleton tau. Un mot réduit sur X
š

X´1 est de
la forme an pour n P Z ; on voit ainsi que n ÞÑ an établit un isomorphisme entre Z et
F ptauq : le groupe libre sur un singleton s’identifie à Z.
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Exemple 9.1.19. — Soit X un ensemble à deux éléments ta, bu. Il n’y a rien de
plus à dire sur F pXq que les généralités mentionnées plus haut : ses éléments seront
les mots réduits en les lettres a, b, a´1, b´1, et on les multiplie en concaténant et
simplifiant.

Pour ceux qui connaissent un peu de topologie algébrique, indiquons que ce groupe
s’identifie au groupe fondamental du plan privé de deux points. Plus précisément, soit
P l’espace topologique R2 ´ t´1, 1u ; soit f : r0; 1s Ñ P le lacet t ÞÑ ´1 ` expp2iπtq
(basé en l’origine) et soit g : r0; 1s Ñ P le lacet t ÞÑ 1 ´ expp2iπtq (basé en l’origine).
L’application ensembliste ta, bu Ñ π1pP,Oq qui envoie a sur f et b sur g induit un
morphisme de groupes F pta, buq Ñ π1pP,Oq ; on démontre que c’est un isomorphisme.

9.2. Groupes définis par générateurs et relations. — Soit X un ensemble, et
soit R un ensemble de mots sur l’alphabet X

š

X´1. On se propose informellement de
construire le groupe le plus général fabriqué à partir de X (l’ensemble des générateurs)
et dans lequel les mots appartenant à R (l’ensemble des relations) sont triviaux.

Définition 9.2.1. — On appelle groupe défini par l’ensemble de générateurs X et
l’ensemble de relations R, et l’on note xX|Ry, le quotient de F pXq par le plus petit
sous-groupe distingué de F pXq contenant R ; si X “ tx1, . . . , xnu on omettra parfois
les accolades ensemblistes : on écrira xx1, . . . , xn|Ry au lieu de xtx1, . . . , xnu|Ry.

Proposition 9.2.2 (propriété universelle d’un groupe défini par générateurs
et relations)

Soit X un ensemble, soit R un ensemble de mots sur l’alphabet X
š

X´1 et
soit p l’application composée X Ñ F pXq Ñ xX|Ry. Soit G un groupe et soit pgxqxPX

une famille d’éléments de G telle que mpgxqx “ e pour tout m P R. Il existe un unique
morphisme de groupes φ : xX|Ry tel que φpppxqq “ gx pour tout x P X.

Démonstration. — C’est une simple combinaison du lemme 9.1.8 et de 2.12.1.

Commentaires 9.2.3. — Soit X,R, p et G comme dans l’énoncé de la proposition
9.2.2 et soit φ un morphisme de groupes de xX|Ry vers G ; posons gx “ φpppxqq

pour tout x P X. La composée F pXq Ñ xX|Ry Ñ G envoie x sur gx pour tout x, et
coïncide donc avec m ÞÑ mpgxqx ; comme R est contenu dans le noyau du morphisme
quotient F pXq Ñ xX|Ry, il vient mpgxqxPX “ e pour tout m P R.

Il s’ensuit que la propriété universelle décrite par la proposition 9.2.2 peut se
reformuler comme suit : l’application φ ÞÑ pφpppxqqxPX établit une bijection entre
l’ensemble des morphismes de groupes de xX|Ry vers G et l’ensemble des familles
pgxqxPX d’éléments de G telles que mpgxqx “ e pour tout m P R.

En termes un peu plus informels, se donner un morphisme de xX|Ry vers un groupe
G, c’est choisir une famille pgxqxPX d’éléments de G qui annulent chacune des relations
appartenant à R.

Cette propriété universelle de l’application p : X Ñ xX|Ry caractérise celle-ci à
unique isomorphisme près. Nous laissons au lecteur le soin de formuler et de démontrer
l’énoncé précis traduisant cette affirmation (il faut s’inspirer de 9.1.15.2).
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9.2.4. Le problème du mot. — Soit X un ensemble et soit R un ensemble de mots
sur l’alphabet X

š

X´1. Le morphisme quotient de F pXq vers xX|Ry envoie un mot
m sur mpxqx, et est surjectif. Le groupe xX|Ry est donc constitué d’éléments de la
forme mpxqx où m est un mot sur l’alphabet X

š

X´1. Mais cette description est
bien entendu très insuffisante : elle ne précise pas à quelle condition sur les mots m
et n on a mpxqx “ npxqx, c’est-à-dire encore à quelle condition sur un mot m on a
mpxqx “ e. Certes, la réponse théorique est connue : on a mpxqx “ e si et seulement si
m appartient au plus petit sous-groupe distingué de F pXq contenant R. Mais décider
en pratique si c’est le cas, disons lorsque X et R sont finis, est souvent extrêmement
difficile. C’est même impossible en toute généralité. On démontre en effet qu’il n’existe
pas d’algorithme permettant de résoudre le problème du mot, c’est-à-dire de répondre
en un temps fini pour n’importe quel ensemble fini X, n’importe quel ensemble fini R
de mots sur l’alphabet X

š

X´1, et n’importe quel mot m sur ce même alphabet, à
la question «m appartient-il au plus petit sous-groupe distingué de F pXq contenant
R ?».

Bien entendu, dans bon nombre de cas rencontrés, on sait tout de même résoudre ce
problème ; ce qui est affirmé ici est simplement l’inexistence d’un algorithme marchant
dans tous les cas.

Exemple 9.2.5. — Soit X un singleton tau. Le morphisme Z Ñ F pXq, n ÞÑ an est
un isomorphisme (9.1.18).

Soit n un entier. Comme F ptauq est abélien, son plus petit sous-groupe distingué
contenant an est le groupe engendré par an. Il s’ensuit que xa|any est une présentation
de Z{nZ par générateurs et relations.

Exemple 9.2.6 (Une présentation de Z2 par générateurs et relations)
Nous allons démontrer que le groupe xa, b|aba´1b´1y est isomorphe à Z2. Pour

cela, considérons l’application ensembliste de ta, bu dans Z2 qui envoie a sur p1, 0q et
b sur p0, 1q. Comme

p1, 0q ` p0, 1q ´ p1, 0q ´ p0, 1q “ p0, 0q,

cette application induit un morphisme φ de xa, b|aba´1b´1y vers Z2.
Par ailleurs, xa, b|aba´1b´1y est engendré par a et b qui commutent, puisque ab “ ba

en vertu de la relation imposée. L’application ψ : Z2 Ñ xa, b|aba´1b´1y donnée par
la formule pn,mq ÞÑ anb

m est par conséquent un morphisme de groupes. On vérifie
immédiatement (sur les générateurs a et b d’une part, p0, 1q et p1, 0q de l’autre) que
ψ ˝ φ “ Id et φ ˝ ψ “ Id ; ainsi, xa, b|aba´1b´1y est isomorphe à Z2.

Remarque 9.2.7. — Soit F le groupe libre sur l’alphabet ta, bu. On peut alors
également décrire Z2 comme l’abélianisé de F . Pour le voir, considérons l’application
ensembliste de ta, bu dans Z2 qui envoie a sur p1, 0q et b sur p0, 1q. Cette application
induit un morphisme φ de F vers Z2. Comme Z2 est abélien, ce morphisme φ induit à
son tour un morphisme ψ de F {DpF q vers Z2. Comme F {DpF q est abélien, les classes
a et b de a et b modulo DpF q commutent. L’application χ : Z2 Ñ F {DpF q donnée par
la formule pn,mq ÞÑ anb

m est par conséquent un morphisme de groupes. On vérifie
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immédiatement (sur les générateurs a et b d’une part, p0, 1q et p1, 0q de l’autre) que
χ ˝ ψ “ Id et ψ ˝ χ “ Id ; ainsi, F {DpF q est isomorphe à Z2.

Exercice 9.2.8. — Soit n ě 1. Montrez que xa, b|a2, bn, ababy s’identifie au groupe
diédral Dn (6.2.7.3).
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10. Algèbre linéaire, dualité, produit tensoriel

Nous supposerons connues les notions de base de l’algèbre linéaire (théorie de
la dimension, calcul matriciel, un peu de réduction des endomorphismes) que nous
utiliserons librement ; nous vous renvoyons pour l’essentiel à vous cours antérieurs sur
le sujet. Nous commencerons ce chapitre quelques compléments sur le sujet, suivis
d’une étude détaillée de la dualité (dont vous avez probablement déjà entendu un peu
parler) puis de la présentation d’une notion probablement complètement nouvelle : le
produit tensoriel. On fixe pour toute la suite du chapitre un corps k.

10.1. Espaces d’applications linéaires. — Soient V et W deux k-espaces
vectoriels. On vérifie que les formules

φ` ψ “ v ÞÑ φpvq ` ψpvq etλφ “ v ÞÑ λφpvq

font de l’ensemble HomkpV,W q des applications k-linéaires de V dans W un k-espace
vectoriel.

10.2. Sommes directes. — Il y a, comme dans le cas des groupes abéliens deux
notions distinctes de somme directe de k-espaces vectoriels.
10.2.1. La somme directe interne. — Soit V un k-espace vectoriel et soit pViq une
famille de sous-espaces vectoriels de V . On a défini en 3.2.2.2 la somme des Vi comme
sous-groupes abéliens de V ; elle est notée

ř

Vi, et
À

Vi lorsqu’elle est directe ; on
vérifie immédiatement que

ř

Vi (c’est-à-dire
À

Vi lorsque la somme est directe) est
un sous-espace vectoriel de V .
10.2.2. La somme directe externe. — Soit pViq une famille de k-espaces vectoriels,
qui ne sont pas a priori plongés dans un même k-espace vectoriel. La somme directe
abstraite des groupes abéliens Vi, notée

À

Vi, a été définie au 3.3.1. Nous laissons
le lecteur vérifier que la formule pλ, pviqiq ÞÑ pλviqi fait du groupe abélien

ś

Vi un
k-espace vectoriel dont

À

Vi est un sous-espace vectoriel appelé la somme directe
externe des Vi ; pour tout j, l’injection hj de Vj dans

À

Vi qui envoie un élément v
sur la famille pviq telle que vi “ 0 pour i ‰ j et telle que vj “ v est k-linéaire, et

À

Vi
s’identifie à la somme directe interne des hipViq.

Commentaires 10.2.3. — Soit pViq une famille finie de k-espaces vectoriels. La
somme directe externe

À

Vi s’identifie alors au produit
ś

Vi. L’emploi de l’une ou
l’autre notation peut être une affaire de goût ou de contexte, mais on préfère souvent
la première. Il est en effet conseillé de penser à l’opération pViq ÞÑ

À

Vi comme à une
addition d’espaces vectoriels (ainsi, si les Vi sont tous de dimension finie, la dimension
de

À

Vi est la somme des dimensions des Vi) ; le rôle de la multiplication d’espaces
vectoriels est quant à lui joué par une autre opération, le produit tensoriel, que nous
introduirons plus loin.
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10.3. Quotient par un sous-espace vectoriel. — Soit V un k-espace vectoriel
et soit W un sous-espace vectoriel de V . Soit λ P k. Le morphisme de groupes

V V V {Wv ÞÑλv

est trivial sur W donc induit un endomorphisme de V {W ; en faisant varier λ on
obtient une loi externe k ˆ V {W Ñ V {W qui envoie par construction pλ, vq sur λv
pour tout pλ, vq. On vérifie aussitôt que cette loi fait du groupe abélien V {W un k-
espace vectoriel et que l’application quotient V Ñ V {W est linéaire (nous avions déjà
signalé et utilisé ce fait lors de la preuve du corollaire 4.4.10). Si φ est une application
linéaire de V dans un k-espace vectoriel V 1 et si W Ă Kerpφq, on vérifie aussitôt que
l’application induite φ : V {W Ñ V 1 est linéaire (elle hérite de cette propriété de φ
grâce à la surjectivité de V Ñ V {W ; la preuve est parallèle à celle du lemme 2.11.1
(2)). Par conséquent si π désigne l’application quotient V Ñ V {W alors ψ ÞÑ ψ ˝ π
induit une bijection (visiblement k-linéaire) entre HomkpV {W,V 1q et le sous-espace
vectoriel de HomkpV, V 1q formé des applications s’annulant sur W .

Si S est un supplémentaire de W dans V nous laissons le lecteur vérifier que
V Ñ V {W induit un isomorphisme S » V {W .

10.4. Bases et calcul matriciel. — Vous n’avez probablement rencontré encore
ces concepts qu’en dimension finie. Et même si c’est essentiellement dans ce cas là que
nous les utiliserons, il est commode de savoir qu’ils s’étendent sans la moindre difficulté
en dimension infinie (cela évite d’avoir à rajouter des hypothèses de finitude inutiles
dans certaines énoncés). Nous allons brièvement expliquer comment, en laissant les
vérifications au lecteur – les preuves sont la plupart du temps mutatis mutandis les
mêmes qu’en dimension finie.
10.4.1. — Soit V un k-espace vectoriel. Si peiq est une famille de vecteurs de
V , le sous-espace vectoriel qu’elle engendre (i.e le plus petit sous-espace vectoriel
de V contenant les ei) est l’ensemble des combinaisons linéaires

ř

i aiei où les ai
appartiennent à k et sont presque tous nuls (sinon, la somme considérée n’aurait a
priori aucun sens). On dit que peiq est génératrice si cet ensemble de combinaisons
linéaires est V tout entier ; on dit qu’elle est libre si

ÿ

aiei “ 0 ñ p@i, ai “ 0q

pour toute famille paiq d’éléments presque tous nuls de k. On dit que peiq est une
base si elle est à la fois libre et génératrice. Il revient au même de demander que tout
élément de V admette une unique écriture sous la forme

ř

aiei, où paiq est une famille
d’éléments presque tous nuls de k.

Toute famille libre de V est contenue dans une famille libre maximale, qui est une
base. En particulier, V possède des bases (appliquer l’énoncé précédent à la famille
vide, qui est toujours libre). On démontre qu’elles ont toutes même cardinal (au sens
de la théorie des cardinaux éventuellement infinis, dont nous n’aurons pas besoin ici ;
nous nous servirons simplement du fait que si V possède une base finie, alors toutes
ses bases sont finies de même cardinal, qui est appelé la dimension de V ; nous avons
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indiqué l’énoncé général, dont la signification et la preuve sont plus délicates, pour la
curiosité du lecteur).

Soit peiqiPI une base de V et soit W un k-espace vectoriel. Pour toute famille pfiqiPI
d’éléments deW il existe une unique application liénaire ℓ : V Ñ W telle que ℓpeiq “ fi
quel que soit i ; elle est évidemment donnée par la formule ℓp

ř

aieiq “
ř

aifi. Cette
application est injective, resp. surjective, resp. bijective, si et seulement si pfiq est
libre, resp. génératrice, resp. une base.
10.4.2. — Si I et J sont deux ensembles arbitraires, on note MI,Jpkq l’ensemble des
familles paijqiPI,jPJ d’éléments de k telles que pour tout j, les éléments aij pour i
variable soient presque tous nuls. Les éléments de MI,Jpkq sont appelées matrices de
taille I ˆ J à coefficients dans k. L’ensemble MI,Jpkq a une structure naturelle de
k-espace vectoriel : l’addition et la multiplication par un scalaire se font coefficients
par coefficients. Si L est un troisième ensemble on dispose d’une application bilinéaire
de MIJpkq ˆ MJLpkq vers MILpkq donnée par la formule

paijqi,jpbjℓqj,ℓ “

˜

ÿ

j

aijbjℓ

¸

i,ℓ

.

Ce produit est associatif, c’est-à-dire que pMNqP “ MpNP q à chaque fois que cela
a un sens.
10.4.3. — Pour tout ensemble I, on écrit MIpkq au lieu de MI,Ipkq. Le produit défini
ci-dessus fait de MIpkq une k-algèbre ; son groupe des éléments inversibles est noté
GLIpkq.
10.4.4. — Soient V et W deux k-espaces vectoriels, soit pfjqjPJ une base de V et soit
peiqiPI une base de W . Soit φ : V Ñ W une application linéaire. La matrice de φ dans
les bases pfjq et peiq est la famille paijqi,j P MI,Jpkq telle que φpfjq “

ř

i aijei pour
tout j. L’application qui envoie φ sur sa matrice dans les bases pfjq et peiq établit une
bijection k-linéaire HomkpV,W q » MI,Jpkq (qui dépend des bases !). On vérifie par
ailleurs que «la matrice de la composée est le produit des matrices» (nous laissons le
lecteur énoncer soigneusement l’assertion rigoureuse résumée par ce slogan, en faisant
attention aux espaces de départ et d’arrivée, au choix des bases, etc.).

En particulier en associant à un endomorphisme de V sa matrice «dans la base
peiq» (c’est-à-dire qu’on prend peiq comme base de départ et d’arrivée), on établit
un isomorphisme de k-algèbres EndkpV q » MIpkq, qui induit un isomorphisme de
groupes GLpV q » GLIpkq.

La notion de matrice de passage et les formules de changement de base s’étendent
à ce cadre ; nous laissons le lecteur formuler et prouver les énoncés correspondants.

Remarque 10.4.5. — Il y a une opération du calcul matriciel classique qui ne
s’étend pas au cadre plus général que nous venons d’introduire : c’est la transposition.
En effet dans notre définition de matrice, on demande que chaque colonne n’est
qu’un nombre fini de termes non nuls et si M “ paijqpi,jqPIˆJ est une matrice,
la famille pbj,iqpj,iqPJˆI définie par la formule bji “ aij n’a donc aucune raison
d’être une matrice. C’en est toutefois automatiquement une dès que J est fini, et
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on l’appelle bien évidemment la transposée de M ; on la note tM . Si I, J et K sont
trois ensembles d’indices avec J et K finis, si M appartient à MIJpkq et N à MJKpkq

on a tpMNq “ tN tM .

10.4.6. — Soit V un k-espace vectoriel et soit W un sous-espace vectoriel de V . Soit
peiqiPI une base de W .
10.4.6.1. — Soit I 1 un ensemble d’indices disjoint de I et soit peiqiPI1 une famille
d’éléments de V . Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la famille peiqiPI1 est une base de V {W ;
(ii) la famille peiqiPI

š

I1 est une base de V .

En effet, supposons que (i) soit vraie. Si
ř

iPI
š

J λiei “ 0 on voit en réduisant cette
égalité modulo W que

ř

iPj λiei “ 0, ce qui force les λi à pour i P J être tous nuls
car peiqiPI1 est libre. On a alors

ř

iPI λiei “ 0 et les λi sont également tous nuls
puisque peiqiPI est libre. Par ailleurs, soit v P V . Comme peiqiPI1 engendre V {W on
peut écrire v “

ř

iPJ λieij pour une certaine famille pλiqiPI de scalaires ; cela signifie
que v´

ř

iPI fj appartient à W ; comme le ei pour i P I engendrent W on peut écrire
v´w “

ř

λiei pour une certaine famille pλiqiPI de scalaires. Il vient v “
ř

iPI
š

I1 λiei,
d’où (ii).

Supposons maintenant (ii) vraie. Les peiq pour i P J engendrent alors un
supplémentaire S de V (dont ils forment une base). Comme l’application quotient
V Ñ V {W induit un isomorphisme S » V {W , les ei pour i P J forment une base de
V {W .
10.4.6.2. — Soit I 1 un ensemble d’indices disjoint de I et soit peiqiPI1 une famille
d’éléments de V satisfaisant les conditions équivalentes ci-dessus. Soit φ un
endomorphisme de V . Soit A “ paijq la matrice de φ dans la base peiqiPI

š

I1 .
L’espace W est stable sous φ si et seulement si aij “ 0 pour tout couple pi, jq

appartenant à I 1 ˆ I. Supposons que ce soit le cas. L’application linéaire composée

V V V {W
φ

est alors triviale sur W (car φpW q Ă W ) et induit donc un endomorphisme φ de
l’espace vectoriel quotient V {W ; on a par construction φpvq “ φpvq pour tout v P V .

On déduit des égalités φpejq “
ř

i aijei les deux faits suivants :

˛ la matrice de φ|W : W Ñ W dans la base peiqiPI est le «bloc I ˆ I de A»,
c’est-à-dire paijqpi,jqPIˆI ;

˛ la matrice de φ : V {W Ñ V {W dans la base peiqiPI1 est le «bloc I 1 ˆ I 1 de A»,
c’est-à-dire paijqpi,jqPI1ˆI1 .

Remarque 10.4.7. — Bien entendu, lorsque I “ t1, . . . , nu et J “ t1, . . . ,mu on
emploiera plutôt les notations Mn,mpkq, Mnpkq et GLnpkq au lieu de MI,Jpkq, MIpkq

et GLIpkq.
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10.4.8. Linéarisé d’un ensemble X. — Soit X un ensemble. On a vu à la section
9 comment définir le «groupe le plus général construit à partir de X». Il y a une
construction analogue (et bien plus simple) dans le monde des k-espaces vectoriels,
que nous allons décrire. Nous noterons kX, et appellerons k-linéarisé de l’ensemble
X, le k-espace vectoriel des applications de f de X dans k qui sont nulles pour presque
tout x (l’addition et la multiplication par un scalaire étant définies de façon évidente).
Si l’on note rxs l’application qui vaut 1 en x et 0 ailleurs alors les rxs forment une base
de kX (si f P kX, son écriture dans la base prxsq est f “

ř

x fpxqrxs, ce qui a bien
un sens car les fpxq sont presque tous nuls). Un élément de kX n’est autre qu’une
combinaison linéaire finie

ř

x λxrxs : en quelque sorte, on a simplement «décrété»
qu’on savait faire des combinaisons k-linéaires d’éléments de X (on pourrait rendre
ce principe encore plus manifeste en écrivant par abus x au lieu de rxs ; c’est parfois
faisable, mais dans plusieurs situtations que nous rencontrerons cela pourrait être
source de confusion, et nous nous en tiendrons donc à la notation rxs).
10.4.8.1. — Mentionnons la propriété universelle de kX : pour tout k-espace vectoriel
V et toute application φ de X dans V , il existe une unique application k-linéaire de
kX dans V qui envoie rxs sur φpxq pour tout x (c’est simplement dû au fait que la
famille prxsqx est une base de kX ; l’application linéaire en question est évidemment
ř

λxrxs ÞÑ
ř

λxφpxq).
10.4.8.2. — En particulier, si φ est une application de X vers un autre ensemble Y ,
il existe une unique application k-linéaire de X vers Y qui envoie rxs sur rφpxqs pour
tout x ; on l’appelle la k-linéarisée de φ et nous la noterons φk-lin. Si payxqy,x désigne
sa matrice dans les bases prxsqxPX et prysqyPY alors ayx “ δy,φpxq pour tout py, xq (où
δa,b est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si a “ b et 0 sinon).

Il est immédiat que pIdXqk-lin “ IdkX et que si ψ est une application de Y vers un
ensemble Z alors pψ ˝ φqk-lin “ ψk-lin ˝ φk-linq. Il s’ensuit que si φ est bijective alors
φk-lin l’est aussi, et pφk-linq´1 “ pφ´1qk-lin.

On a même un résultat plus fort : comme l’application φk-lin est injective (resp.
surjective, resp. bijective) si et seulement si la famille pφprxsqqxPX est une famile libre
(resp. une famille génératrice, resp. une base) de kY , on voit que φk-lin est injective
(resp. surjective, resp. bijective) si et seulement si c’est le cas de φ.
10.4.8.3. — Notons par ailleurs qu’on peut retrouver φ à partir de φk-lin : pour tout
x P X, l’image de x par φ est l’unique élément y de Y tel que φprxsq “ rys. Par
conséquent, l’application χ ÞÑ χk-lin de hompX,Y q vers homkpkX, kY q est injective.

10.5. Projections. — Soit V un k-espace vectoriel et soient W et W 1 deux sous-
espaces vectoriels de V tels que V “ W ‘ W 1. La projection sur W parallèlement à
W 1 est l’application linéaire p de V dans V qui envoie un élément v “ w ` w1 de V
(avec w P W et w1 P W 1) sur w. Il est immédiat que si q désigne la projection sur W 1

parallèlement à W alors p` q “ Id, c’est-à-dire encore q “ p´ Id ; on a les égalités

W “ Imppq “ Kerpp´ Idq et W 1 “ Kerppq “ Impp´ Idq.

On dit emploie assez souvent le terme projecteur au lieu de projection.
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Lemme 10.5.1. — Soit V un k-espace vectoriel et soit p un endomorphisme de V .
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) p est une projection ;
(ii) p2 “ p.

Démonstration. — Si p est une projection il est immédiat que p2 “ p. Réciproquement
supposons que p2 “ p. Comme p annule polynôme X2 ´X “ XpX´1q et comme X et
X´1 sont premiers entre eux le lemme des noyau assure que V “ Kerppq‘Kerpp´Idq.
Nous allons toutefois le montrer directement ici, car la preuve est élémentaire (c’est
lié au fait que la relation de Bezout entre X et X ´ 1 est très simple).

Soit v P V ; montrons qu’il possède une unique écriture de la forme w ` w1 avec
w P Kerppq et w1 P Kerpp ´ Idq. Commençons par l’unicité. Supposons donc que
v “ w ` w1 avec w P Kerppq et w1 P Kerpp´ Idq. En appliquant p aux deux membres
de cette égalité il vient ppvq “ ppwq`ppw1q “ w1, si bien que nécessairement w1 “ ppvq

et w “ v´w1 “ v´ppvq ; l’unicité est donc établie. Pour l’existence, on s’inspire comme
il se doit des formules exhibées par la preuve de l’unicité. On pose donc w “ v´ ppvq

et w1 “ ppvq. On a v “ w`w1 ; il reste à s’assurer que w P Kerppq et w1 P Kerpp´ Idq.
On a ppwq “ ppvq ´ p2pvq “ 0 puisque p2 “ p ; ainsi w P Kerppq. On a par ailleurs
ppw1q “ p2pvq “ ppvq “ w1 (la seconde égalité utilise encore le fait que p2 “ p, si bien
que w1 P Kerpp´ Idq.

Si v P V il possède donc par ce qui précède une unique écriture sous la forme w`w1

avec w P Kerppq et w1 P Kerpp´ Idq, et on a vu qu’on a w1 “ ppvq. Par conséquent, p
est la projection sur Kerpp´ Idq parallèlement à Kerppq.

Lemme 10.5.2. — Soit V un k-espace vectoriel, et soit W un sous-espace vectoriel
de V . Soit p un endomorphisme k-linéaire de V satisfaisant les deux propriétés
suivantes :

(a) ppvq P W pour tout v P V ;
(b) ppvq “ v pour tout v P W .

L’endomorphisme p est alors une projection d’image W .

Démonstration. — Soit v P V . On a alors ppvq P W d’après (a), et ppppvqq “ ppvq

d’après (b). Ainsi p2 “ p et p est donc une projection d’après le lemme 10.5.1.
Il résulte par ailleurs de (a) que Imppq Ă W , et de (b) que W Ă Imppq ; par

conséquent, Imppq “ W .

10.6. Dualité. — Nous allons maintenant introduire une notion importante en
algèbre linéaire, la dualité. Comme nous le verrons, les définitions de base en la
matière ont un sens pour un espace vectoriel quelconque, mais la théorie ne fonctionne
vraiment bien qu’en dimension finie (et c’est uniquement dans ce contexte qu’elle
mérite vraiment son nom de dualité).

La dualité n’est pas un sujet très ardu en soi, et les raisonnements qu’on y
rencontre sont le plus souvent assez formels ; mais peut s’y heurter à des difficultés
psychologiques car il est parfois délicat de bien comprendre où vivent les objets qu’elle
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met en jeu, et l’on peut pour cette raison être un peu perdu devant certaines formules
même lorsqu’elles sont essentiellement tautologiques.
10.6.1. Remarque sur les espaces d’applications linéaires. — Soient V et W deux
k-espaces vectoriels. Soit pfjqjPJ une base de V et soit peiqiPI une base de W . Pour
tout pi, jq, notons φi,j l’application linéaire de V dans W qui envoie fj sur ei et fℓ sur
0 pour ℓ ‰ j. Sa matrice dans les bases pfjq et peiq est la matrice Eij définie comme
suit : son coefficient d’indice pi, jq vaut 1 et tous les autres sont nuls.

Il est clair que la famille pEijqi,j est une famille libre d’éléments de MI,Jpkq. Si de
plus J est fini elle est également génératrice : une matrice paijq peut en effet dans
ce cas s’écrire

ř

i,j aijEij , ce qui a un sens car la somme précédente est finie puisque
presque tous les aij sont nuls (il n’y a qu’un nombre fini de coefficients non nuls dans
chaque colonne, et un nombre fini de colonnes car J est fini).

Il s’ensuit que pφijq est une famille libre de HomkpV,W q, et que c’en est une base
si V est de dimension finie.

Définition 10.6.2. — Soit V un k-espace vectoriel. On appelle dual de V , et l’on
note V ˚, le k-espace vectoriel des formes linéaires sur V , c’est-à-dire encore le k-espace
vectoriel HomkpV, kq.

10.6.3. Formes linéaires coordonnées et base duale. — Soit V un k-espace vectoriel
et soit peiqiPI une base de V . On désigne traditionnellement par e˚

j la «j-ème forme
linéaire » qui envoie un vecteur

ř

aiei sur aj . Attention : consacrée par l’usage, la
notation e˚

j est trompeuse, car e˚
j ne dépend pas que de ej, mais bien de toute la base

peiq, et le symbole v˚ pour un vecteur «isolé» v de V n’a aucun sens.
Il résulte de 10.6.1, appliqué en munissant V de la base peiq et k de la base 1, que

pe˚
i q est une famille libre de V ˚, et même une base de ce dernier si V est de dimension

finie (c’est-à-dire si I est fini) ; on l’appelle alors la base duale de la base peiq.
Ainsi si V est de dimension finie V ˚ a même dimension que V , et lui est en

particulier isomorphe. Mais il n’y a pas en général d’isomorphisme canonique entre V
et V ˚ ; le choix de peiq en fournit un (qui envoie ei sur e˚

i ) mais il dépend de peiq.
Si V est de dimension infinie, pe˚

i q n’est jamais génératrice (on peut en fait montrer
que la dimension de V ˚, au sens des cardinaux, est strictement supérieure à celle de
V ). Pour le voir, considérons la forme linéaire φ qui envoie un vecteur

ř

aiei sur
ř

ai.
Nous allons montrer par l’absurde qu’elle n’appartient pas à Vectpe˚

i qi. Supposons que
φ s’écrive

ř

aie
˚
i pour une certaine famille paiq d’éléments presque tous nuls de k.

Comme I est infini il existe j P I tel que aj “ 0. On a alors

1 “ φpejq “
ÿ

i

aie
˚
i pejq “

ÿ

i

aiδij “ aj “ 0,

ce qui est absurde. Notons que si I est fini, la forme φ est évidemment égale à
ř

iPi e
˚
i ,

expression qui n’a aucun sens lorsque I est infini.

Lemme 10.6.4. — Soit V un k-espace vectoriel, soit W un sous-espace vectoriel de
V et soit v un vecteur de V n’appartenant pas à W . Il existe une forme linéaire φ sur
V telle que φ|W “ 0 et φpvq ‰ 0.
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Démonstration. — Comme v n’appartient pas à W il est non nul et kv X W “ t0u.
Soit S un supplémentaire de W ‘ kv dans V . L’unique forme linéaire sur V valant 0
sur W ‘ S et 1 sur v convient alors.

10.6.5. Le bidual. — Soit V un k-espace vectoriel. On appelle bidual de V le dual
pV ˚q˚ de V ˚, qu’on note plus simplement V ˚˚. Pour tout v P V , l’application de
V ˚ dans k qui envoie une forme linéaire φ sur φpvq est elle-même une forme linéaire,
donc est un élément θV pvq de V ˚˚. Il est immédiat que l’application θV : V Ñ V ˚˚

est linéaire. L’application θV est injective. En effet, soit v un vecteur non nul de V .
Le lemme 10.6.4, appliqué au vecteur v et au sous-espace t0u de V , assure l’existence
d’une forme φ P V ˚ telle que φpvq ‰ 0 ; puisque φpvq “ θV pvqpφq, on a θV pvq ‰ 0 et
θV est injective.

Supposons maintenant V de dimension finie. Il résulte de 10.6.3 que
dimV “ dimV ˚ “ dimV ˚˚.

Par conséquent, l’application linéaire θV est bijective.
On dispose ainsi lorsque V est de dimension finie d’un isomorphisme θV : V » V ˚˚

qui a l’avantage d’être canonique : il ne repose sur aucun choix et est donné par une
formule universelle. Par contre, sa réciproque θ´1

V n’admet pas de description par
une formule explicite ; c’est simplement un argument de dimension qui en assure
l’existence.

Précisons que la notation θV n’est pas standard, mais que c’est celle que nous
emploierons systématiquement.

Lemme 10.6.6. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie, soit pφiqiPI une
base de V ˚ et soit peiqiPI une base de V . Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) pφiqi est la base duale de peiq ;
(ii) pθV peiqqi est la base duale pφ˚

i q de pφiq dans V ˚˚ “ pV ˚q˚.

Démonstration. — Dire que pφiq est la base duale de peiq signifie exactement que
φipejq “ δij pour tout pi, jq. Mais φipejq “ θV pejqpφiq pour tout pi, jqpar définition
de θV ; par conséquent, pφiq est la base duale de peiq si et seulement si θV pejqpφiq “ δij
pour tout pi, jq, c’est-à-dire encore si et seulement si pθV peiqqi est la base duale de
pφiq.

Corollaire 10.6.7. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et soit pφiq
une base de V ˚. Il existe une et une seule base de V dont pφiq est la base duale, à
savoir pθ´1

V pφ˚
i qqi.

Remarque 10.6.8. — La base dont le corollaire ci-dessus affirme l’existence et
l’unicité est parfois appelée la base antéduale de pφiq. Cela dit, il peut arriver qu’on
utilise θV pour identifier V à V ˚˚ et modulo cette identification, la base antéduale
de pφiq dans V est alors simplement sa base duale pφ˚

i q dans V ˚˚ “ V , et l’on peut
écrire pour toute base peiqi de V l’égalité pe˚˚

i qi “ peiqi.

Définition 10.6.9. — Soit V un k-espace vectoriel, soit W un sous-espace vectoriel
de V , et soit E un sous-espace vectoriel de V ˚.
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On appelle orthogonal du sous-espace W , et l’on note WK, l’ensemble des formes
φ appartenant à V ˚ telles que φpvq “ 0 pour tout v P W .

On appelle orthogonal du sous-espace E, et l’on note EK, l’ensemble des vecteurs
v appartenant à V tels que φpvq “ 0 pour tout φ P E.

Commentaires 10.6.10. — On prendra garde que la notation K s’applique aussi
bien à des sous-espaces de V qu’à des sous-espaces de V ˚, avec des significations
différentes dans les deux cas, et une certaine ambiguïté : en effet si E est un sous-
espace de V ˚ il possède un orthogonal EK dans V défini comme ci-dessus, mais
également un orthogonal dans V ˚˚ “ pV ˚q˚, qui devrait aussi être noté EK d’après
nos conventions. En pratique, cela ne posera aucun problème : nous réserverons la
notation EK à l’orthogonal de E dans V , et introduirons une notation spécifique pour
son orthogonal dans V ˚˚ si nous en avons besoin.

10.6.11. Premières propriétés des orthogonaux. — Soit V un k-espace vectoriel, soit
W un sous-espace vectoriel de V et soit E un sous-espace vectoriel de V ˚. On vérifie
aussitôt que WK est un sous-espace vectoriel de V ˚, et que EK est un sous-espace
vectoriel de V . Il est tautologique que V Ă pV KqK et E Ă pEKqK, que t0V uK “ V ˚,
que t0V ˚ uK “ V et que V K “ t0V ˚ u.

Proposition 10.6.12. — Soit V un k-espace vectoriel et soit W un sous-espace
vectoriel de V .

(1) On a pWKqK “ W . En particulier – prendre W “ t0V u – on a pV ˚qK “ t0V u.
(2) Si V est de dimension infinie, il existe un sous-espace vectoriel E de V ˚ tel que

l’inclusion E Ă pEKqK soit stricte.
(3) Supposons V de dimension finie et soit E un sous-espace vectoriel de V ˚.

(3a) dimWK “ dimV ´ dimW ;
(3b) dimEK “ dimV ´ dimE ;
(3c) pEKqK “ E ;
(3d) le sous-espace vectoriel θV pEKq de V ˚˚ est égal à l’orthogonal de E dans

V ˚˚.

Démonstration. — On sait que W Ă pWKqK. Soit v P V zW . Le lemme 10.6.4 assure
qu’il existe une forme linéaire φ sur V , nulle sur W , et telle que φpvq ‰ 0. La forme
φ appartient alors à WK, et comme φpvq ‰ 0 le vecteur v n’appartient pas à pWKqK.
Par conséquent pWKqK Ă W , d’où (1).

Supposons que l’espace V est de dimension infinie, choisissons une base peiqiPI de
V , et posons E “ Vectpe˚

i qi. On sait que E est un sous-espace strict de V ˚ (10.6.3).
Par ailleurs, l’orthogonal de E est constitué des vecteurs v de V dont toutes les
coordonnées dans la base peiq sont nulles ; c’est donc l’espace nul, et il vient

pEKqK “ t0V uK “ V ˚ Ľ E,

d’où (2).
Supposons maintenant V de dimension finie, et fixons un sous-espace vectoriel E de

V ˚. Notons n la dimension de V et m celle de W , et choisissons une base pe1, . . . , enq
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de V telle que pe1, . . . , emq soit une base de W . Soit φ P V ˚ ; écrivons φ “
ř

aie
˚
i .

La forme φ appartient à WK si et seulement si φpejq “ aj “ 0 pour tout j compris
entre 1 et m ; par conséquent , WK “ Vectpe˚

i qm`1ďiďn et WK est donc de dimension
n´m, ce qui montre (3a).

Soit v P V . Le vecteur v appartient à EK si et seulement si φpvq “ 0 pour toute
φ P E. Puisque φpvq “ θV pvqpφq, il s’ensuit que v appartient à EK si et seulement si
θV pvqpφq “ 0 pour toute φ P E, ce qui revient à demander que θV pvq appartienne à
l’orthogonal E1 de E dans V ˚˚. On a donc EK “ θ´1

V pE1q, soit encore θV pEKq “ E1,
d’où (3d).

En appliquant (3a) au couple pV ˚, Eq au lieu de pV,W q, il vient
dimE1 “ dimV ˚ ´ dimE “ dimV ´ dimE.

Mais comme E1 “ θV pEKq on a dimE1 “ dimEK et partant dimEK “ dimV ´dimE,
et (3b) est démontré.

L’assertion (3b) assure que dimEK “ dimV ´ dimE. L’assertion (3a) appliquée
avec W “ EK assure que dimpEKqK “ dimV ´ dimEK. Il vient dimpEKqK “ dimE.
Combiné à l’inclusion E Ă pEKqK, ceci entraîne que pEKqK “ E, ce qui prouve (3c)
et achève la démonstration.

Remarque 10.6.13. — Supposons V de dimension finie et soit E un sous-espace
vectoriel de V ˚. Si on utilise θV pour identifier V à V ˚˚, l’ambiguïté de la notation EK

disparaît : l’assertion (3d) ci-dessus peut en effet se reformuler en disant que modulo
cette identification, les orthogonaux de E dans V et dans V ˚˚ “ V sont égaux.

Définition 10.6.14. — Soient V et W deux k-espaces vectoriels et soit f : V Ñ W
une application linéaire. On appelle transposée de f , et l’on note tf , l’application
linéaire φ ÞÑ φ ˝ f de W˚ vers V ˚.

10.6.15. Premières propriétés de la transposée. — Soit V un k-espace vectoriel. Il
est clair que tpIdV q “ IdV ˚ et que pour tout k-espace vectoriel W , l’application f ÞÑ tf
de HomkpV,W q dans HomkpW˚, V ˚q est linéaire. Si f : V Ñ W et g : U Ñ V sont
deux applications linéaires, on vérifie que tpf ˝ gq “ tg ˝ tf (ce sont des applications
linéaires de W˚ dans U˚). On en déduit que si f est bijective alors tf aussi, et que
dans ce cas ptfq´1 “ tpf´1q.

Lemme 10.6.16. — Soit f : V Ñ W une application linéaire entre deux k-espaces
vectoriels. On a pImpfqqK “ Kerptfq et pKerpfqqK “ Imptfq. L’application f est
injective (resp. surjective) si et seulement si tf est surjective (resp. injective).

Démonstration. — Soit φ une forme linéaire sur W . La forme φ appartient à pImpfqqK

si et seulement si φpwq “ 0 pour tout w P Impfq, c’est-à-dire encore si et seulement
si φpfpvqq “ 0 pour tout v P V . Mais comme φpfpvqq “ tfpφqpvq, on voit que φ
appartient à pImpfqqK si et seulement si tfpφq “ 0, c’est-à-dire si et seulement si
φ P Kerptfq.

Posons K “ Kerpfq et soit ψ une forme linéaire sur V . Si ψ appartient à Imptfq il
existe une forme linéaire φ sur W telle que ψ “ φ˝f ; il est alors clair que K Ă Kerpψq,
c’est-à-dire encore que ψ P KK. Réciproquement, supposons que ψ P KK. Elle induit
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alors une forme linéaire ψ sur V {K, qu’on identifie au sous-espace Impfq de W ; par
construction, on a ψpfpvqq “ ψpvq pour tout v P V . Choisissons un supplémentaire S
de Impfq dans W , et désignons par φ l’unique forme linéaire sur W qui vaut 0 sur S
et ψ sur Impfq. On a par construction ψ “ φ ˝ f , si bien que ψ P Imptfq.

L’application f est injective si et seulement si Kerpfq “ t0V u. En vertu de
l’assertion (1) de la proposition 13.2.5, cela revient à demander que pKerpfqqK “ V ˚ ;
puisque pKerpfqqK “ Imptfq par ce qui précède, f est injective si et seulement si tf
est surjective.

L’application f est surjective si et seulement si Impfq “ W . En vertu de l’assertion
(1) de la proposition 13.2.5, cela revient à demander que pImpfqqK “ t0W˚ u ; puisque
pImpfqqK “ Kerptfq par ce qui précède, f est surjective si et seulement si tf est
injective.

Proposition 10.6.17. — Soit f : V Ñ W une application linéaire entre k-espaces
vectoriels.

(1) Le diagramme
V V ˚˚

W W˚˚

θV

f t
p

tfq

θW

est commutatif. Si V et W sont de dimension finie on a donc tptfq “ θW ˝f ˝θ´1
V ,

ce qui signifie que tptfq “ f si on identifie V ˚˚ et W˚˚ à V et W respectivement
via θV et θW .

(2) Supposons V et W de dimension finie. Le rang de tf est égal à celui de f .
(3) Supposons V et W de dimension finie. Soit pfjq une base de V et soit peiq une

base de W . Soit M la matrice de f dans les bases pfjq et peiq et soit N la matrice
de tf dans les bases pe˚

i q et pf˚
j q. On a N “ tM .

Démonstration. — Soit v P V . Par définition, on a
tptfqpθV pvqq “ θV pvq ˝ tf

“ φ ÞÑ θV pvqptfpφqq

“ φ ÞÑ θV pvqpφ ˝ fq

“ φ ÞÑ pφ ˝ fqpvqq

“ φ ÞÑ φpfpvqq

“ φ ÞÑ θW pfpvqqpφq

“ θW pfpvqq,

ce qui achève de prouver (1).
L’assertion (2) provient de l’égalité pImpfqqK “ Kerptfq (lemme 10.6.16), du fait

que dimppImpfqqKq “ dimW ´ dimpImpfqq (proposition 13.2.5 (3a)), et de la formule
du rang.

Montrons maintenant (3). Soit aij le terme général de M et soit bji le terme général
de N . Fixons i. On a tfpe˚

i q “
ř

ℓ bℓif
˚
ℓ . Fixons j et appliquons les deux membres de
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l’égalité précédente (qui sont des formes linéaires sur V ) au vecteur fj . Il vient

pe˚
i ˝ fqpfjq “ bji

et donc

bji “ e˚
i pfpfjqq

“ e˚
i

˜

ÿ

λ

aλjeλ

¸

“ aij ,

ce qu’il fallait démontrer.

Remarque 10.6.18. — Une fois connue (3), la partie de l’assertion (1) relative au
cas de la dimension finie est équivalente à l’égalité tptMq “ M , et l’assertion (2) est
équivalente au fait que rgptMq “ rgpMq.

10.7. Le produit tensoriel. — Nous allons maintenant introduire une opération
sur les k-espaces vectoriels qui est probablement nouvelle pour bon nombre d’entre
vous. Étant donnés deux k-espaces vectoriels V et W , on cherche à définir une
application bilinéaire pvwq ÞÑ v b w sur V ˆ W , à valeur dans un k-espace vectoriel,
et qui soit «la plus générale possible» : on souhaite, en quelque sorte, qu’elle ne
vérifie rien d’autre que ce qui est imposé par la bilinéarité et la théorie générale
des espaces vectoriels. Comme d’habitude, le fait d’être «le plus général possible»
s’exprime rigoureusement en termes de satisfaction d’une propriété universelle.

Proposition 10.7.1. — Soient V et W deux k-espaces vectoriels. Il existe un k-
espace vectoriel V bk W et une application bilinéaire pv, wq ÞÑ v b w de V ˆ W
dans V bk W telle que la propriété universelle suivante soit satisfaite : pour toute
application bilinéaire b de V ˆkW dans un k-espace vectoriel U , il existe une unique
application linéaire f de V bk W vers B telle que le diagramme

V ˆW U

V bk W

b

b
f

commute.
De plus, si pM,βq est un couple formé d’un k-espace vectoriel et d’une application

bilinéaire β : V ˆ W Ñ M qui satisfait la même propriété universelle, il existe une
unique application linéaire i de V bk W dans M telle que i ˝ b “ β, et i est un
isomorphisme.

Démonstration. — Commençons par montrer l’existence de pV bk W,bq. La preuve
consiste essentiellement à imposer par décret les relations souhaitées.

Soit E le k-linéarisé de l’ensemble V ˆkW (10.4.8) ; rappelons que E possède une
base rv, wspv,wqPVˆW indexée par V ˆW . Soit S la réunion des sous-ensembles

trv, w ` λw1s ´ rv, ws ´ λrv, w1suvPV,pw,w1qPW 2,λPK
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et
trv ` λv1, ws ´ rv, ws ´ λrv1, wsupv,v1qPV 2,wPW,λPK

de E, et soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par S . On poseV bkW “ E{F ;
pour tout pv, wq P V ˆW , on note v b w la classe de rv, ws dans V bk W .

L’application b est bilinéaire. Il résulte en effet de la définition de F que l’on a,
pour tout pv, wq P V ˆW et tout λ P k, les égalités

v b pw ` λw1q ´ v b w ` λv b w1 “ 0 et pv ` λv1q b w ´ v b w ` λv1 b w “ 0
dans V bk W “ E{F , d’où l’assertion.

Le couple pV bk W,bq satisfait la propriété universelle requise. Commençons par
remarquer que comme prv, wsqv,w est une base de E, et en particulier une partie
génératrice de ce dernier, les v b w engendrent V bk W .

Soit U un k-espace vectoriel et soit b une application bilinéaire de V ˆ W dans
U . Nous allons montrer qu’il existe une unique application f comme dans l’énoncé.
Commençons par l’unicité ; si f existe, la commutativité du diagramme assure que
fpv b wq “ bpv, wq pour tout pv, wq P V ˆ W . La valeur de f est ainsi uniquement
déterminée sur chacun des éléments de la forme v b w avec v P V et w P W . Comme
ceux-ci engendrent V bk W , on en déduit que f est uniquement déterminée.

Montrons maintenant l’existence de f . Soit ℓ l’unique application linéaire de E
dans U qui envoie rv, ws sur bpv, wq pour tout pv, wq P V ˆ W . La bilinéarité de
b implique immédiatement que ℓ s’annule sur les éléments du système générateur
S de F ; par conséquent, ℓ induit par passage au quotient une application linéaire
f : V bk W Ñ B. Soit pv, wq P V ˆ W . Comme v b w est la classe de rv, ws modulo
F , on a fpv b wq “ ℓpev,wq “ bpv, wq. Ainsi, f ˝ b “ b, ce qu’il fallait démontrer.

Unicité de V ˆk W . Soit pM,βq comme dans l’énoncé. La propriété universelle de
pV bkW,bq assure l’existence d’une unique application linéaire i : V bkW Ñ M telle
que i ˝ b “ β. Il reste à s’assurer que i est un isomorphisme.

La propriété universelle de pM,βq assure l’existence d’une unique application
linéaire j : M Ñ V bk W telle que j ˝ β “ b. La composée j ˝ i est une application
linéaire de V bKW dans lui même, et l’on a pj ˝ iq ˝ b “ b. Comme on a par ailleurs
IdVbkW ˝b “ b, la partie «unicité» de la propriété universelle de pV bkW,bq garantit
que j ˝ i “ IdVbkW . On montre de même que i ˝ j “ IdM .

Commentaires 10.7.2. — Si U est un k-espace vectoriel et si f : V bk W Ñ U
est une application k-linéaire, il est clair que f ˝ b : V ˆW Ñ U est k-bilinéaire. On
peut donc reformuler comme suit la propriété universelle de pV bk W,bq : pour tout
k-espace vectoriel U , l’application f ÞÑ f ˝ b établit une bijection entre l’ensemble des
applications k-linéaires de V bkW dans U et l’ensemble des applications k-bilinéaires
de V ˆW dans U .

En termes un peu plus informels : se donner une application k-linéaire de V bkW
vers U , c’est se donner une application k-bilinéaire de V ˆW vers U .

10.7.3. — Soient V et W deux k-espaces vectoriels. Il résulte de la construction que
V bk W est engendré comme k-espace vectoriel par les éléments de la forme v b w,
qu’on appellent les tenseurs purs ; il est en fait même engendré en tant que groupe
abélien par les tenseurs purs, car pour tout pλ, v, wq P kˆ V ˆW , l’élément λpv bwq
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de V bk W est égal au tenseur pur pλvq b w. Notons une conséquence : V bk W est
nul dès que l’un des deux facteurs est nul.
10.7.4. Produit tensoriel par une droite. — Soit V un k-espace vectoriel et soit D
une droite vectorielle sur k. Soit e une base de D (c’est-à-dire un vecteur non nul de
D). L’application f : V Ñ D bk V qui envoie v sur eb v est k-linéaire. L’application
de D ˆ V vers V qui envoie un couple pae, vq sur av est bilinéaire ; elle induit donc
une application k-linéaire g de D bk V dans V , qui satisfait l’égalité gpae b vq “ av
pour tout pa, vq. On vérifie immédiatement que g ˝ f “ IdV , et que f ˝ g “ IdDbkV (il
suffit de vérifier cette dernière égalité sur les tenseurs purs). L’application k-linéaire
f est donc bijective de réciproque g. Mentionnons deux conséquences importantes de
ce fait.
10.7.4.1. — Appliquons ce qui précède lorsque D “ k et lorsque e “ 1. On en déduit
que l’application v ÞÑ 1 b v établit un isomorphisme V » k bk V , dont la réciproque
envoie λb v sur λv pour tout λ P k ˆ V .
10.7.4.2. — Revenons au cas où pD, eq est quelconque, et supposons que V est lui-
même une droite vectorielle, et donnons-nous une base f de V . L’application v ÞÑ ebv
établit un isomorphisme V » DbkV . Comme a ÞÑ af établit un isomorphisme k » V ,
il s’ensuit que a ÞÑ aebf établit un isomorphisme k » DbkV . Autrement dit, DbkV
est une droite vectorielle dont eb f est une base.
10.7.5. Commutativité du produit tensoriel. — Soient V et W deux k-espaces
vectoriels. L’application de V ˆkW vers W bk V qui envoie un couple pv, wq sur wbv
est k-bilinéaire et induit donc une application k-linéaire f : V bk W dans W bk V ,
qui satisfait l’égalité fpv b wq “ w b v pour tout pv, wq. On construit de même une
application k-linéaire g de W bk V vers V bkW qui satisfait l’égalité gpwbvq “ vbw
pour tout pw, vq. On vérifie sur les tenseurs purs que les applications f et g sont deux
bijections réciproques l’une de l’autre. On a ainsi exhibé un isomorphisme naturel
V bk W » W bk V . En termes informels, le produit tensoriel est commutatif.
10.7.6. Associativité du produit tensoriel. — Soit U un k-espace vectoriel. Pour tout
u P U , soit fu l’application de V ˆW dans pU bk V q bkW qui envoie un couple pv, wq

sur pub vq bw. Elle est k-bilinéaire, et induit donc une application k-linéaire mu de
V bk W dans pU bk V q bk W , qui envoie v b w sur pub v b wq pour tout pv, wq.

L’application qui envoie u sur mu est k-linéaire (pour tout triplet pλ, u, u1q

appartenant à k ˆ U2, l’égalité mu`λu1 “ mu ` λmu1 se teste sur les tenseurs purs
de V bk W ). L’application de U ˆ pV bk W q vers pU bk V q bk W qui envoie pu, tq
sur muptq est donc k-bilinéaire. Elle induit par conséquent une application k-linéaire
µ de U bk pV bkW q vers pU bk V q bkW qui par construction envoie ub pvbwq sur
pub vq b w pour tout pu, v, wq.

Pour tout w P W , soit gw l’application de U ˆ V dans U bk pV bk W q qui envoie
un couple pu, vq sur u b pv b wq. Elle est k-bilinéaire, et induit donc une application
k-linéaire nw de U bk V dans U bk pV bkW q, qui envoie ub v sur ub pv bwq pour
tout pv, wq.

L’application qui envoie w sur nw est k-linéaire (pour tout triplet pλ,w,w1q

appartenant à k ˆ W 2, l’égalité nw`λw1 “ nw ` λnw1 se teste sur les tenseurs purs
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de U bk V ). L’application de pU bk V q bk W vers U bk pV bk W q qui envoie pt, wq

sur nwptq est donc k-bilinéaire. Elle induit par conséquent une application k-linéaire
ν de pU bk V q bkW vers U bk pV bkW q qui par construction envoie pub vq bw sur
ub pv b wq pour tout pu, v, wq.

Les applications k-linéaires µ et ν sont des bijections réciproques l’une de l’autre :
on teste l’égalité ν ˝ µ “ IdUbkpVbkW q sur les termes de la forme u b pv b wq qui
engendrent U bk pV bkW q ; on teste l’égalité µ ˝ ν “ IdpUbkV qbkW sur les termes de
la forme pub vq b w qui engendrent pU bk V q bk W .

On a ainsi montré l’existence d’un isomorphisme naturel entre pU bk V q bk W
et U bk pV b W q qui envoie pu b vq b w sur u b pv b wq pour tout pu, v, wq. En
termes informels, le produit tensoriel est associatif ; et l’on pourra se contenter d’écrire
U bk V bW et ub v b w, sans parenthèses.
10.7.7. — Il convient de penser à b comme à la loi bilinéaire la plus générale
possible définie sur V ˆkW . Indiquons une propriété tangible qui apparaît comme une
manifestation de ce principe un peu vague : si pvi, wiq est une famille d’éléments de
V ˆk W alors

ř

vi b wi “ 0 si et seulement si
ř

bpvi, wiq “ 0 pour toute application
bilinéaire b définie sur V ˆW et à valeurs dans un k-espace vectoriel U .

En effet, l’implication ð est claire, puisque b est une application bilinéaire de
V ˆ W vers V bk W . Réciproquement, supposons que

ř

vi b wi “ 0, et soit b une
application bilinéaire définie sur V ˆ W et à valeurs dans un k-espace vectoriel U .
La propriété universelle du produit tensoriel garantit l’existence (et l’unicité) d’une
application linéaire f : V bk W Ñ U telle que f ˝ b “ b. On a alors

ÿ

bpvi, wiq “
ÿ

fpvi b wiq “ f
´

ÿ

vi b wi

¯

looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

car f est linéaire

“ 0.

10.7.8. Applications induites au niveau tensoriel. — Soit k un corps et soient
V, V 1,W et W 1 des k-espaces vectoriels. Soient f : V Ñ V 1 et soit g : W Ñ W 1 des
applications k-linéaires. L’application de V ˆ W vers V 1 bk W

1 qui envoie pv, wq sur
fpvqbgpwq est k-bilinéaire. Il existe donc une unique application k-linéaire de V bkW
vers V 1 bk W

1 qui envoie v b w sur fpvq b gpwq pour tout pv, wq ; on la note f b g.
10.7.8.1. — On a IdV bIdW “ IdVbkW : on le vérifie immédiatement sur les tenseurs
purs.
10.7.8.2. — Si f 1 est une application k-linéaire de V 1 vers un k-espace vectoriel V 2,
et si g1 est une application k-linéaire de W 1 vers un k-espace vectoriel W 2 on a alors
pf 1 ˝ fq b pg1 ˝ gq “ pf 1 b g1q ˝ pf b gq ; là encore, on le vérifie sur les tenseurs purs.
10.7.8.3. — Il résulte de 10.7.8.1 et 10.7.8.2 que si f et g sont bijectives alors f b g
est bijective, de réciproque f´1 b g´1.

Proposition 10.7.9. — Soit k un corps, soit V un k-espace vectoriel et soit pViq
une famille de sous-espaces vectoriels de V tels que V “

À

i Vi ; pour tout i, on
note fi l’inclusion Vi ãÑ V . Soit W un k-espace vectoriel. Pour tout i, l’application
gi :“ fi b IdW : Vi bk W Ñ V bk W est injective, et V bk W est la somme directe
des gipVi bk W q.
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Démonstration. — Pour tout i, notons pi la projection de V sur Vi, relative à la
décomposition en somme directe que nous nous sommes donnée ; on désigne par qi
l’application k-linéaire pibIdW de V bkW vers VibkW . Indiquons quelques propriétés
des applications pi et fi.

(1) On a pi ˝ fi “ IdVi
pour tout i.

(2) On a pi ˝ fj “ 0 pour tout pi, jq avec i ‰ j.
(3) Pour tout v P V on a pipvq “ 0 pour presque tout i, et

ř

i fippipvqq “ v.
Nous allons maintenant énoncer quelques propriétés des applications qi et gi ; nous

justifierons nos assertions ensuite.

(a) On a qi ˝ gi “ IdVibkW pour tout i.
(b) On a qi ˝ gj “ 0 pour tout pi, jq avec i ‰ j.
(c) Pour tout x P V bk W on a qipxq “ 0 pour presque tout i, et

ř

gipqipxqq “ x.

Les assertions (a) et (b) découlent respectivement des assertions (1) et (2) ci-dessus.
En ce qui concerne l’assertion (c), on remarque que l’élément x est une somme finie de
tenseurs purs, et qu’il suffit donc de montrer (c) lorsque x est un tenseur pur, auquel
cas elle découle directement de (3).

Nous allons maintenant expliquer comment les assertions (a), (b) et (c) permettent
de conclure. On déduit de l’assertion (a) que gi est injective pour tout i (car IdVibkW

est injective). L’assertion (c) assure que V bk W est égal à
ř

gipVi bk W q. Il reste
à s’assurer que la somme est directe. Soit pxiq une famille d’éléments presque tous
nuls de V bk W , telle que xi P gipVi bk W q pour tout i et que

ř

xi “ 0. Nous allons
montrer que tous les xi sont nuls. Par définition, xi est pour tout i égal à gipyiq pour
un certain yi P Vi bk W . Fixons j. On a les égalités

0 “ qj

˜

ÿ

i

xi

¸

“ qj

˜

ÿ

i

gipyiq

¸

“
ÿ

i

qjpgipyiqq

“ yj ,

la dernière égalité découlant de (a) et (b). Comme yj “ 0 on a xj “ gjpyjq “ 0, ce
qui achève la démonstration.

Corollaire 10.7.10. — Soit k un corps, soient V et W deux k-espaces vectoriels et
soit V 1 un sous-espace vectoriel de V . Soit f l’inclusion de V 1 dans V . L’application
f b IdW : V 1 bk W Ñ V bk W est alors injective.

Démonstration. — On choisit un supplémentaire V 2 de V 1 dans V et on applique la
proposition 10.7.9 ci-dessus à la famille constituée des deux sous-espaces vectoriels V 1

et V 2 de V .
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Remarque 10.7.11. — Reprenons les notations de la proposition 10.7.9. Chacune
des applications gi étant injective, elle permet de voir VibkW comme un sous-espace
vectoriel de V bkW . Modulo ces identifications la dernière assertion de la proposition
se récrit sous la forme

˜

à

i

Vi

¸

bk W “
à

i

Vi bk W.

En termes un peu informels, le produit tensoriel commute aux sommes directes.

Proposition 10.7.12. — Soit k un corps et soient V et W deux k-espaces vectoriels.
Soit peiq une base de V et pfjq une base de W . La famille pei b fjqi,j est alors une
base de V bk W .

Démonstration. — Pour tout i, on note Di la droite vectorielle kei, et fi son inclusion
dans V ; pour tout j, on note ∆j la droite vectorielle kfj , et gj son inclusion dans W .
Pour tout pi, jq, on note eib7 fj le produit tensoriel de ei et ej calculé dans Dibk∆j ,
afin de ne pas le confondre avec l’élément ei b fj de V bk W .

En appliquant deux fois la commutation du produit tensoriel aux sommes directes
(dont l’énoncé précis est la proposition 10.7.9), on établit l’assertion suivante : pour
tout pi, jq, l’application hij :“ fi b gj : Di bk ∆j Ñ V bk W est injective, et l’on a
V bk W “

À

i,j hijpDi bk ∆jq.
En vertu de 10.7.4.2, le produit tensoriel Di bk ∆j est pour tout pi, jq une droite

vectorielle de base ei b7 fj ; il s’ensuit que hijpDi bk ∆jq est une droite vectorielle
de base hijpei b7 fjq “ ei b fj . L’égalité V bk W “

À

i,j hijpDi bk ∆jq signifie alors
précisément que pei b fjqi,j est une base de V bk W .

10.7.13. Quelques conséquences. — Soit k un corps et soient V et W deux k-espaces
vectoriels. Indiquons deux conséquences importantes de la proposition 10.7.12 ci-
dessus.
10.7.13.1. — Le produit tensoriel V bkW est nul si et seulement si l’un des facteurs
est nul.
10.7.13.2. — Si V et W sont de dimension finie sur k il en va de même de V bk W
et dimpV bk W q “ dimV ¨ dimW .
10.7.14. Aspect matriciel du produit tensoriel. — Soient V, V 1,W et W 1 quatre k-
espaces vectoriels. Donnons-nous une base pejq de V , une base pfiq de V 1, une base
pgsq de W et une base phrq de W 1. Soit φ une application k-linéaire de V dans V 1, et
soit ψ une application k-linéaire de W dans W 1. Soit paijq la matrice de φ dans les
bases pejq et pfiq, et soit pbrsq la matrice de ψ dans les bases pgsq et phrq.

La proposition 10.7.12 assure que pej b gsqj,s est une base de V bk W , et que
pfi b hrqi,r est une base de V 1 bk W

1. Soit pcirjsq la matrice de φb ψ dans ces deux
bases. Le but de ce qui suit est de calculer explicitement la matrice pcirjsq. Pour cela,
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fixons j et s. On a les égalités

pφb ψqpej b gsq “ φpejq b ψpgsq

“ p
ÿ

i

aijfiq b p
ÿ

r

brshrq

“
ÿ

i,r

aijbrsfi b hr.

Il en résulte l’égalité cirjs “ aijbrs pour tout pi, r, j, sq.
10.7.15. Quelques objets classiques revisités. — Soit k un corps et soient V et W
deux k-espaces vectoriels.
10.7.15.1. — L’application de V ˚ ˆW dans HomkpV,W q qui envoie un couple pφ,wq

sur l’endomorphisme v ÞÑ φpvqw est k-bilinéaire ; elle induit donc une application k-
linéaire u : V ˚ bk W Ñ HomkpV,W q.
10.7.15.2. — L’application de V ˚ ˆ V dans k qui envoie un couple pφ, vq sur φpvq

est k-bilinéaire ; elle induit donc une forme k-linéaire τ : V ˚ bk V Ñ k.
10.7.15.3. Le cas de la dimension finie. — Supposons que V et W sont de dimension
finie. Choisissons une base pf1, . . . , fmq de V et une base pe1, . . . , enq de W ; soit soit
pf˚

1 , . . . , f
˚
mq la base duale de pf1, . . . , fmq. La proposition 10.7.12 assure que pf˚

j beiq

est une base de V bV ˚. Fixons deux indices i et j et posons gij “ upf˚
j beiq. Pour tout

ℓ on a alors gijpfℓq “ f˚
j pfℓqei “ δℓjei. Autrement dit, gij est l’application k-linéaire

de V vers W dont la matrice dans les bases pf1, . . . , fmq et pe1, . . . , enq est la matrice
Eij (dont le coefficient à la place pi, jq vaut 1, et dont tous les autres coefficients sont
nuls).

Les pgijq forment donc une base de HomkpV,W q. Ainsi, u transforme une base de
V ˚ bk W en une base de HomkpV,W q ; par conséquent, u est bijective. Notons que
nous avons utilisées les bases choisies pour montrer que u est bijective, mais que la
définition de u elle-même ne dépend pas de ces choix.

Plaçons-nous dans le cas particulier où W “ V , et où pfjqj “ peiqi ; l’application u
induit alors un isomorphisme V ˚ bkV » EndkpV q. La composée τ ˝u´1 est une forme
k-linéaire sur EndkpV q, qui envoie pour tout pi, jq l’endomorphisme gij “ upe˚

j b eiq

sur τpe˚
j beiq “ e˚

j peiq “ δij ; il s’agit donc de la trace. On a ainsi donné une définition
intrinsèque de celle-ci, i.e. indépendante de tout choix de base.

10.8. Quelques compléments. — Nous nous proposons de donner quelques
autres applications du produit tensoriel, et notamment d’expliquer comment il peut
être utilisé pour donner une description intrinsèque du déterminant (un peu dans
l’esprit de celle de la trace vue en 10.7.15.3, mais en nettement plus délicate).
10.8.1. Produit tensoriel de n espaces vectoriels. — Soit n un entier ě 2 et soient
V1, . . . , Vn des k-espaces vectoriels. L’associativité du produit tensoriel permet de
définir V1 bk V2 . . . bk Vn (sans parenthèses). Cet espace est muni d’une application
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n-linéaire (c’est-à-dire linéaire en chaque variable)
V1 ˆ . . .ˆ Vn Ñ V1 bk . . .bk Vn

pv1, . . . , vnq ÞÑ v1 b . . .b vn.

L’espace vectoriel V1 bk V2 . . . bk Vn est engendré comme groupe abélien par les
tenseurs purs v1 b . . . b vn ; si peijqj désigne pour tout i une base de Vi alors les
éléments de la forme e1j1 b . . .b enjn forment une base de V1 bk V2 . . .bk Vn.

Tout ceci s’étend au cas où n vaut 0 ou 1. Si n “ 1 on n’a qu’un seul espace V1, le
produit tensoriel V1 bk V2 . . .bk Vn désigne alors simplement V1, le produit cartésien
V1 bk V2 . . . bk Vn désigne également V1 et l’application pv1, . . . , vnq ÞÑ v1 b . . . b vn
est simplement l’identité de V1 (qui est bien 1-linéaire c’est-à-dire linéaire).

Si n “ 0 on définit le produit tensoriel vide V1 b . . . b Vn comme étant égal à k
(qui est le «neutre» pour le produit tensoriel). Le produit cartésien vide V1 ˆ . . .ˆVn
est quant à lui l’espace nul t0u et l’application pv1, . . . , vnq ÞÑ v1 b . . . b vn est alors
0 ÞÑ 1. Elle est 0-linéaire pour la bonne raison que cette condition est vide, puisqu’il
n’y aucune composante à considérer.

Comme d’habitude, ces conventions ne sont pas introduites pour le plaisir d’être
loufoque ni pour celui de se faire mal à la tête ; elles apportent au contraire justement
assez de souplesse au formalisme pour ne pas avoir à distinguer sans cesse les cas
particuliers n “ 0 ou n “ 1 dans les raisonnements. On a ainsi par exemple grâce
à elles pour tout entier p compris entre 1 et n (et donc même pour p “ 1 ou n) un
isomorphisme canonique

pV1 bk . . .bk Vpq bk pVp`1 bk . . .bk Vnq » V1 bk . . .bk Vp b Vp`1 bk . . .bk Vn

qui envoie pv1 b . . .b vpq b pvp`1 b . . .b vnq sur v1 b . . .b vp b vp`1 b . . .b vn.

Proposition 10.8.2. — Soit n un entier ě 0 et soient V1, . . . , Vn des k-espaces
vectoriels. Soit P un k-espace vectoriel et soit b : V1 ˆ . . . Vn Ñ P une application
n-linéaire. Il existe une unique application k-linéaire f : V1 bk V2 . . .bk Vn Ñ P telle
que le diagramme

V1 ˆ . . .ˆ Vn P

V1 bk V2 . . .bk Vn

b

b
f

commute.

Démonstration. — On procède par récurrence sur n. Si n “ 0 on a V1 ˆ . . . Vn “ t0u

et b est simplement une application quelconque de t0u dans P , donnée par un élément
p de P (à savoir bp0q). L’espace vectoriel V1 bk V2 . . . bk Vn est quant à lui égal à k
et l’application b (la flèche verticale du diagramme) envoie 0 sur 1. Il suffit donc de
s’assurer qu’il existe une unique application k-linéaire f de k dans P envoyant 1 sur
p, ce qui est clair : c’est λ ÞÑ λp.

Supposons maintenant n ą 0 et le résultat vrai pour n´1. L’unicité de l’application
linéaire f est claire car les tenseurs purs engendrent V1bk . . .bkVn et la commutativité
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du diagramme impose la formule fpv1 b . . . b vnq “ bpv1, . . . , vnq. Montrons son
existence. Pour tout v P Vn on dispose d’une application de V1 ˆ . . . ˆ Vn´1 vers P
qui envoie pv1, . . . , vn´1q sur bpv1, . . . , vn´1, vq. Cette application est pn ´ 1q-linéaire
et induit donc par hypothèse de récurrence une application linéaire βv du produit
tensoriel V1 bk . . . bk Vn´1 vers P telle que βvpv1 b . . . b vn´1q “ bpv1, . . . , vn´1, vq

pour tout pv1, . . . , vn´1q. L’application βv dépend linéairement de v (par l’égalité
précédente, par la linéarité de b en la dernière variable, et par le fait que les tenseurs
purs engendrent V1 bk . . . bk Vn´1). L’application de pV1 bk . . . bk Vn´1q ˆ Vn dans
P qui envoie px, vq sur βvpxq est de ce fait bilinéaire, et induit en conséquence une
application linéaire f de pV1 bk . . .bk Vn´1q bk Vn dans P caractérisée par la formule
fpx b vq “ βvpxq pour tout px, vq. En appliquant cette égalité lorsque x est de la
forme v1 b . . .b vn´1 et en identifiant pV1 bk . . .bk Vn´1q bk Vn à V1 bk V2 . . .bk Vn
il vient

fpv1 b v2 . . .b vq “ βvpv1 b . . .b vn´1q “ bpv1, . . . , vn´1, vq,

ce qui achève la démonstration.

10.8.3. Quelques définitions. — Nous allons maintenant présenter quelques notions
générales d’algèbre que nous allons utiliser par la suite. Dans ce qui suit, les anneaux
ne sont pas supposés commutatifs. Si A est un anneau, son centre ZpAq est l’ensemble
des éléments a de A tels que ab “ ba pour tout b P A ; c’est un sous-anneau de A qui
est commutatif. Une k-algèbre est un anneau A muni d’un morphisme k Ñ ZpAq.
10.8.3.1. Idéaux bilatères. — Soit A un anneau. Un idéal bilatère de A est un sous-
groupe I de pA,`q tel que ai P I et ia P I pour tout i P I et tout a P A.

Si I est un idéal bilatère de A, la multiplication de A passe au quotient par I et fait
de A{I un anneau (exercice !). Le morphisme quotient π : A Ñ A{I est un morphisme
d’anneaux et il satisfait la propriété universelle que vous imaginez probablement :
pour tout anneau B, l’appplication f ÞÑ f ˝ π établit une bijection entre l’ensemble
des morphismes d’anneaux de A{I dans B et l’ensemble des morphismes d’anneaux
de A vers B s’annulant sur I.

Si X est une partie de A, il existe un plus petit idéal bilatère contenant X , qui
est dit engendré par X ; c’est l’ensemble des sommes (finies)

ř

aixibi avec xi P X et
ai et bi dans A pour tout i.

Si A a une structure de k-algèbre, A{I en hérite (par composition des morphismes
k Ñ A Ñ A{I).
10.8.3.2. Anneaux gradués. — Un anneau gradué est un anneau A muni d’une
graduation, c’est-à-dire d’une écriture comme une somme directe

À

nPN An telle que
1 P A0 et AnAm Ă An`m pour tout pn,mq.

Soit A “
À

An un anneau gradué. On dit que An est l’ensemble des éléments
homogènes de degré n de A ; si a P A s’écrit

ř

n an avec an P An pour tout n, on dit
que les an sont les composantes homogènes de a.

Un idéal bilatère I de A est dit homogène s’il est engendré par un ensemble X Ă A
composé d’éléments homogènes. Si c’est le cas, les composantes homogènes de tout
élément de I appartiennent à I. En effet, il suffit de le vérifier pour un élément de
I de la forme axb où x appartient à X (et est donc homogène d’un certain degré d)
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et où a “
ř

an et b “
ř

bn sont des éléments de A ; or la composante homogène de
degré p d’un tel élément est

ř

n`m“p´d anxbm, qui appartient à I (notons que si elle
est non nulle on a forcément p ě d).

On a donc I “
À

npI XAnq. L’anneau quotient A{I hérite alors d’une graduation
naturelle A{I “

À

An{pI XAnq.
10.8.3.3. Notion de k-algèbre graduée. — Une k-algèbre graduée est un anneau
gradué A “

À

An muni d’un morphisme d’anneaux de k dans ZpAq prenant ses
valeurs dans A0.
10.8.4. L’algèbre tensorielle. — Soit V un k-espace vectoriel. On note TV la somme
directe

À

nPN V bn où V bn désigne le produit tensoriel de n copies de V (avec les
conventions de la section précédente lorsque n “ 0 ou n “ 1).

Soient n et m deux entiers. La composée de l’isomorphisme canonique

V bn bk V
bm » V bpn`mq

et de l’application bilinéaire b : V bn ˆ V bm Ñ V bn bk V
bm fournit une application

bilinéaire V bn ˆ V bm Ñ V bpn`mq qui envoie ppx1 b . . . b xnq, py1 b . . . b ymqq sur
x1 b . . . b xn b y1 b . . . b ym et qu’on notera encore b. La collection (pour n et m
variables) de ces applications définit une application bilinéaire b : TV ˆ TV Ñ TV ;
on vérifie immédiatement sur les tenseurs purs qu’elle est associative (elle consiste
essentiellement à les concaténer). Elle fait donc de TV une k-algèbre (son élément
neutre multiplicatif est 1 P k “ T 0V ) qu’on appelle l’algèbre tensorielle de V .

Posons TnV “ V bn. La décomposition TV “
À

n T
nV fait de TV une k-algèbre

graduée. Notons que T 1V “ V - on identifiera désormais V par ce biais à un sous-
espace vectoriel de TV .

Proposition 10.8.5 (Propriété universelle de l’algèbre tensorielle)
Soit A une k-algèbre et soit f : V Ñ A une application k-linéaire. Il existe un

unique morphisme de k-algèbres de TV dans A dont la restriction à V est égale à f .

Démonstration. — La description explicite de TV montre qu’elle est engendrée par
V comme k-algèbre ; par conséquent, tout morphisme de k-algèbres de TV dans A
est déterminé par sa restriction à V , d’où l’unicité.

Montrons maintenant l’existence. Pour tout entier n l’application de V n dans A
donnée par la formule

pv1, . . . , vnq ÞÑ fpv1qfpv2q . . . fpvnq
looooooooooomooooooooooon

produit calculé dans l’algèbre A

est n-linéaire. Elle induit donc en vertu de la proposition 10.8.2 une application k-
linéaire fn de V bn dans A qui vérifie la formule

fnpv1 b . . .b vnq “ fpv1qfpv2q . . . fpvnq.

On vérifie alors que l’application de TV “
À

TnV vers A qui envoie un élément
a “

ř

n an sur
ř

n fnpanq répond aux conditions de l’énoncé.
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Commentaires 10.8.6. — On peut reformuler la proposition universelle ci-dessus
sous forme du slogan suivant : se donner un morphisme de TV dans une k-algèbre A,
c’est se donner une application k-linéaire de V dans A.

Intuitivement, l’algèbre tensorielle de V est la k-algèbre la plus générale fabriquée
à partir de V .

10.8.7. L’algèbre symétrique. — Soit V un k-espace vectoriel. Soit I l’idéal bilatère
de TV engendré par les éléments x b y ´ y b x pour x et y parcourant V . L’idéal
bilatère I étant engendré par des éléments homogènes de degré 2, il est homogène et
satisfait de surcroît les égalités I X T 0V “ I X T 1V “ t0u.

On appelle algèbre symétrique de V et l’on note SV , la k-algèbre graduée quotient
TV {I “

À

n T
nV {pI X TnV q ; le sommande TnV {pI X TnV q est noté SnV . On a

S0V “ k et S1V “ V ; on identifie désormais V par ce biais à un sous-espace vectoriel
de SV (le morphisme quotient TV Ñ SV induit un isomorphisme T 1V » S1V et
est donc compatible aux plongements de V dans les deux algèbres). La k-algèbre TV
étant engendrée par V , l’algèbre SV l’est également. Or si x et y sont deux éléments
de V , l’image de x b y ´ y b x dans SV est nulle ; autrement dit, x et y commutent
lorsqu’on les voit comme appartenant à SV Ą V ; puisque V engendre SV , celle-ci
est une k-algèbre commutative. Nous noterons son produit comme un produit usuel.

Proposition 10.8.8 (Propriété universelle de l’algèbre symétrique)
Soit A une k-algèbre commutative et soit f : V Ñ A une application k-linéaire.

Il existe un unique morphisme de k-algèbres de SV dans A dont la restriction à V
est égale à f .

Démonstration. — Comme V engendre SV comme k-algèbre, un morphisme de k-
algèbres de SV dans A est entièrement déterminé par sa restriction à V , d’où l’unicité.

Montrons maintenant l’existence. La propriété universelle de TV assure qu’il existe
un morphisme de k-algèbres φ : TV Ñ A tel que φ|V “ f . Comme A est commutative
on a φpxb y´ yb xq “ fpxqfpyq ´ fpyqfpxq “ 0 pour tout px, yq P V 2. Ainsi φ passe
au quotient par I et l’application induite de SV dans A répond aux conditions de
l’énoncé.

Commentaires 10.8.9. — On peut reformuler la proposition universelle ci-dessus
sous forme du slogan suivant : se donner un morphisme de SV dans une k-algèbre
commutative A, c’est se donner une application k-linéaire de V dans A.

Intuitivement, l’algèbre symétrique de V est la k-algèbre commutative la plus
générale fabriquée à partir de V .

10.8.10. — Soit V un k-espace vectoriel. Pour tout entier n l’application de V n dans
SnV qui envoie un n-uplet pv1, . . . , vnq sur le produit v1 ¨ ¨ ¨ vn est n-linéaire symétrique
(c’est-à-dire invariante par permutation des facteurs) par commutativité de SV . La
proposition ci-dessous montre que celle opération est en un sens l’opération n-linéaire
symétrique de source V n la plus générale.

Proposition 10.8.11 (Propriété universelle de SnV )
Soit V un k-espace vectoriel et soit n un entier ě 0. Soit P un k-espace
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vectoriel et soit b : V n Ñ P une application n-linéaire symétrique. Il existe une unique
application linéaire f de SnV dans P telle que fpv1 ¨ ¨ ¨ vnq “ bpv1, . . . , vnq pour tout
pv1, . . . , vnq P V n.

Démonstration. — Puisque TnV est engendré comme k-espace vectoriel par les
tenseurs purs à n facteurs, SnV est engendré comme k-espace vectoriel par les
produits de n éléments de V , d’où l’unicité de f . Montrons maintenant son existence.
La propriété universelle de V bn (prop. 10.8.2) fournit une application k-linéaire
g : V bn Ñ P telle que gpv1 b . . .b vnq “ bpv1, . . . , vnq tout pv1, . . . , vnq P V n.

Montrons que I X TnV Ă Kerpgq. Tout élément de I X TnV est somme de termes
de la forme
v1 b . . .b vm b xb y b w1 b . . .b wm1 ´ v1 b . . .b vm b y b xb w1 b . . .b wm1

où les vi et les wi ainsi que x et y appartiennent à V (et où m ` m1 ` 2 “ n). Or
lorsqu’on applique g à un tel terme on trouve

bpv1, . . . , vm, x, y, w1, . . . , wm1 q ´ bpv1, . . . , vm, y, x, w1, . . . , wm1 q

qui vaut 0 car b est symétrique. Par conséquent g passe au quotient par I X TnV et
l’application induite f : SnV Ñ P répond aux conditions de l’énoncé.

10.8.12. Algèbre symétrique et polynômes. — Soit V un k-espace vectoriel et soit
peℓqℓPΛ une base de V . Soit A la k-algèbre des polynômes en une famille pTℓq
d’indéterminées indexée par Λ (notons que Λ peut être infini mais chaque polynôme
appartenant à A ne fait intervenir qu’un nombre fini d’indéterminées). On dispose
d’un morphisme d’évaluation φ : P ÞÑ P peℓqℓ de A dans SV . Par ailleurs, la propriété
universelle de l’algèbre symétrique assure que l’application k-linéaire

ř

xℓeℓ ÞÑ
ř

xℓTℓ
de V dans A se prolonge d’une unique manière en un morphisme de k-algèbres
ψ : SV Ñ A. On vérifie que φ et ψ sont inverses l’un de l’autre (il suffit de s’en
assurer sur les Tℓ d’une part et les eℓ d’autre part). Par conséquent, SV » krTℓsℓ.

Une algèbre symétrique est donc une algèbre de polynômes, mais non
canoniquement : l’identification requiert le choix d’une base. (On aurait pu de même
montrer que le choix d’une base permet d’identifier l’algèbre tensorielle à une algèbre
de «polynômes non commutatifs»).

Supposons V de dimension finie d. Par ce qui précède, une fois qu’on a choisi
une base pe1, . . . , edq de V on dispose pour tout n d’un isomorphisme entre l’espace
vectoriel SnV et l’espace vectoriel des polynômes en T1, . . . , Td homogènes de degré
n. Nous laissons le lecteur démontrer à titre d’exercice que sa dimension est

`

d`n´1
n

˘

(si d ` n ą 0 ; dans le cas d “ n “ 0 la formule donnée n’a pas de sens, mais la
dimension est 1 puisque S0V “ k).
10.8.13. L’algèbre extérieure. — Soit V un k-espace vectoriel. Soit J l’idéal bilatère
de TV engendré par les éléments xb x pour x parcourant V . L’idéal bilatère J étant
engendré par des éléments homogènes de degré 2, il est homogène et satisfait de
surcroît les égalités J X T 0V “ J X T 1V “ t0u.

On appelle algèbre extérieure de V et l’on note ΛV , la k-algèbre graduée quotient
TV {J “

À

n T
nV {pJ X TnV q ; le sommande TnV {pJ X TnV q est noté ΛnV . On a

Λ0V “ k et Λ1V “ V ; on identifie désormais V par ce biais à un sous-espace vectoriel
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de ΛV (le morphisme quotient TV Ñ ΛV induit un isomorphisme T 1V » Λ1V et
est donc compatible aux plongements de V dans les deux algèbres). La k-algèbre TV
étant engendrée par V , l’algèbre ΛV l’est également. Son produit est appelé le produit
extérieur et est noté par le symbole ^ (le même que celui du produit vectoriel ; on le
lit souvent «extérieur», ou «wedge» si on est d’humeur anglophone).
10.8.14. — On a x ^ x “ 0 pour tout x P V , puisque x b x P J . Ceci entraîne que
x^y “ ´y^x pour tout px, yq P V . On a en effet px`yq^px`yq “ 0 ; en développant
il vient

x^ x` x^ y ` y ^ x` y ^ y “ 0,
et l’égalité cherchée découle du fait que x^ x “ y ^ y “ 0.

Soient x1, . . . , xn des éléments de V et soit σ P Sn On peut écrire σ comme
composée de transpositions de la forme pi i` 1q (exercice !) ; on en déduit à l’aide de
ce qui précède que xσp1q ^ . . .^ xσpnq “ εpσqx1 ^ . . .^ xn.

Supposons qu’il existe i ‰ j avec xi “ xj ; en choisissant σ de sorte que σpiq “ i et
σpjq “ i` 1 on voit que x1 ^ . . .^ xn “ εpσqxσp1q ^ . . .^ xσpnq “ 0.

Par n-linéarité il s’ensuit plus généralement que si l’un des xi est combinaison
linéaire des autres alors x1 ^ . . .^ xn “ 0.

Proposition 10.8.15 (Propriété universelle de l’algèbre extérieure)
Soit A une k-algèbre et soit f : V Ñ A une application k-linéaire telle que

fpxq2 “ 0 pour tout x P V . Il existe un unique morphisme de k-algèbres de ΛV dans
A dont la restriction à V est égale à f .

Démonstration. — Comme V engendre ΛV comme k-algèbre, un morphisme de k-
algèbres de ΛV dans A est entièrement déterminé par sa restriction à V , d’où l’unicité.

Montrons maintenant l’existence. La propriété universelle de TV assure qu’il existe
un morphisme de k-algèbres φ : TV Ñ A tel que φ|V “ f . Comme fpxq2 “ 0 pour
tout x P V on a φpx b xq “ 0 pour tout x P V . Ainsi φ passe au quotient par J et
l’application induite de ΛV dans A répond aux conditions de l’énoncé.

Commentaires 10.8.16. — On peut reformuler la proposition universelle ci-dessus
sous forme du slogan suivant : se donner un morphisme de ΛV dans une k-algèbre
A, c’est se donner une application k-linéaire de V dans A telle que l’image de tout
élément de V soit de carré nul.

Intuitivement, l’algèbre extérieure V est la k-algèbre la plus générale fabriquée à
partir de V en requérant de sucroît que chaque élément de V soit de carré nul.

10.8.17. — Soit V un k-espace vectoriel. Pour tout entier n l’application de V n

dans ΛnV qui envoie un n-uplet pv1, . . . , vnq sur le produit v1 ^ . . . ^ vn est n-
linéaire alternée, c’est-à-dire qu’elle s’annule sur tout n-uplet ayant au moins deux
coordonnées identiques (10.8.14). La proposition ci-dessous montre que celle opération
est en un sens l’opération n-linéaire alternée de source V n la plus générale.

Proposition 10.8.18 (Propriété universelle de ΛnV )
Soit V un k-espace vectoriel et soit n un entier ě 0. Soit P un k-espace

vectoriel et soit b : V n Ñ P une application n-linéaire alternée. Il existe une unique
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application linéaire f de ΛnV dans P telle que fpv1 ^ . . . ^ vnq “ bpv1, . . . , vnq pour
tout pv1, . . . , vnq P V n.

Démonstration. — Puisque TnV est engendré comme k-espace vectoriel par les
tenseurs purs à n facteurs, ΛnV est engendré comme k-espace vectoriel par les
produits extérieurs de n éléments de V , d’où l’unicité de f . Montrons maintenant
son existence. La propriété universelle de V bn (prop. 10.8.2) fournit une application
k-linéaire g : V bn Ñ P telle que gpv1 b. . .bvnq “ bpv1, . . . , vnq tout pv1, . . . , vnq P V n.

Montrons que J X TnV Ă Kerpgq. Tout élément de J X TnV est somme de termes
de la forme v1 b . . . b vm b x b x b w1 b . . . b wm1 où les vi et les wi ainsi que x
appartiennent à V (et où m ` m1 ` 2 “ n). Or lorsqu’on applique g à un tel terme
on trouve bpv1, . . . , vm, x, x, w1, . . . , wm1 q qui vaut 0 car b est alternée. Par conséquent
g passe au quotient par J X TnV et l’application induite f : ΛnV Ñ P répond aux
conditions de l’énoncé.

10.8.19. Algèbre extérieure en dimension finie. — Soit V un k-espace vectoriel de
dimension finie d. Choisissons une base pe1, . . . , edq de V . Soit n un entier. Tout
élément de l’espace vectoriel ΛnV est somme de termes de la forme v1 ^ . . . ^ vn.
En écrivant chacun des vi dans la base pe1, . . . , edq, en utilisant la n-linéarité et les
formules vues au 10.8.14, on voit qu’un tel élément est lui-même combinaison linéaires
de vecteurs de la forme ei1 ^ . . .^ ein où i1 ă i2 ă . . . ă in est une suite strictement
croissante de n éléments de t1, . . . , du. La famille pei1 ^ . . .^ ein qi1ăi2ă...ăin engendre
donc ΛnV . L’ensemble des suites strictement croissantes de n éléments de t1, . . . , du

est en bijection avec l’ensemble des parties à n éléments de t1, . . . , du (on associe à une
telle partie la suite de ses éléments donnés dans l’ordre croissant) ; il y en a donc

`

d
n

˘

.
Par conséquent, la dimension de ΛnV est majorée par

`

d
n

˘

, avec égalité si et seulement
si la famille pei1 ^ . . . ^ ein qi1ăi2ă...ăin est libre (et en est donc une base). Notons
deux conséquences importantes de ce fait :

˛ ΛnV est nul dès que n ą d ;
˛ dim ΛV “

ř

n dim ΛnV ď
ř

n

`

d
n

˘

“ 2d, avec égalité si et seulement si
dim ΛnV “

`

d
n

˘

pour tout n, c’est-à-dire encore si et seulement si la famille
pei1 ^ . . .^ ein qi1ăi2ă...ăin est une base de ΛnV pour tout n.

Nous nous proposons maintenant de montrer qu’on a effectivement dim ΛV “ 2d ;
puisqu’on sait que dim ΛV ď 2d, il suffit d’exhiber une surjection linéaire de ΛV vers
un k-espace vectoriel de dimension 2d. C’est l’objet de ce qui suit.
10.8.20. Construction d’une algèbre auxiliaire et application. — Soit d un entier,
soit r un entier et soient E1, . . . , Er des sous-ensembles deux à deux disjoints de
t1, . . . , du ; notons E leur réunion. Notons ď l’ordre usuel sur les entiers, et notons ĺ

l’ordre sur E défini comme suit : si x P Ei et y P Ej alors x ĺ y si et seulement si
i ă j ou i “ j et x ď y.

Notons σE1,...,Er la permutation de E qui pour tout entier ℓ compris entre 1 et
|E| associe au ℓ-ième élément de E pour l’ordre ď son ℓ-ième élément pour l’ordre
ĺ. Intuitivement, σE1,...,Er

consiste à partir des éléments de E rangés par ordre



136 ANTOINE DUCROS

croissant, et à les réordonner en plaçant d’abord les éléments de E1 (rangés dans
l’ordre croissant), puis ceux de E2 (rangés dans l’ordre croissant), etc.

Donnons un exemple : on prend d ě 17 et E1 “ t3, 7, 14u, E2 “ t4, 6, 8, 13u et
E3 “ t5, 9, 10, 12, 17u. La permutation σE1,E2,E3 est alors égale à

ˆ

3 4 5 6 7 8 9 10 12 13 14 17
3 7 14 4 6 8 13 5 9 10 12 17

˙

.

Si E,F et G sont trois sous-ensembles deux à deux disjoints de t1, . . . , du il découle
des définitions que

σE,F,G “ pσE,F
ž

IdGq ˝ σE
š

F,G “ pIdE
ž

σF,Gq ˝ σE,F
š

G,

où σE,F
š

IdG désigne la permutation de E
š

F
š

G qui vaut σpE,F q sur E
š

F et
l’identité sur G, et de même pour IdE

š

σF,G. En particulier, on a

p˚q εpσE,F qεpσE
š

F,Gq “ εpσpF,GqqεpσE,F
š

Gq “ εpσE,F,Gq.

10.8.20.1. — Soit A le k-linéarisé de l’ensemble Ppt1, . . . , duq. On définit sur A une
loi de composition interne bilinéaire par les formules

rEs ¨ rF s “

"

0 si E X F ‰ H

εpσE,F qrE
š

F s sinon.

Cette loi est associative. En effet, il suffit de le vérifier sur les éléments de la forme
rEs avec E P Ppt1, . . . , duq. Or si E,F et G sont trois parties de t1, . . . , du on a par
construction rEs ¨ prF s ¨ rGsq “ prEs ¨ rF sq ¨ rGs “ 0 si E,F et G ne sont pas deux à
deux disjoints ; et s’ils le sont on a

rEs ¨ prF s ¨ rGsq “ εpσE,F
š

GqεpσF,GqrE
ž

F
ž

Gs

et

prEs ¨ rF sq ¨ rGs “ εpσE
š

F,GqεpσE,F qrE
ž

F
ž

Gs

et on conclut à l’aide de p˚q.
Par ailleurs, celle loi possède un élément neutre, à savoir rHs. Elle fait donc de A

une k-algèbre.
Soit E une partie de t1, . . . , du. Soient i1 ă . . . ă in les éléments de E rangés

dans l’ordre croissant. On a alors par définition de la multiplication sur l’algèbre A
l’égalité rEs “ ri1s ¨ ri2s ¨ . . . ¨ rins (en écrivant par abus ris au lieu de rtius pour tout
i P t1, . . . , du). Il s’ensuit, la famille prEsqEPPpt1,...,duq étant une base de A, que A est
engendrée comme k-algèbre par les éléments de la forme ris avec i P t1, . . . , du.
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Soit B le sous-espace vectoriel de A de base prisq1ďiďd et soit b “
ř

λiris un élément
de B. On a

b2 “ p
ÿ

i

λirisq
2

“
ÿ

i,j

λiλjris ¨ rjs

“
ÿ

i

λ2
i ris ¨ ris

loomoon

0

`
ÿ

iăj

λiλjpris ¨ rjs ` rjs ¨ risq

“
ÿ

iăj

λiλjprti, jus ´ rti, jusq

“ 0.
10.8.20.2. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension d et soit pe1, . . . , edq une base
de V . Soit f l’application k-linéaire de V vers A qui envoie ei sur ris pour tout i. On a
fpxq P B pour tout x P V , si bien que fpxq2 “ 0 pour tout x P V par ce qui précède.
La propriété universelle de l’algèbre extérieure assure alors que f s’étend de manière
unique en un morphisme de k-algèbres φ : ΛV Ñ A. Puisque fpeiq “ ris pour tout i
et puisque les éléments de la forme ris avec i P t1, . . . , du engendrent A, l’application
φ est surjective. Or la dimension de A est égale au cardinal de Ppt1, . . . , duq, c’est-
à-dire à 2d. On en déduit en vertu de 10.8.19 que dim ΛV “ 2d (et que φ : ΛV Ñ A
est un isomorphisme). Il s’ensuit (là encore d’après 10.8.19) que pour tout entier n
l’espace vectoriel ΛnV est de dimension

`

d
n

˘

et que pei1 ^ . . . ^ ein qi1ăi2ă...ăin en est
une base.
10.8.21. Applications induites par une application linéaire. — Soit f : V Ñ W une
application k-linéaire entre k-espaces vectoriels.
10.8.21.1. — Pour tout n l’application

V n Ñ Wbn, pv1, . . . , vnq ÞÑ fpv1q b . . . fpvnq

est n-linéaire ; elle induit donc une application k-linéaire fbn de V bn vers Wbn, qui
envoie v1 b . . . vn sur fpv1q b . . . fpvnq pour tout pv1, . . . , vnq. La collection des fbn

induit une application Tf : TV Ñ TW qui par construction respecte les graduations
(c’est-à-dire qu’elle envoie TnV dans TnW pour tout n – l’application TnV Ñ TnW
qu’elle induit est précisément fbn, qu’on notera aussi Tnf). On vérifie aussitôt que
Tf est un morphisme de k-algèbres (car elle commute visiblement à la «concaténation
des tenseurs»).

Il résulte de la construction que T IdV “ IdTV , que T pf ˝ gq “ Tf ˝Tg lorsque cela
a un sens, et que si f est bijective alors Tf est bijective d’inverse T pf´1q ; on a pour
tout n des énoncés analogues avec Tn au lieu de T .
10.8.21.2. — Comme Tfpx b y ´ y b xq “ fpxq b fpyq ´ fpyq b fpxq pour tout
px, yq P V 2, l’application Tf induit un morphisme de k-algèbres Sf : SV Ñ SW ,
qui préserve les graduations et induit par conséquent pour tout n une application
k-linéaire Snf de SnV vers SnW . On a SIdV “ IdSV , Spf ˝ gq “ Sf ˝Sg lorsque cela
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a un sens, et si f est bijective alors Sf est bijective d’inverse Spf´1q ; on a pour tout
n des énoncés analogues avec Sn au lieu de S.
10.8.21.3. — Comme Tfpx b xq “ fpxq b fpxq pour tout x P V , l’application Tf
induit un morphisme de k-algèbres Λf : ΛV Ñ ΛW , qui préserve les graduations et
induit par conséquent pour tout n une application k-linéaire Λnf de ΛnV vers ΛnW .
On a ΛIdV “ IdΛV , Λpf ˝ gq “ Λf ˝ Λg lorsque cela a un sens, et si f est bijective
alors Λf est bijective d’inverse Λpf´1q ; on a pour tout n des énoncés analogues avec
Λn au lieu de Λ.
10.8.22. La définition intrinsèque du déterminant. — Soit V un k-espace vectoriel
de dimension finie d. D’après 10.8.20.2, ΛdV est de dimension

`

d
d

˘

“ 1. Il en résulte
que EndkpΛdV q “ k (tout endomorphisme k-linéaire de ΛdV est une homothétie).
Pour tout endomorphisme f de V , l’endomorphisme Λdf de ΛdV peut donc être vu
comme un scalaire, que l’on appelle le déterminant de f et qu’on note detpfq.

Comme ΛdIdV “ IdΛdV , on a detpIdVq “ 1 ; si f et g sont deux endomorphismes
de V , l’égalité Λdpf ˝ gq “ Λdf ˝ Λdg se récrit detpf ˝ gq “ detpfq ¨ detpgq ; on déduit
de ce qui précède que si f est bijective alors detpfq ‰ 0 et pdetpfqq´1 “ detpf´1q.
10.8.22.1. Lien avec la définition classique. — On vient donc de donner une
définition intrinsèque du déterminant, qui ne fait pas appel au choix d’une base.
Vérifions qu’elle est compatible avec la définition traditionnelle. Fixons donc une base
pe1, . . . , edq de V ; soit paijq la matrice de f dans cette base.

La droite vectorielle ΛdV a pour base e1 ^ . . .^ ed et l’on a
detpfqe1 ^ . . .^ ed “ Λdfpe1 ^ . . .^ edq “ fpe1q ^ . . .^ fpedq

(la première égalité découle de la définition du déterminant et la seconde de celle de
Λdf). En remplaçant pour tout j le terme fpejq par

ř

i aijei, en développant par
n-linéarité, et en utilisant le fait que eσp1q ^ . . . ^ eσpnq “ εpσqe1 ^ . . . ^ en pour
toute permutation σ de t1, . . . , nu et qu’un produit extérieur de plusieurs vecteurs est
nul dès que deux d’entre eux coïncident (10.8.14), on obtient la formule usuelle pour
detpfq.
10.8.22.2. — On a mentionné en 10.8.22 que si f est bijective alors detpfq ‰ 0.
Montrons la réciproque. On raisonne par contraposition ; on suppose donc que f n’est
pas bijective. La famille pfpe1q, . . . , fpedqq est alors liée ; il résulte dès lors de 10.8.14
que

Λdfpe1 ^ . . .^ edq “ fpe1q ^ . . .^ fpedq “ 0,
et partant que detpfq “ 0.

10.8.22.3. À propos des Λnf . — Soit n un entier. La famille pei1 ^ . . .^ein qi1ă...ăin

est une base de ΛnV . Nous laissons le lecteur vérifier (par le même type de calcul
qu’au 10.8.22.1) que le coefficient d’indice ppi1 ă . . . ă inq, pj1 ă . . . ă jnqq de la
matrice de Λnf dans cette base est le déterminant (au sens classique !) de la matrice
pn, nq extraite de paijq définie par les colonnes j1, . . . , jn et les lignes i1, . . . , in.
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11. Représentations des groupes : généralités

11.1. Définition, premiers exemples, premières propriétés. — Nous allons
introduire dans ce chapitre la notion de représentation d’un groupe, qui est
essentiellement la variante linéaire de celle d’opération sur un ensemble. Nous
établirons un certain nombre de propriétés valables dans un cadre très général (pour
des groupes et des corps souvent quelconques) ; nous consacrerons ensuite un chapitre
spécifique au cas des représentations complexes des groupes finis .

On fixe un corps k et un groupe G.

Définition 11.1.1. — Une représentation k-linéaire de G est un couple pV, ρq où V
est un k-espace vectoriel et ρ un morphisme de groupes de G dans le groupe GLpV q

des automorphismes k-linéaires de V .
Une représentation matricielle de G (à coefficients dans k) est un morphisme de

groupes de G dans GLIpkq, pour un certain ensemble I.

Commentaires 11.1.2. — Il résulte de la discussion du 4.1.4 que se donner une
représentation k-linéaire de G revient à se donner un k-espace vectoriel V et une
opération de G sur V par automorphismes k-linéaires.

11.1.3. Expression matricielle d’une représentation. — Soit pV, ρq une représenta-
tion k-linéaire de G. Soit B “ peiqiPi une base de V . La donnée de la base B fournit un
isomorphisme ιB : GLpV q » GLIpkq, et la composée ιB ˝ ρ définit une représentation
matricielle de G, que l’on appellera l’expression de ρ dans la base B.

Soit π : G Ñ GLIpkq une représentation matricielle de G. Il existe alors une unique
représentation de G d’espace sous-jacent V dont π est l’expression dans la base B ;
elle est donnée par le morphisme ι´1

B ˝ π.
11.1.4. — Une représentation linéaire pV, ρq d’un groupe G sur un corps k est dite
fidèle si elle est fidèle en tant qu’opération de G sur l’ensemble V , c’est-à-dire si ρ est
injective.

Notons qu’on pourrait être tenté de définir la transitivité de façon analogue, mais
ce concept n’a guère d’intérêt ici : en effet t0u est toujours une orbite de l’action de
G sur V , si bien que cette action n’est transitive que si V “ t0u.

Convention 11.1.5. — Soit G un groupe et soit k un corps. Le plus souvent,
une représentation k-linéaire pV, ρq de G sera simplement désignée par son espace
vectoriel sous-jacent V , sans symbole spécifique pour le morphisme G Ñ GLpV q ni
pour l’opération G ˆ V Ñ V , que l’on notera pg, vq ÞÑ gv. La dimension d’une
représentation sera simplement celle de son espace vectoriel sous-jacent (on l’appelle
parfois aussi son degré).

Exemple 11.1.6 (La représentation triviale). — Soit V un k-espace vectoriel.
L’opération triviale de G sur V , décrite par la formule pg, xq ÞÑ x, définit une
représentation de G ; le morphisme correspondant G Ñ GLpV q est le morphisme
trivial. Lorsque V est l’espace nul, on obtient ainsi la représentation nulle de G.
Lorsque V “ k, on obtient la représentation unité de G (sur le corps k), qu’on notera
1G,k.
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Exemple 11.1.7 (La représentation tautologique). — Soit V un k-espace
vectoriel. Le groupe GLpV q opère sur V de manière tautologique par automorphismes
k-linéaires, via la formule pg, vq ÞÑ gpvq. La représentation correspondante est appelée
la représentation tautologique de GLpV q ; elle correspond à Id: GLpV q Ñ GLpV q.

11.1.8. Sous-représentations. — Soit V une représentation de G et soit W un sous-
espace vectoriel de V , stable sous l’action de G (c’est le cas dès que gW Ă W pour
tout g P G, cf. 4.3.4.1). Le groupe G opère par restriction sur W , et cette opération
se fait évidemment par automorphismes k-linéaires, ce qui permet de voir W comme
une représentation de G.

Les représentations ainsi construites seront appelées les sous-représentations de V .
Une somme de sous-représentations de V est une sous-représentations de V .

Un exemple important de sous-représentation de V est fourni par l’ensemble V G
des vecteurs fixes sous G ; il est en effet immédiat que c’est un sous-espace vectoriel
de V , évidemment stable sous G. L’action de G sur V G est par construction triviale.

Si G est fini alors pour tout vecteur v P V la somme
ř

gPG gv appartient à V G ; en
effet on a pour tout h P G l’égalité

hp
ÿ

g

gvq “
ÿ

g

phgqv “
ÿ

g

gv,

la dernière égalité provenant du fait que g ÞÑ hg est une bijection de G sur lui-même.
11.1.9. Représentations quotient. — Soit V une représentation de G et soit W une
sous-représentation de V . Soit v P V et soit g P G. L’application linéaire composée

V V V {W
v ÞÑgv

s’annule sur W donc induit par passage au quotient un endomorphisme de V {W . On
construit ainsi une application G ˆ V {W Ñ V {W . Il est immédiat qu’elle fait de
V {W une représentation de G ; on a par construction gv “ gv pour tout g P G et
tout v P V . Nous dirons que V {W muni de cette opération de G est la représentation
quotient de V par W .
11.1.10. Représentations et morphismes de groupes. — Soit pV, ρq une représenta-
tion de G et soit φ : H Ñ G un morphisme de groupes. La composée ρ ˝ φ est un
morphisme de groupes de H dans GLpV q, qui fait de V une représentation de H ;
par construction, on a hv “ φphqv pour tout h P H (notez le cas important où H
est un sous-groupe de G et où φ est l’inclusion : on a alors simplement restreint la
représentation initiale à H).
11.1.11. Sommes et produits de représentations. — Soit pViqi une famille de
représentations du groupe G. La formule pg, pviqiq ÞÑ pgviqi fait de

ś

i Vi une
représentation de G dont

À

i Vi est une sous-représentation. Lorsque nous écrirons
ś

Vi ou
À

Vi sans autre précision, il sera toujours entendu que nous les considérons
comme des représentations de G par les procédés que nous venons de décrire.

Si l’ensemble d’indices est fini, les représentations
ś

i Vi et
À

i Vi coïncident, et
l’on préférera le plus souvent la notation

À

i Vi.
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Exemple 11.1.12 (La représentation signature). — Soit k un corps et soit n
un entier. Soit εn,k le morphisme de Sn dans kˆ “ GLpkq qui envoie σ sur εpσq “ ˘1,
vue comme élément de kˆ. Le morphisme εn,k définit une représentation k-linéaire
de Sn dont l’espace vectoriel sous-jacent est la droite k ; elle vérifie par construction
l’égalité σλ “ εpσqλ pour tout pσ, λq P Sn ˆ k. Cette représentation sera appelée la
signature sur le corps k) et nous la noterons Σn,k.

Si n ď 1 ou si la caractéristique de k est égale à 2 le morphisme εn,k est trivial, et
Σn,k “ 1Sn,k. Dans le cas contraire, on peut choisir une transposition τ dans Sn, et
l’on a alors τλ “ ´λ ‰ λ pour tout λ non nul dans k ; en conséquence, Σn,k ‰ 1Sn,k.

11.2. Morphismes de représentations. — Soit G un groupe et soient V et W
deux représentations k-linéaires de G.
11.2.1. — Le k-espace vectoriel HomkpV,W q hérite d’une structure naturelle de
représentation de G, par la formule

pg, φq ÞÑ rv ÞÑ gpφpg´1vqqs.

11.2.2. — Le sous-espace vectoriel HomkpV,W qG de HomkpV,W q est l’ensemble des
applications k-linéaires φ de V vers W telles que gφpg´1vq “ φpvq pour tout g P G
et tout v P V . Comme g ÞÑ g´1 est une bijection de G sur lui-même, cela revient à
demander que g´1φpgvq “ φpvq pour tout pg, vq, soit encore que φpgvq “ gφpvq pour
tout pg, vq. Autrement dit, HomkpV,W qG est l’ensemble des applications k-linéaires
équivariantes (définition 4.1.12) de V vers W Ces applications seront appelées les
morphismes de représentations de V vers W . On écrira souvent HomGpV,W q au lieu
de HomkpV,W qG.
11.2.2.1. — L’identité de V est un morphisme de représentations. La composée
de deux morphismes de représentations est un morphisme de représentations ; si
un morphisme de représentations est bijectif (on parle alors d’isomorphisme de
représentations), sa réciproque est un morphisme de représentations. Le noyau d’un
morphisme de représentations est une sous-représentation de la source ; son image est
une sous-représentation du but.
11.2.2.2. — Si V 1 est une sous-représentation de V , l’inclusion V 1 ãÑ V et le
morphisme quotient π : V Ñ V {V 1 sont des morphismes de représentations. Si V Ñ W
est un morphisme de représentations s’annulant sur V 1, l’application k-linéaire induite
V {V 1 Ñ W est un morphisme de représentations ; ainsi, f ÞÑ f ˝ π établit une
bijection entre HomGpV {V 1,W q et l’ensemble des morphismes de représentations de
V vers W s’annulant sur V 1. Les formules U ÞÑ πpUq et Ω ÞÑ π´1pΩq mettent en
bijection l’ensemble des sous-représentations de V contenant V 1 et celui des sous-
représentations de V {V 1.

Si pViqi est une famille de représentations de G, alors pour tout indice j les
applications k-linéaires naturelles Vj Ñ

À

i Vi et
ś

i Vi Ñ Vj sont des morphismes de
représentations.
11.2.2.3. — La plupart des propriétés des représentations que nous considérerons
(par exemple : être fidèle, être triviale, avoir un sous-espace de vecteurs fixes de
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dimension donnée) sont trivialement invariantes par isomorphisme de représentations ;
nous ferons un usage abondant, et le plus souvent implicite, de cette remarque.
11.2.3. Représentation contragrédiente. — Appliquons 11.2.2 lorsque W est la
représentation unité de G, c’est-à-dire la droite vectorielle k avec action triviale de
G. On en déduit une structure naturelle de représentation de G sur l’espace dual
V ˚ :“ HomkpV, kq. Par construction, on a pour toute forme linéaire φ appartenant à
V ˚ et tout élément g de G l’égalité

p˚q gφ “ v ÞÑ pφpg´1vqq.

On dit que V ˚ est la représentation contragrédiente de V . Soit ρ : G Ñ GLpV q le
morphisme décrivant l’opération de G sur V , et soit ρ˚ : G Ñ GLpV ˚q le morphisme
décrivant l’opération de G sur V ˚. Soit g P G. La formule p˚q ci-dessus signifie
que ρ˚pgq “t ρpg´1q “t ρpgq´1, où t désigne la transposition au sens de la dualité
(définition 10.6.14).

Supposons que V est de dimension finie, choisissons une base pe1, . . . , enq de V , et
notons pe˚

1 , . . . , e
˚
nq sa base duale. Soit π l’expression de ρ dans la base pe1, . . . , enq,

et soit π˚ l’expression de ρ˚ dans la base pe˚
1 , . . . , e

˚
nq. On a alors par ce qui précède

π˚pgq “tπpgq´1 pour tout g P G, où t désigne cette fois-ci la transposition matricielle.
11.2.4. Représentations isomorphes. — Soit G un groupe et soient pV1, ρ1q et
pV2, ρ2q deux représentations de G.
11.2.4.1. — Les représentations pV1, ρ1q et pV2, ρ2q sont isomorphes en tant que
représentations de G si et seulement si il existe un isomorphisme φ appartenant
à HomkpV1, V2q qui est équivariant vis-à-vis de l’opération ρ1 à la source, et de
l’opération ρ2 au but. En revenant aux définitions, on voit que cela signifie que
ρ2pgq ˝ φ “ φ ˝ ρ1pgq, pour tout g P G, soit encore ρ2pgq “ φ ˝ ρ1pgq ˝ φ´1.
11.2.4.2. — Compte-tenu des formules de changement de base, il résulte de ce qui
précède que pV1, ρ1q et pV2, ρ2q sont isomorphes si et seulement si il existe une base
B1 de V1 et une base B2 de V2 telles que l’expression de ρ1 dans la base B1 soit égale
à celle de ρ2 dans la base B2.
11.2.4.3. — Supposons que V1 et V2 soient égaux à un même k-espace vectoriel V .
On peut reformuler 11.2.4.1 en disant que pV, ρ1q et pV, ρ2q sont isomorphes si et
seulement si ρ1 : G Ñ GLpV q et ρ2 : G Ñ GLpV q sont conjuguées par un élément de
GLpV q.
11.2.5. Classification des représentations de dimension 1. — Soit G un groupe.
Soit V un k-espace vectoriel de dimension 1. L’application λ ÞÑ λIdV

induit un
isomorphisme de k-algèbres entre k et EndkpV q, et partant un isomorphisme de
groupes kˆ » GLpV q. Se donner une représentation de G d’espace sous-jacent V
revient donc à se donner un morphisme ρ : G Ñ kˆ.
11.2.5.1. — Soient ρ et ρ1 deux morphismes de G dans kˆ, et soient V et V 1 deux
k-espaces vectoriels dimension 1 ; on voit V (resp. V 1) comme une représentation de
G via ρ (resp. ρ1). Soit f un isomorphisme k-linéaire entre V et V 1. L’application f
est équivariante si et seulement si f ˝ ρpgqIdV ˝ f´1 “ ρ1pgqIdV 1 pour tout g P G,
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soit encore si et seulement si ρpgqIdV 1 “ ρ1pgqIdV 1 pour tout g, c’est-à-dire enfin si et
seulement si ρ “ ρ1. Notez que cette dernière condition ne fait plus intervenir f : si elle
est satisfaite, tout isomorphisme k-linéaire entre V et V 1 est donc un isomorphisme
de représentations.
11.2.5.2. — Récapitulons : l’ensemble des classes d’isomorphie de représentations k-
linéaires de dimension 1 deG est en bijection naturelle avec l’ensemble des morphismes
ρ : G Ñ kˆ. La classe associée à un tel morphisme est celle de la représentation
pD, g ÞÑ ρpgqIdkq pour n’importe quelle k-droite vectorielle D (on peut par exemple
prendre D “ k).
11.2.6. Bidualité et représentations. — Soit G un groupe et soit V une
représentation k-linéaire de G. Soit θV : V Ñ V ˚˚ le morphisme canonique.
11.2.6.1. — On peut voir V ˚˚ de manière naturelle comme une représentation k-
linéaire de G : c’est la contragrédiente de la contragrédiente de V (11.2.3).
11.2.6.2. — Le morphisme θV : V Ñ V ˚˚ est équivariant, et est donc un
isomorphisme de représentations lorsque V est de dimension finie. En effet, soit v P V
et soit g P G. On a les égalités

θV pgvq “ φ ÞÑ φpgvq

“ φ ÞÑ pg´1φqpvq

“ φ ÞÑ θV pvqpg´1φq

“ gθV pvq,

d’où notre assertion.

11.3. Représentations de permutation. — Nous allons maintenant expliquer
comment construire une représentation k-linéaire d’un groupe d’un groupe G à partir
d’une opération ensembliste de ce dernier ; cela repose sur le le procédé général de
«k-linéarisation» décrit en 10.4.8.
11.3.1. — Soit G un groupe opérant sur un ensemble X et soit π : G Ñ SX le
morphisme correspondant. La formule φ ÞÑ φk-lin définit un morphisme de groupes µ
de SX vers GLpkXq, qui est injectif (10.4.8.3). La composée µ ˝ π est un morphisme
de G vers GLpkXq ; elle définit donc une représentation k-linéaire de G, d’espace
vectoriel sous-jacent kX, caractérisée par la formule grxs “ rgxs pour tout x P X ;
cette représentation est appelée la k-linéarisée de l’opération de G sur X, ou encore
la représentation de permutation associée à l’opération de G sur X.

Si g P G, la matrice de gk-lin dans la base prxsq est la matrice de permutation
pδx,gyqx,y.

Comme µ est injective, G opère fidèlement sur kX si et seulement si il opère
fidèlement sur X.

Définition 11.3.2 (La représentation régulière). — Soit G un groupe. On
appelle représentation régulière de G (sur le corps k) la k-linéarisation de l’opération
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de G sur lui-même par translations à gauche. Comme l’opération de G sur lui-même
par translations à gauche est fidèle, la représentation régulière est fidèle.

11.3.3. — Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. On fait l’hypothèse que X
est de cardinal fini n ą 0 ; on considère kX comme une représentation de G via la
linéarisation de l’opération de G sur X.
11.3.3.1. — Soit v le vecteur

ř

xPX rxs de kX, non nul car n ą 0. Comme x ÞÑ gx
est pour tout g P G une bijection de X sur lui-même, on a gv “ v pour tout g P G. La
droite vectorielle kv de X est donc stable sous G, et l’action de G sur kv est triviale.
Autrement dit, kv est une sous-représentation de kX isomorphe à la représentation
unité 1G,k.
11.3.3.2. — Soit φ la forme linéaire sur kX qui envoie un vecteur

ř

axrxs sur
ř

ax.
Elle est non nulle car X est non vide et car φprxsq “ 1 pour tout x P X. On a de plus
φpgwq “ φpwq pour tout g P G et tout w P kX (il suffit par linéarité de le vérifier
lorsque w “ rxs pour x P X, auquel cas les deux membres de l’égalité sont égaux à
1). Son noyau H est donc un hyperplan de X stable sous G ; c’est en particulier une
sous-représentation de kX.

On a φpvq “ n. Supposons que n soit non nul dans k, c’est-à-dire que k soit de
caractéristique nulle ou première à n. On a alors H X kv “ t0u ; l’hyperplan H et
la droite kv sont ainsi en somme directe, ce qui entraîne que kX “ kv ‘ H pour
des raisons de dimension. La représentation kX de G est en conséquence isomorphe
à 1G,k ‘ H, et les représentations quotient kX{kv et kX{H sont respectivement
isomorphes à H et à 1G,k.
11.3.3.3. — Nous utiliserons à plusieurs reprises la construction du 11.3.3.2 ci-dessus
lorsque X “ t1, . . . , nu et lorsque G est le groupe Sn opérant tautologiquement sur
X ; la représentation H obtenue dans ce cas particulier sera notée Vn,k.
11.3.4. Une vision «affine» de Vn,k. — Cette discussion ne sera pas utilisée par la
suite. Nous l’incluons simplement pour la curiosité du lecteur ; elle suppose connue
les bases de la géométrie affine.
11.3.4.1. — Soit E un k-espace affine et soit R un repère affine de E, c’est-à-dire un
sous-ensemble de points affinement indépendants qui ne sont pas tous contenus dans
un même sous-espace affine strict de E (si E est de dimension finie, un repère affine est
une famille de points affinement indépendants de cardinal dimE ` 1 : pensez à deux
points distincts d’une droite, ou à trois points non alignés d’un plan, ou à 4 points
non coplanaires dans un espace de dimension 3). Soit G le sous-groupe du groupe
GApEq des bijections affines de E dans lui-même constitué des bijections φ telles que
φpRq “ R. La théorie générale des espaces affines assure que pour toute bijection σ
de R dans lui-même, il existe une unique bijection affine φ P G dont la restriction à R
est égale à σ ; en d’autres termes, la restriction à R induit un isomorphisme G » SR.
11.3.4.2. — Choisissons maintenant un entier n non nul dans k. Pour tout i, posons

ui “
n´ 1
n

ris ´
1
n

ÿ

j‰i

rjs P kt1, . . . , nu
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Il est immédiat que ui appartient à la sous-représentation Vn,k de kt1, . . . , nu. Soit R
l’ensemble tu1, . . . , unu. C’est un repère affine de Vn,k : pour le voir en minimisant les
calculs à effectuer, on peut remarquer que la translation de vecteur p1{nqpr1s`. . .`rnsq

(qui est une bijection affine) envoie R sur tr1s, . . . , rnsu, et il est immédiat que les
éléments ris de Vn,k sont affinement indépendants.

Soit G le sous-groupe de GApVn,kq constitué des bijections φ telles que φpRq “ R.
Un calcul élémentaire montre que l’isobarycentre des éléments de R (qui a un sens car
|R| “ n est non nul dans k) est égal à l’origine. Comme il est évidemment invariant
sous G, le groupe G est en réalité contenu dans G Ă GLpVn,kq.

On vérifie sans peine que σui “ uσpiq pour tout i. En vertu de 11.3.4.1 il en résulte
que le morphisme Sn Ñ GLpVn,kq n’est autre que le morphisme composé

Sn » SR » G Ă GLpVn,kq

où le premier isomorphisme est déduit de la numérotation u1, . . . , un des éléments de
R et où le second est celui décrit au 11.3.4.1.
11.3.4.3. — Supposons que k “ R, et munissons Rt1, . . . , nu du produit scalaire
pour lequel la base pr1s, . . . , rnsq est orthonormée. Comme Sn permute les vecteurs
de cette base, il opère par isométries sur Rt1, . . . , nu. Le morphisme naturel de Sn

dans GLpVn,Rq induit ainsi un isomorphisme entre Sn et le groupe des isométries
affines de Vn,R préservant R.

Les ui sont par ailleurs équidistants les uns les autres (pour le voir, le plus simple est
d’utiliser la translation par p1{nqpr1s`. . .`rnsq comme au 11.3.4.2 ; c’est une isométrie
affine qui envoie ui sur ris pour tout i, et l’on remarque alors que || ris ´ rjs || “

?
2

pour tout pi, jq avec i ‰ j). Ainsi lorsque n “ 2 (resp. 3) on peut décrire R comme un
triangle équilatéral (resp. un tétraèdre régulier) centré à l’origine, et vous avez sans
doute déjà rencontré dans ce cas particulier l’isomorphisme que nous avons exhibé
entre S3 (resp. S4) et le groupe des isométries préservant R ; en général (i.e pour n
quelconque) R est ce qu’on appelle un simplexe régulier.

11.4. Produit tensoriel de représentations. — Soit G un groupe. Nous allons
expliquer ci-dessous comment munir le produit tensoriel de deux représentations k-
linéaires de G d’une opération k-linéaire de G.
11.4.1. — Soient pV, ρq et pW,ϖq deux représentations k-linéaires de G. Pour tout
élément g deG, on pose pρbϖqpgq “ ρpgqbϖpgq. L’application ρbϖ est un morphisme
de groupes de G dans GLpV bkW q ; la représentation pV bkW,ρbϖq est appelée le
produit tensoriel des représentations pV, ρq et pW,ϖq et est noté pV, ρq bk pW,ϖq.

Si l’on omet de mentionner ρ et ϖ et qu’on se contente d’évoquer les représentations
V et W de G, le produit tensoriel V bk W sera toujours considéré, sauf mention
expresse du contraire, comme une représentation de G via le procédé décrit ci-dessus.
11.4.2. — Soient U, V et W trois représentations k-linéaires de G et soit pViq
une famille de représentations k-linéaires de G. On dispose (10.7.5, 10.7.6,
proposition 10.7.9 et remarque 10.7.11) d’isomorphismes k-linéaires naturels

V bk W » W bk V, U bk pV bk W q » pU bk V q bk W
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et
˜

à

i

Vi

¸

bk W »
à

i

Vi bk W.

On vérifie immédiatement que ce sont des morphismes de représentations
(l’équivariance se teste sur les tenseurs purs). Le produit tensoriel de représentations
est donc commutatif, associatif, et commute aux sommes directes de représentations.
11.4.3. — Soient V et W deux représentations k-linéaires de G de dimension finie.
On a construit au 10.7.15.3 un isomorphisme u : V ˚ bkW » HomkpV,W q. Nous allons
vérifier que c’est un isomorphisme de représentations. Il suffit de tester l’équivariance
sur les tenseurs purs. Soient donc φ P V ˚, w P W et g P G. On a les égalités

upgpφb wqq “ u
`

rv ÞÑ φpg´1vqs b gw
˘

“ v ÞÑ φpg´1vqgw

“ v ÞÑ gpφpg´1vqwq

“ v ÞÑ gpupφb wqpg´1vqq

“ gupφb wq,

d’où l’assertion.
11.4.4. Produit tensoriel par une représentation de dimension 1. — Rappelons tout
d’abord quelques faits établis en 11.2.5 et sq. Modulo l’identification canonique entre
kˆ et GLpkq, tout morphisme ϖ : G Ñ kˆ induit une représentation k-linéaire pk,ϖq

de G ; et toute représentation k-linéaire de G de dimension 1 est isomorphe à une telle
pk,ϖq pour un unique ϖ.

Soit pV, ρq une représentation k-linéaire de G et soit ϖ un morphisme de G vers
kˆ. Le produit tensoriel k bk V est canoniquement isomorphe à V comme k-espace
vectoriel d’après 10.7.4.1. Le produit tensoriel des représentations pk,ϖq et pV, ρq est
donc isomorphe à une représentation d’espace sous-jacent V ; le but de ce qui suit est
de la décrire.

Soit g P G et soit v P V . L’élément de kbk V qui correspond à v est le tenseur pur
1 b v. Par définition du produit tensoriel de deux représentations, on a

g ¨ p1 b vq “ gp1q b gpvq “ ϖpgq b ρpgqpvq ;

l’élément de V qui correspond au tenseur pur ϖpgqbρpgqv de kbk V est ϖpgqρpgqpvq.
Il en résulte que pk,ϖqbkpV, ρq est isomorphe à pV, g ÞÑ ϖpgqρpgqq. Informellement,

tensoriser par pk,ϖq revient donc à «tordre» la représentation ρ par le morphisme ϖ.
Soit W un sous-espace vectoriel de V . C’est une sous-représentation de pV, ρq si

et seulement si ρpgqpwq P W pour tout pg, wq P G ˆ W . Comme ϖ est à valeurs
dans kˆ, cela revient à demander que ϖpgqρpgqpwq P W pour tout pg, wq P G ˆ W ,
c’est-à-dire encore que W soit une sous-représentation de pV, g ÞÑ ϖpgqρpgqq. Ainsi,
pV, ρq et pV, g ÞÑ ϖpgqρpgqq » pk,ϖq bk pV, ρq ont les mêmes sous-représentations.

Exemple 11.4.5. — Soit V une représentation k-linéaire de G. On déduit de 11.4.4
que 1G,k bk V est isomorphe à V (comme représentation de G) ; cela justifie
l’expression «représentation unité» : 1G,k bk V est en quelque sorte le neutre
relativement au produit tensoriel des représentations k-linéaires de G.
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Remarque 11.4.6. — Comme kˆ est abélien, le groupe HompG, kˆq a une structure
naturelle de groupe abélien ; elle fournit par transport de structure une loi de groupe
abélien sur l’ensemble des classes d’isomorphie de représentations de dimension 1 de
G. Il résulte facilement de 11.4.4 que cette loi est induite par le produit tensoriel de
représentations.

Exemple 11.4.7. — Soit n un entier et soit pV, ρq une représentation k-linéaire de
Sn. En vertu de 11.4.4, on dispose d’un isomorphisme naturel de représentations

Σn,k bk pV, ρq » pV, σ ÞÑ εpσqρpσqq.

Remarque 11.4.8. — On a signalé au 11.3.4.3 qu’on peut identifier V4,R à la
représentation de S4 consistant à voir celui-ci comme le groupe des isométries d’un
tétraèdre régulier (centré en l’origine). Nous vous laissons utiliser cette description et
l’exemple 11.4.7 ci-dessus pour montrer que Σ4,R bR V4 s’identifie à la représentation
de S4 consistant à voir celui-ci comme le groupe des isométries directes d’un cube
centré en l’origine.

11.5. Caractère d’une représentation. — Soit G un groupe. Nous allons
maintenant introduire une fonction attachée à une représentation de dimension finie
de G, qu’on appelle son caractère. Son intérêt ne vous sautera sans doute pas aux
yeux d’emblée, mais c’est un outil essentiel dans l’étude des représentations ; nous en
verrons une illustration à la section suivante consacrée aux représentations complexes
de dimension finie des groupes finis.

Définition 11.5.1. — Soit pV, ρq une représentation k-linéaire de G de dimension
finie. On appelle caractère de la représentation pV, ρq l’application

G Ñ k, g ÞÑ Trpρpgqq.

On le note souvent χpV,ρq, ou parfois simplement χV ou χρ si le contexte le permet.

Exemple 11.5.2 (Caractère de la représentation unité)
Il résulte immédiatement de la définition que χ1G

est la fonction constante
égale à 1.

Exemple 11.5.3 (Caractère d’une représentation de dimension 1)
Se donner une classe d’isomorphie de représentation k-linéaire de dimension

1 de G revient à se donner un morphisme de G vers kˆ (11.2.5 et sq.). Si ρ est un
tel morphisme, la classe d’isomorphie correspondante est celle de pk, g ÞÑ ρpgqIdkq ;
le caractère associé est g ÞÑ TrpρpgqIdkq “ ρpgq : en dimension 1, le caractère d’une
représentation coïncide avec le morphisme G Ñ kˆ qui la définit à isomorphisme
près. Nous verrons à la section suivante que lorsque k “ C et lorsque G est fini, une
représentation de dimension finie est encore entièrement déterminée à isomorphisme
près par son caractère, mais c’est un phénomène évidemment plus subtil que celui que
nous venons de mettre en évidence.
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11.5.4. — Soit pV, ρq une représentation k-linéaire de G de dimension finie. Pour
tout couple ph, gq d’éléments de G on a

χpV,ρqphgh´1q “ Trpρphgh´1qq “ Trpρphqρpgqρphq´1q “ Trpρpgqq “ χpV,ρqpgq.

Ainsi, le caractère χpV,ρq est une fonction centrale, c’est-à-dire que sa valeur sur un
élément g de G ne dépend que de la classe de conjugaison de g. On pourra pour cette
raison considérer à l’occasion χpV,ρq comme une fonction de l’ensemble des classes de
conjugaison de G vers k ; cela signifie plus précisément que si c est une telle classe,
on se permettra de noter χpV,ρqpcq la valeur constante que prend χpV,ρq sur c.
11.5.5. Caractère et dimension. — Soit V une représentation k-linéaire de G de
dimension finie. Le scalaire χV peq est égal à TrpIdV q, c’est-à-dire à la dimension de V
vue comme élément de k.

Si k est de caractéristique nulle l’appplication canonique Z Ñ k est injective, et
χV peq peut donc être considéré comme un élément de Z, égal à dimV : on retrouve
dimV à partir de χV .

Si k est de caractéristique p ą 0 l’application canonique Z Ñ k a pour noyau pZ,
et son image s’identifie à Z{pZ. On peut donc voir χV peq comme un élément de Z{pZ,
égal à la classe de dimV modulo p. On ne retrouve plus a priori dimV à partir de
χV , mais seulement sa classe modulo p. Il est en fait vain d’espérer davantage. En
effet, supposons que la dimension de V est multiple de p, et que G agit trivialement
sur V . Dans ce cas, χV pgq “ TrpIdV q “ 0 pour tout g P G, et le caractère χV est donc
la fonction nulle, indépendamment de la dimension de V .
11.5.6. Caractères et isomorphismes. — Soient pV1, ρ1q et pV2, ρ2q deux représenta-
tions k-linéaires de dimension finie de G. Si elles sont isomorphes, elles ont même
caractère : c’est une conséquence directe de 11.2.4.2.
11.5.7. Caractères et sommes directes. — Soit pViqiPI une famille finie de
représentations k-linéaires de G de dimension finie. On choisit pour tout i une base
peijqj de Vi, et on note B la concaténation des peijq ; c’est une base de

À

i Vi. Soit
g P G ; pour tout i, désignons par Mi la matrice dans la base peijq de l’opération de
g sur Vi ; désignons par M la matrice dans la base B de l’opération de g sur

À

Vi.
On a alors M “ DiagpMiqi, et partant TrpMq “

ř

i TrpMiq ; il vient

χÀ

i Vi
“

ÿ

i

χVi .

11.5.8. Caractères et produit tensoriel. — Soit W une représentation k-linéaires de
G de dimension finie. Fixons une base peiq de V et une base pfrq de W . Soit g P G,
soit M “ paijq la matrice de l’opération de g sur V dans la base peiq, et soit N “ pbrsq
la matrice de l’opération de g sur W dans la base pfrq. Soit L “ pcirjsq la matrice de
l’opération de g dans la base pei b frqi,r de V bk W . Il résulte de 10.7.14 que l’on a
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cirjs “ aijbrs pour tout pi, r, j, sq. On a alors

TrpLq “
ÿ

i,r

cirir

“
ÿ

i,r

aiibrr

“ p
ÿ

i

aiiqp
ÿ

r

brrq

“ TrpMqTrpNq.

Il vient
χVbkW “ χV ¨ χW .

11.5.9. Caractères et contragrédientes. — Soit V une k-représentation linéaire de
dimension finie de G. Soit peiq une base de V , et soit pe˚

i q la base duale de peiq. Soit
g P G et soit M la matrice dans la base peiq de l’opération de g sur V . La matrice
dans la base pe˚

i q de l’opération de g sur V ˚ est alors tM´1 (11.2.3). On a donc
χV ˚ pgq “ TrptM´1q “ TrpM´1q “ χV pg´1q.

En général, le scalaire χV ˚ pgq n’a aucune raison de ne dépendre que de χV pgq.
Mais c’est le cas lorsque k “ C et lorsque G est fini. Pour le voir, plaçons-nous sous
cette hypothèse et notons n le cardinal de G. On a alors gn “ e, et partant Mn “ Id.
Comme M annule le polynôme Xn ´ 1, ses valeurs propres sont toutes des racines de
l’unité, et en particulier sont toutes de module 1 ; pour une telle valeur propre λ, on
a donc λ´1 “ λ. En se plaçant dans une base de trigonalisation de M on en déduit
que TrpM´1q “ TrpMq.

Si G est fini et k “ C, on a donc χV ˚ “ χV .

11.5.10. Caractères et morphismes de groupes. — Soit pV, ρq une représentation k-
linéaire de G de dimension finie. Soit H un groupe et soit φ : H Ñ G un morphisme.
Il résulte immédiatement que le caractère de la représentation pV, φ˝ρq de H est égal
à χpV,ρq ˝ φ.
11.5.11. Caractère d’une représentation de permutation. — Soit X un ensemble fini
sur lequel G opère. On considère l’espace vectoriel kX comme une représentation de
G via la linéarisation de son opération sur X.
11.5.11.1. — Soit g P G. La matrice M de gk-lin dans la base pexq est la matrice de
permutation pδx,gyqx,y. Pour tout x P X, le terme diagonal δx,gx de M est égal à 1 si
x P Fixpgq et à 0 sinon. Il vient

χpgq “ TrpMq “ |Fixpgq|,

où l’entier |Fixpgq| est vu comme appartenant à k.
11.5.11.2. — Supposons que |X| est non nul dans k. Posons v “

ř

x ex, et notons
H l’ensemble des combinaisons linéaires de la forme

ř

x axex où
ř

ax “ 0. Les sous-
espaces vectoriels kv et H de kX en sont deux sous-représentations de dimension
respective 1 et n ´ 1, la représentation kv est isomorphe à 1G,k, et kX est égal à
kv ‘H (11.3.3.2).
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Soit g P G. Il résulte de ce qui précède que
χHpgq “ χkXpgq ´ χ1G,k

pgq “ |Fixpgq| ´ 1.
La dernière égalité résulte de 11.5.11.1, et l’entier |Fixpgq| ´ 1 est là encore vu comme
appartenant à k.
11.5.12. — Déclinons 11.5.11 lorsque G “ S4, et lorsque X est l’ensemble t1, 2, 3, 4u

sur lequel S4 opère tautologiquement ; le corps k est alors supposé de caractéristique
différente de 2, et H est la représentation V4,k.

Considérons χV4,k
comme une fonction sur l’ensemble des classes de conjugaison

de S4. Nous allons donner ci-dessous la liste de ces classes, et la valeur de χV4,k
sur

chacune d’elle (qui sera un entier, à interpréter comme un élément de k). Nous avons
choisi de désigner une classe par le symbole c auquel on adjoint en indice la description
du type de décomposition en cycles qui définit la classe en question (prop. 5.3.8).

Liste des classes de conjugaison de S4 et des valeurs de χV4,k
.

˛ La classe c∅ dont le seul élément est l’identité. Comme Idt1,2,3,4u a quatre points
fixes, on a χV4,k

pc∅q “ 4 ´ 1 “ 3.
˛ La classe cp˚˚q des transpositions. Une transposition de t1, 2, 3, 4u a deux points

fixes. Il vient χV4,k
pcp˚˚qq “ 2 ´ 1 “ 1.

˛ La classe cp˚˚˚q des 3-cycles. Un 3-cycle de t1, 2, 3, 4u a un point fixe. Il vient
χV4,k

pcp˚˚˚qq “ 1 ´ 1 “ 0.
˛ La classe cp˚˚˚˚q des 4-cycles. Un 4-cycle de t1, 2, 3, 4u est sans point fixe. Il

vient χV4,k
pcp˚˚˚˚qq “ 0 ´ 1 “ ´1.

˛ La classe cp˚˚qp˚˚q des produits de 2 transpositions à supports disjoints. Un tel
produit est sans point fixe. Il vient χV4,k

pcp˚˚qp˚˚qq “ 0 ´ 1 “ ´1.

Lemme 11.5.13. — Supposons que G est fini, et que son cardinal n est non nul
dans k. Soit V une représentation k-linéaire de G.

(1) L’endomorphisme
q : v ÞÑ

1
n

ÿ

g

gv

de V est un projecteur d’image V G.
(2) Si V est de dimension finie la somme 1

n

ř

gPG χV pgq est égale à l’entier dimV G

vu comme élément de k. Cette somme est donc «vraiment» égale à dimV G si
la caractéristique de k est nulle, et à dimV G modulo p si la caractéristique de
k est un nombre premier p, cf. la discussion du 11.5.5.

Démonstration. — Commençons par établir (1). En vertu du lemme 10.5.2, il suffit
de s’assurer que qpvq P V G pour tout v P V , et que qpvq “ v pour tout v P V G.

Il résulte de 11.1.8 que qpvq P V G pour tout v P V . Soit v P V G. On a alors
qpvq “ 1

n

ř

g gv “ 1
n

ř

gPG v “ 1
nnv “ v.

Supposons que V est de dimension finie. Par définition de χV , l’élément
1
n

ř

gPG χV pgq de k est alors égal à la trace du projecteur q, et donc à la dimension
de son image V G (vue comme élément de k).
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11.6. Représentations irréductibles et indécomposables. — Nous allons
maintenant aborder, à propos des représentations linéaires, un type de question
que nous avons déjà considéré en théorie des groupes (lors de l’étude des suites de
Jordan-Hölder) : comment «dévisser» une représentation donnée en représentations
aussi simples que possible ? Bien entendu, il faut savoir pour commencer ce que l’on
entend rigoureusement par «aussi simple que possible» ; la notion précise répondant
à ce cahier des charges sera celle de représentation irréductible, que nous allons
maintenant définir et étudier ; nous aurons également besoin d’une autre notion, celle
de représentation indécomposable.

Définitions 11.6.1. — Soit G un groupe et soit V une représentation k-linéaire de
G. On dit que V est irréductible si V ‰ t0u et si les seules sous-représentations de
V sont t0u et V . On dit que V est indécomposable si V ‰ t0u et si V ne peut pas
s’écrire comme une somme directe de deux sous-représentations strictes. On dit que
V est décomposable si elle n’est pas indécomposable (notez que la représentation nulle
est décomposable).

Le lecteur aimant les facéties ensemblistes pourra remarquer qu’une représentation
est décomposable si et seulement si elles peut s’écrire comme une somme directe finie
de sous-représentations strictes, la représentation nulle étant la somme directe vide
de telles sous-représentations.

Remarque 11.6.2. — Soit G un groupe. Si V est une représentation k-linéaire
irréductible de V , elle est indécomposable : c’est une conséquence immédiate des
définitions.

Remarque 11.6.3. — Soit G un groupe et soit f : V Ñ W un morphisme surjectif
de représentations k-linéaires de G. Si V est irréductible et si f est surjective alors
ou bien W “ t0u ou bien f est un isomorphisme ; en effet, Kerf est une sous-
représentation de V , donc est ou bien nulle, ou bien égale à V tout entier, d’où
notre assertion.

Notez l’analogie entre cette remarque et la remarque 8.1.7 sur les groupes simples.

Exemple 11.6.4. — Soit G un groupe. Toute représentation k-linéaire de dimension
1 de G est irréductible, et a fortiori indécomposable : c’est évident. Ainsi, la
représentation unité 1G,k est irréductible ; et pour tout entier n, la représentation
signature Σn,k de Sn (exemple 11.1.12) est irréductible.

11.6.5. — Soit G un groupe, soit pV, ρq une représentation k-linéaire de G et soit D
une représentation k-linéaire de G de dimension 1. Il résulte de 11.4.4 que Dbk pV, ρq

est isomorphe à une représentation k-linéaire de la forme pV, ρ1q et que pV, ρq et pV, ρ1q

ont les mêmes sous-représentations. Par conséquent Dbk pV, ρq est irréductible (resp.
indécomposable) si et seulement si pV, ρq est irréductible (resp. indécomposable).
11.6.6. — Soit G un groupe et soit V une représentation k-linéaire de dimension finie
de G. La représentation V est irréductible (resp. indécomposable) si et seulement si
sa contragrédiente V ˚ est irréductible (resp. indécomposable). Pour le voir, il suffit en
vertu de 11.2.6.2 de montrer que si V ˚ est irréductible (resp. indécomposable) alors
V est irréductible (resp. indécomposable).
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Supposons donc V ˚ irréductible. Elle est alors non nulle, et V est donc non nulle.
Soit W une sous-représentation de V et soit WK Ă V ˚ son orthogonal au sens de la
dualité. Le sous-espace vectoriel WK de V est stable sous l’action de G : si φ P WK

et si g P G on a pour tout w appartenant à W l’égalité pgφqpwq “ φpg´1wq “ 0
car g´1w P W et φ P WK ; ainsi, gφ P WK. Par conséquent, WK est une sous-
représentation de V ˚. Par irréductibilité de V ˚ on a WK “ t0u ou WK “ V ˚ ; il vient
W “ V ou W “ t0u et V est irréductible.

Supposons maintenant V ˚ indécomposable. Elle est alors non nulle, et V est
donc non nulle. Supposons que V soit la somme directe V1

À

V2 de deux de ses
sous-représentations. Comme une forme linéaire s’annulant sur V1 et sur V2 est
clairement nulle, on a V K

1 X V K
2 “ t0u, et un calcul de dimension montre alors que

V ˚ “ V K
1 ‘ V K

2 . Comme V K
1 et V K

2 sont deux sous-représentations de V ˚ (cf. supra),
l’indécomposabilité de cette dernière implique que V K

1 “ t0u ou V K
2 “ t0u, c’est-à-dire

que V1 “ V ou V2 “ V . Par conséquent, V est indécomposable.
11.6.7. — Soit f : G Ñ H un morphisme de groupes, et soit V une représentation
k-linéaire de H ; on peut également voir V comme une représentation de G via le
morphisme f (11.1.10). Soit W un sous-espace vectoriel de V . Si W est stable sous
H on a a fortiori fpgqw P W pour tout g P G et tout w P W , et W est stable sous
G. Réciproquement, supposons que W est stable sous G et que f est surjective. Soit
h P H et soit w P W . Par hypothèse, il existe g P G tel que h “ fpgq ; on a alors
hw “ fpgqw, et fpgqw P W puisque W est stable sous G. Ainsi, hw P W et W est
stable sous H.

Il en résulte que si f est surjective les sous-représentations de V vue comme
représentation de G sont exactement les sous-représentations de V vue comme
représentation de H ; par conséquent, V est irréductible (resp. indécomposable)
comme représentation deG si et seulement si V est irréductible (resp. indécomposable)
comme représentation de H.
11.6.8. — Soit G un groupe opérant sur un ensemble X de cardinal fini n ě 2 ;
la k-linéarisation de cette opération fait de kX une représentation k-linéaire de G.
Celle-ci n’est pas irréductible : on a en effet exhibé au 11.3.3.1 un vecteur v non nul
de kX tel que la droite vectorielle kv soit une sous-représentation de kX (sur laquelle
l’action de G est par ailleurs triviale).
11.6.8.1. Le cas où n est non nul dans k. — La représentation kX est alors
décomposable : on a en effet exhibé sous cette hypothèse au 11.3.3.2 une sous-
représentation H de kX de dimension n´ 1 telle que kX “ kv ‘H.
11.6.8.2. — Si on ne fait plus d’hypothèse sur n, il peut arriver que kX soit
indécomposable, comme l’illustre l’exemple qui suit.

Supposons que k est de caractéristique 2, et faisons opérer S2 sur t1, 2u

tautologiquement. Nous allons vérifier que la représentation kt1, 2u obtenue en
linéarisant cette action est indécomposable.

Soit τ l’automorphisme k-linéaire de kt1, 2u “ kr1s‘kr2s induit par la permutation
p12q ; par définition, on a τpr1sq “ r2s et τpr2sq “ r1s. Une sous-représentation stricte
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et non nulle de kt1, 2u est simplement une droite vectorielle stable sous τ , c’est-à-
dire une droite de la forme ku où u est un vecteur propre de τ . Pour montrer que
kt1, 2u est indécomposable, il suffit donc de s’assurer que τ n’est pas diagonalisable.
Or comme τ2 “ Id, toute valeur propre λ de τ vérifie l’équation λ2 “ 1. Puisque
k est de caractéristique 2, cela équivaut à pλ ´ 1q2 “ 0 et donc à λ “ 1. Si τ était
diagonalisable, elle serait en conséquence égale à l’identité, ce qui est absurde puisque
τ échange r1s et r2s.
11.6.9. Les représentations standard réelle et complexe du groupe diédral. — Soit n
un entier au moins égal à 3. On a construit aux 6.2.9 et sq. un isomorphisme entre
le groupe diédral Dn (6.2.7.3) et le groupe des isométries R-linéaires de R2 » C
préservant le groupe Γ des racines n-ièmes de l’unité (qui est un polygone régulier à n
côtés). On obtient ainsi une représentation R-linéaire pR2, ρq de Dn et, par restriction,
une représentation R-linéaire pR2, ρ|Z{nZq du sous-groupe distingué Z{nZ de Dn.

Le choix de la base canonique de R2 permet d’identifier GLpR2q à GL2pRq, et de
voir ρ comme un morphisme de Dn vers GL2pRq (en d’autres termes, on identifie la
représentation ρ à son expression matricielle dans la base canonique de R2). Comme
GL2pRq Ă GL2pCq » GLpC2q (où C2 est lui aussi muni de sa base canonique), on
peut voir le couple pC2, ρq comme une représentation C-linéaire de Dn, et le couple
pC2, ρ|Z{nZq comme une représentation C-linéaire de Z{nZ.
11.6.9.1. — Il découle des constructions de 6.2.9 et sq. que ρ : Dn Ñ GL2pRq est
donnée par les formules suivantes :

pa, 0q ÞÑ

ˆ

cosp2aπ{nq ´ sinp2aπ{nq

sinp2aπ{nq cosp2aπ{nq

˙

pa, 1q ÞÑ

ˆ

cosp2aπ{nq sinp2aπ{nq

sinp2aπ{nq ´ cosp2aπ{nq

˙

11.6.9.2. — La représentation pR2, ρ|Z{nZq est irréductible. En effet, comme R2 est
de dimension 2, il suffit de s’assurer que R2 ne contient aucune droite stable sous
l’action de Z{nZ. Or si D était une telle droite, elle serait en particulier stable sous
ρp1, 0q, qui n’est autre que la rotation de matrice

ˆ

cosp2π{nq ´ sinp2π{nq

sinp2π{nq cosp2π{nq

˙

.

Son polynôme caractéristique est X2 ´2 cosp2π{nqX`1, qui a deux racines complexes
e2iπ{n et e´2iπ{n qui ne sont pas réelles puisque n ě 3. Cette rotation n’ayant pas de
valeur propre réelle, elle n’a pas de droite stable dans R2, ce qui achève la preuve.
11.6.9.3. — La représentation pR2, ρq est irréductible. C’est une conséquence triviale
de 11.6.9.2, car une droite de R2 stable sous l’action de Dn le serait a fortiori sous
celle de Z{nZ.
11.6.9.4. — La représentation pC2, ρ|Z{nZq est décomposable, et n’est a fortiori pas
irréductible. En effet, ρp1, 0q a d’après 11.6.9.2 deux valeurs propres complexes
distinctes, et est donc diagonalisable en tant qu’endomorphisme de C2. Il existe dès
lors deux droites vectorielles complexes ∆ et ∆1 de C2 stables sous ρp1, 0q telles que
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C2 “ ∆ ‘ ∆1. Comme ρpk, 0q “ ρp1, 0qk pour tout k, chacune de ces droites est stable
sous l’action de Z{nZ, et est en conséquence une sous-représentation de pC2, ρ|Z{nZq ;
ainsi, cette dernière est décomposable.
11.6.9.5. — La représentation pC2, ρq est irréductible. En effet, supposons qu’il existe
une droite Λ de C2 stable sous l’action deDn. Elle est en particulier stable sous l’action
de ρp0, 1q, qui est la symétrie de matrice

ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

Celle-ci étant diagonale avec deux valeurs propres distinctes, ses seules droites stables
sont C ¨ p0, 1q et C ¨ p1, 0q, et Λ est donc l’une de ces deux droites. Mais comme

p1, 0q
loomoon

PDn

¨ p0, 1q
loomoon

PC2

“ p´ sinp2π{nq, cosp2π{nqq

et
p1, 0q
loomoon

PDn

¨ p1, 0q
loomoon

PC2

“ pcosp2π{nq, sinp2π{nqq

et comme cosp2π{nq et sinp2π{nq sont tous deux non nuls, on voit qu’aucune de ces
deux droites n’est stable sous l’action de Dn, et l’on aboutit ainsi à une contradiction.
11.6.10. Étude de V3,k. — Rappelons la contruction de la représentation k-linéaire
V3,k de S3 (11.3.3.2, 11.3.3.3). On fait opérer le groupe S3 tautologiquement sur
t1, 2, 3u, et V3,k est alors la sous-représentation de kt1, 2, 3u constituée des vecteurs
de la forme ar1s ` br2s ` cr3s avec a ` b ` c “ 0 ; c’est un plan vectoriel. Pour toute
permutation σ P S3, on note uσ l’automorphisme k-linéaire de V3,k induit par σ.
11.6.10.1. Le cas où la caractéristique de k est différente de 2 et de 3. — Nous allons
montrer que V3,k est alors irréductible. Le vecteur r1s´r2s de V3,k est un vecteur propre
de up12q, associé à la valeur propre ´1 ; et le vecteur r1s ` r2s ´ 2r3s de V3,k est un
vecteur propre de up12q, associé à la valeur propre 1. Comme 1 ‰ ´1 dans le corps k (il
est de caractéristique différente de 2), l’endomorphisme up12q a deux valeurs propres
distinctes, 1 et ´1 ; il est donc diagonalisable. Par ce qui précède, son sous-espace
propre associé à 1 est kpr1s ` r2s ´ 2r3sq ; celui associé à ´1 est kpr1s ´ r2sq.

Si la représentation V3,k n’était pas irréductible, elle possèderait une sous-
représentation de dimension 1, c’est-à-dire une droite ∆ stable sous l’action de S3.
Étant en particulier stable sous up12q, la droite ∆ serait engendrée par un vecteur
propre de up12q, et serait donc égale ou bien à kpr1s`r2s´2r3sq, ou bien à kpr1s´r2sq.
Mais aucune de ces deux droites n’est stable sous up23q, car r1s´r3s n’est pas colinéaire
à r1s ´ r2s et r1s ´ 2r2s ` r3s n’est pas colinéaire à r1s ` r2s ´ 2r3s (en effet, ´2 ‰ 1
dans k puisque la caractéristique de k est différente de 3) ; on aboutit ainsi à une
contradiction.
11.6.10.2. Le cas où la caractéristique de k est 3. — On vérifie alors immédiatement
que la droite kpr1s ` r2s ` r3sq est une sous-représentation de V3,k, et cette dernière
n’est donc pas irréductible.
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11.6.10.3. Le cas où la caractéristique de k est 2. — Nous allons montrer que V3,k est
irréductible. Les vecteurs r1s`r2s et r1s`r3s appartiennent à V3,k et sont échangés par
up2,3q, qui n’est donc pas égal à l’identité. Comme u2

p2,3q
“ IdV3,k

, l’endomorphisme
up2,3q de V3,k annule X2 ´ 1 “ pX ´ 1q2 et admet dès lors 1 comme seule valeur
propre. Puisqu’il n’est pas égal à l’identité, le sous-espace propre correspondant est
une droite, et c’est donc nécessairement kpr2s ` r3sq ; celle-ci est par conséquent la
seule droite de V3,k stable sous up2,3q. Par symétrie, kpr1s ` r2sq est la seule droite de
V3,k stable sous up1,2q. Il n’existe donc pas de droite de V3,k stable à la fois sous up12q

et up23q ; il n’existe a fortiori aucune droite de V3,k stable sous S3, et V3,k est dès lors
irréductible.

Lemme 11.6.11. — Soit G un groupe et soient V et W deux représentations k-
linéaires irréductibles de G.

(1) Tout morphisme de représentations de V vers W est ou bien nul, ou bien un
isomorphisme.

(2) L’anneau EndGpV q est un anneau à division, c’est-à-dire qu’il est non nul et
que chacun de ses éléments non nuls est inversible (la différence avec un corps
étant qu’on n’exige pas la commutativité) ; cette assertion est appelée le Lemme
de Schur.

(3) Si V est de dimension finie et si k est algébriquement clos alors EndGpV q “ k ;
autrement dit, tout endomorphisme de représentation de V est une homothétie.

Démonstration. — Soit φ un morphisme de représentations de V vers W . Supposons
que φ soit non nul. Le noyau de φ est une sous-représentation stricte de V ; par
irréductibilité de V , il vient Kerφ “ t0u et φ est injectif. L’image de φ est une sous-
représentation non nulle de W ; par irréductiblité de W , il vient Imφ “ W , et φ est
surjectif. Ainsi, φ est bijectif, et (1) est vraie.

Pour montrer (2), on commence par remarquer que comme V est non nul (par
définition d’une représentation irréductible), l’anneau EndGpV q est non nul, puisque
IdV est non nul. Il résulte par ailleurs de (1) que tout élément non nul de EndGpV q

est bijectif, et partant inversible. Ainsi, (2) est vraie.
Montrons maintenant (3). Supposons donc que k est un corps algébriquement clos

et que V est de dimension finie. Soit A la k-algèbre à division EndGpV q. En tant que
sous-algèbre de EndkpV q, elle est de dimension finie. Soit a un élément de A. La sous-
algèbre commutative kras de A est de dimension finie sur k ; la famille panqnPN est
donc liée, ce qui entraîne que a possède un polynôme annulateur non nul. L’idéal I de
krXs formé des polynômes P tels que P paq “ 0 est donc non nul ; par principalité de
kpXs, il est de la forme pQq où Q est un polynôme unitaire. Si Q était égal à 1 on aurait
1 “ 0 dans kras Ă A, contredisant la non-nullité de A. Par conséquent degQ ą 0 et Q
possède dès lors une racine λ dans k puisque ce dernier est algébriquement clos. On
peut écrire Q “ pX ´ λqR avec degR “ degQ´ 1 ; le polynôme R n’est pas multiple
de Q pour des raisons de degré, si bien que Rpaq ‰ 0. L’égalité Qpaq “ 0 implique que
pa´ λqRpaq “ 0. En multipliant à droite par l’élément Rpaq´1 de l’anneau à division
A on voit que a´ λ “ 0, c’est-à-dire que a “ λ.



156 ANTOINE DUCROS

Exemple 11.6.12. — Nous allons donner un exemple de représentation irréductible
dont l’algèbre des endomorphismes est un anneau à division non commutatif. Pour
cela, introduisons brièvement l’anneau H des quaternions, qui se décrit comme suit :
c’est un R-espace vectoriel de la forme

R ‘ Ri‘ Rj ‘ Rk,

muni d’une loi interne définie par bilinéarité à partir des formules suivantes :
p˚q i2 “ j2 “ k2 “ ´1, ij “ k, jk “ i, ki “ j, ji “ ´k, kj “ ´i, ik “ ´j.

On vérifie que cette loi interne est associative et fait de H une R-algèbre, et que
si a, b, c, d sont quatre réels non tous nuls alors l’élément a ` bi ` cj ` dk de H est
inversible d’inverse

a´ bi´ cj ´ dk

a2 ` b2 ` c2 ` d2 .

En conséquence, H est une algèbre à division, manifestement non commutative (i et
j ne commutent pas, par exemple). On note H8 l’ensemble t1,´1, i,´i, j,´j, k,´ku.
C’est un sous-groupe de Hˆ, appelé le groupe quaternionique. Il n’est pas abélien (là
encore, par exemple, parce que i et j ne commutent pas) ; le lecteur pourra vérifier
qu’en dépit de ce défaut, tous les sous-groupes de H8 sont distingués (nous ne nous
en servirons pas et l’indiquons à titre de curiosité).

On fait opérer H8 sur H par multiplication à gauche. Cette opération permet
de voir H comme une représentation R-linéaire de H8, et nous allons tout d’abord
montrer qu’elle est irréductible. Soit V un sous-R-espace vectoriel de H stable sous
l’action de H8. Il est alors stable par multiplication à gauche par i, j et k, et donc, par
linéarité, par multiplication à gauche par n’importe quel élément h de H. Supposons
V ‰ 0 et soit v un élément non nul de V . Pour tout h P H, on a h “ phv´1qv, lequel
appartient à V par ce qui précède. Ainsi V “ H et H est irréductible.

L’anneau des endomorphismes de la représentation H de H8 s’identifie à l’anneau
à division Hop, où Hop désigne la R-algèbre qui admet H comme espace vectoriel
sous-jacent et dont la multiplication ˚ est définie par la formule a ˚ b “ ba. En effet,
soit a P H et soit da la multiplication à droite par a. Cet endomorphisme R-linéaire
de H commute à la multiplication à gauche par les éléments de H, et en particulier
à l’action de H8. Comme dab “ db ˝ da, l’application a ÞÑ da est un morphisme
d’algèbres de Hop dans EndH8H. Ce morphisme est injectif : en effet si da “ 0 alors
dap1q “ a “ 0. Et ce morphisme est surjectif. En effet, soit f P EndH8H. Posons
a “ fp1q. Comme f commute à l’action de H8, on a

fpiq “ fpi ¨ 1q “ i ¨ fp1q
looooooooomooooooooon

Le point désigne l’action de H8

“ ia

et de même fpjq “ ja et fpkq “ ka. Par linéarité, fphq “ ha quel que soit h P H, et
l’on a donc f “ da.

Remarque 11.6.13. — Soit HC le C-espace vectoriel C‘Ci‘Cj‘Ck, muni de la
loi interne définie par bilinéarité à partir des formules p˚q. Cette loi est associative et
fait de HC une C-algèbre, mais ce n’est pas une algèbre à division ; on peut montrer
plus précisément qu’elle est isomorphe à M2pCq.
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Remarque 11.6.14. — L’anneau Hop est en fait isomorphe à H, via une sorte de
conjugaison : l’application qui envoie z “ a` bi` cj` dk sur z :“ a´ bi´ cj´ dk est
en effet une involution R-linéaire telle que z1z2 “ z2z1 pour tout pz1, z2q P H2. Elle
induit donc un isomorphisme de H sur Hop.

11.7. Suites de Jordan-Hölder, représentations semi-simples. — Nous
allons maintenant voir qu’on a une théorie des suites de Jordan-Hölder de
représentations, tout à fait parallèle à celle que nous avons rencontrée en théorie des
groupes – le rôle des groupes simples y est tenu par les représentations irréductibles.

Nous nous intéresserons ensuite à une classe spécifique de représentations
admettant une suite de Jordan-Hölder, celle des représentations semi-simples.

On fixe un groupe G ; dans toute la sous-section 11.7, le terme représentation
signifiera «représentation k-linéaire de G».

Définition 11.7.1. — Soit V une représentation. Soit n un entier. On appellera
suite de composition de longueur n de V toute suite

t0u “ Vn Ă Vn´1 Ă . . . Ă V1 Ă V0 “ V

de sous-représentations de V . On ne demande pas que les Vi soient deux à deux
distinctes, et que le cas limite n “ 0 est autorisé (mais n’est possible que si V “ t0u).

Les Vi{Vi`1 sont appelés les quotients successifs de la suite.

Définition 11.7.2. — Soit V une représentation. Une suite de Jordan-Hölder de
V est une suite de composition de V dont tous les quotients successifs sont des
représentations irréductibles.

11.7.3. — Soit V une représentation et soit

S “ pt0u “ Vn Ă Vn´1 Ă . . . Ă V1 Ă V0 “ V q

une suite de Jordan-Hölder de V . Pour toute représentation irréductible W , on appelle
multiplicité de W dans S , et l’on note µpS ,W q, le nombre d’indices i tels que la
représentation quotient Vi{Vi`1 soit isomorphe à W .
11.7.4. — Nous allons maintenant énoncer les analogues en théorie des représenta-
tions des théorèmes sur les suites de Jordan-Hölder vus en théorie des groupes. Nous
ne donnerons pas de démonstrations : les preuves sont mutatis mutandis les mêmes
ici que dans le monde des groupes ; il convient de remplacer partout «groupe» par
«représentation», «groupe simple» par «représentation irréductible», «cardinal» par
«dimension», et de supprimer l’adjectif «distingué».

Lemme 11.7.5. — Soit V une représentation de dimension finie. Elle possède une
suite de Jordan-Hölder.

Théorème 11.7.6. — Soit V une représentation. Pour tout couple pS ,S 1q de
suites de Jordan-Hölder de V et toute représentation irréductible W , les multiplicités
µpS ,W q et µpS 1,W q coïncident ; en particulier, S et S 1 ont même longueur.
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Notation 11.7.7. — Soit V une représentation. Si V admet une suite de Jordan-
Hölder S alors pour toute représentation irréductible W , l’entier µpS ,W q est
indépendant du choix de S ; nous le noterons simplement µpG,W q et l’appellerons
la multiplicité de W dans V .

Proposition 11.7.8. — Soit V une représentation et soit V 1 une sous-
représentation de V . Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) chacune des représentations V 1 et V {V 1 possède une suite de Jordan-Hölder ;
(ii) V possède une suite de Jordan-Hölder.

De plus si elles sont satisfaites alors µpV,W q “ µpV 1,W q ` µpV {V 1,W q pour toute
représentation irréductible W .

Nous allons maintenant introduire une classe particulièrement simple de
représentations admettant une suite de Jordan-Hölder.

Définition 11.7.9. — Soit V une représentation. On dit que V est semi-simple si
elle est somme directe de sous-représentations irréductibles.

Exemple 11.7.10. — Soit V un k-espace vectoriel sur lequel G agit trivialement.
En écrivant V comme une somme directe de droites (il suffit pour ce faire de choisir
une base de V ), on voit que V est somme directe de sous-représentations toutes
isomorphes à 1G,k ; elle est donc semi-simple.

11.7.11. — Soit V une représentation. Supposons que V s’écrive comme une somme
directe finie

À

iPI Vi de sous-représentations irréductibles (c’est par exemple le cas si
V est semi-simple et de dimension finie).

Soit n le cardinal de I. Identifions arbirairement I à t1, . . . , nu. La suite
Vn “ t0u Ă V1 Ă V1 ‘ V2 Ă . . . Ă V1 ‘ . . .‘ Vn´1 Ă V

est alors une suite de composition de V , dont les quotients successifs sont les Vi ; c’est
par conséquent une suite de Jordan-Hölder de V .

Si W est une représentations irréductible, la multiplicité µpV,W q est égale au
nombre d’indices i tel que Vi »G W . Ce nombre ne dépend donc pas de la
décomposition finie V “

À

Vi choisie.

Remarque 11.7.12. — Soit V une représentation. Supposons que V soit semi-
simple, et choisissons une décomposition V “

À

iPI Vi où les Vi sont des sous-
représentations irréductibles. Soit W une représentation irréductible. Il résulte de
11.7.11 que si I est fini, le cardinal de l’ensemble ti P I, Vi »G W u ne dépend pas de
la décomposition. Ce résultat reste en fait vrai sans hypothèse de finitude sur I, mais
nous ne le démontrerons pas ici (et nous ne nous en servirons pas).

Lemme-définition 11.7.13. — Soit V une représentation semi-simple. Choisis-
sons une écriture V “

À

iPI Vi où les Vi sont des sous-représentations irréductibles.
Soit W une représentation irréductible et soit J le sous-ensemble de I constitué des
indices i tels que Vi »G W . La sous-représentation V 1 :“

À

iPJ Vi est engendrée
(comme sous-espace vectoriel) par les sous-représentations de V de la forme fpW q

où f : W Ñ V est un morphisme équivariant. En particulier, V 1 ne dépend que de W
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et pas de la décomposition V “
À

Vi. On dit que V 1 est la composante isotypique
relative à W .

Démonstration. — Soit V 2 le sous-espace vectoriel de V engendré par les fpW q où f
est comme dans l’énoncé ; c’est une sous-représentation de V et nous allons montrer
que V 1 “ V 2.

Pour tout i P J il existe un isomorphisme équivariant ui : W Ñ Vi, que l’on peut
voir comme un morphisme équivariant de W dans V d’image Vi. Comme V 1 est la
somme (directe) des uipW q il vient V 1 Ă V 2.

Réciproquement, soit f un morphisme équivariant de W dans V . Montrons que
fpW q Ă V 1, ce qui prouvera que V 2 Ă V 1 et achèvera la démonstration. Soit i un
élément de I qui n’appartient pas à J , et soit pi la projection de V sur Vi parallèlement
à

À

jPI,j‰i Vj . La composée pi˝f est un morphisme équivariant de W vers Vi. Comme
W et Vi sont irréductibles, ce morphisme est ou bien nul, ou bien un isomorphisme
(lemme 11.6.11) ; comme i R J ce ne peut être un isomorphisme, si bien que pi ˝f “ 0.
Ceci valant pour tout i n’appartenant pas à J , il vient fpW q Ă

À

iPJ Vi “ V 1.

Remarque 11.7.14. — Soit V une représentation semi-simple. Supposons que
V admette une écriture V “

À

Vi comme somme directe de sous-représentations
irréductibles, et que les Vi soient deux à deux non isomorphes. Cette écriture de
V comme somme directe de sous-représentations irréductibles est alors la seule à
permutation des sommandes près.

En effet, donnons-nous une autre décomposition V “
À

Wℓ. Fixons i. Comme Vi
n’est isomorphe à aucun des Vj pour j ‰ i, la composante isotypique de V relative
à Vi est Vi. Cette composante est somme directe de certains des Wℓ (ceux qui sont
isomorphes à Vi). Mais comme Vi est irréductible, il existe nécessairement un indice
spiq tel que Vi “ Wspiq. On a alors V “

À

Wspiq, ce qui veut dire que tout indice ℓ est
de la forme spiq pour un indice i (qui est unique car on a alors Wℓ “ Vi), d’où notre
assertion.

11.8. Irréductibilité et semi-simplicité dans le cas d’un groupe fini. —
Nous allons maintenant établir quelques résultats relatifs à l’irréductibilité et à la
semi-simplicité sur les représentations k-linéaires (le plus souvent de dimension finie)
d’un groupe fini. Comme nous allons le voir, la situation dépend très fortement du
fait que le cardinal du groupe soit on non nul dans le corps k.

Lemme 11.8.1. — Supposons que k est algébriquement clos (exemple : k “ C),
et soit G un groupe abélien fini dont le cardinal n est non nul dans k. Soit V une
représentation k-linéaire de G de dimension finie.

(1) La représentation V est somme directe de sous-représentations de dimension 1 ;
elle est en particulier semi-simple.

(2) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) V est irréductible ;
(ii) V est indécomposable ;
(iii) V est de dimension 1.
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Démonstration. — Soit Γ l’image de G dans GLpV q par le morphisme qui définit la
représentation étudiée. Comme G est abélien, Γ l’est aussi ; comme tout élément de
G est annulé par n, on a γn “ IdV pour tout γ P Γ. Puisque k est algébriquement
clos, le polynôme Xn ´ 1 est scindé dans k. Ses racines y sont simples : en effet, sa
dérivée est égale à nXn´1, et elle ne s’annule qu’en 0 puisque n est non nul dans k ;
en particulier, elle n’a pas de racine commune avec Xn ´ 1, d’où notre assertion. Il
s’ensuit que tout élément de Γ est diagonalisable. Le groupe Γ étant abélien, il existe
alors une base pe1, . . . , emq de V qui est une base de diagonalisation simultanée de
tous les éléments de Γ. Chacune des droites kei est stable sous les éléments de Γ, et
partant sous l’action de G ; les droites kei sont donc des sous-représentations de V ,
et l’on a V “

À

i kei, d’où (1). L’assertion (2) en découle immédiatement.

Lemme 11.8.2. — Soit p un nombre premier et soit G un p-groupe. Supposons que
k est de caractéristique p.

(1) Une représentation k-linéaire de G est irréductible si et seulement si elle est
isomorphe à 1G,k.

(2) La représentation unité 1G,k est à isomorphisme près la seule représentation
k-linéaire de dimension 1 de G.

(3) Une représentation W de G est semi-simple si et seulement si G agit
trivialement sur W .

Démonstration. — Soit V une représentation k-linéaire irréductible de G. L’espace V
est par définition non nul, et il résulte alors du lemme 4.4.9 que V G ‰ t0u. Choisissons
un vecteur non nul v de V G. Puisque G agit trivialement sur V , la droite kv est
une sous-représentation de V , isomorphe à 1G,k. Puisque V est irréductible, on a
V “ kv. Ceci achève de montrer (1) ; les assertions (2) et (3) en sont des conséquences
immédiates.

Théorème 11.8.3. — Soit G un groupe de cardinal fini n tel que n soit non nul
dans k. Soit V une représentation k-linéaire de G et soit W une sous-représentation
de V . Il existe alors une sous-représentation W 1 de V telle que l’on ait V “ W ‘W 1.

Démonstration. — On commence par choisir un supplémentaire arbitraire W0 de W
dans W . Soit p la projection de V sur W parallèlement à W0. On pose

q “
1
n

ÿ

gPG

gp P EndkpV q

(la notation gp fait référence à l’opération naturelle de G sur EndkpV q, cf. 11.2.1 ;
notez que 1

n existe bien dans k d’après nos hypothèses). L’endomorphisme q appartient
à EndkpV qG (cf. 11.1.8), ce qui signifie que q est équivariant (11.2.2).

L’endomorphisme q est un projecteur d’image W . En vertu du lemme 10.5.2, il
suffit de s’assurer que qpvq P W pour tout v P V , et que qpvq “ v pour tout v P W .
Soit v P V . Pour tout g P G l’élément wg :“ ppg´1vq appartient à W (puisque W
est l’image de p) ; comme W est une sous-représentation de G, l’élément gwg de V
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appartient encore à W . On en déduit que le vecteur

qpvq “
1
n

ÿ

g

pgpqpvq “
1
n

ÿ

g

gwg

appartient à W . Supposons que v P W . Soit g P G. Le vecteur g´1v appartient encore
à W (car ce dernier est une sous-représentation de V ) et est donc invariant sous p ; il
vient wg “ g´1v, puis gwg “ v. Ainsi

qpvq “
1
n

ÿ

gPG

v “
1
n

¨ nv “ v,

ce qui achève la preuve.
Conclusion. Le noyau W 1 de q est alors un supplémentaire de W , et est une sous-

représentation de V puisque q est équivariant.

Théorème 11.8.4. — Soit G un groupe fini et soit k un corps dans lequel |G| est non
nul. Soit V une représentation k-linéaire de dimension finie de G. La représentation
V est semi-simple.

Démonstration. — Il s’agit de montrer que V est somme directe (nécessairement finie)
de sous-représentations irréductibles. On procède par récurrence sur la dimension de
V . Si V “ t0u la famille vide de sous-représentations irréductibles de V convient.
Supposons maintenant dimV ą 0, et l’assertion (1) vraie en dimension strictement
inférieure à celle de V .

Si la représentation V est irréductible, l’assertion est vraie en prenant pour pViq la
famille singleton tV u. Si V n’est pas irréductible, elle possède une sous-représentation
stricte et non nulle V 1. Le théorème 11.8.3 affirme l’existence d’une sous-représentation
V 2 de V telle que V “ V 1 ‘ V 2 (c’est ici qu’on utilise le fait que |G| est non nul dans
k). Comme V 1 est stricte et non nulle, V 2 est stricte (et non nulle). On peut dès
lors appliquer l’hypothèse de récurrence à V 1 et à V 2 : chacune d’elle se décompose
en une somme directe finie de représentations irréductibles. En concaténant ces deux
décompositions, on obtient une décomposition de V de la forme souhaitée.

Remarque 11.8.5. — Soient G, k et V comme dans l’énoncé du théorème 11.8.4
ci-dessus. On déduit immédiatement de l’assertion (1) que V est indécomposable si
et seulement si elle est irréductible. Notons l’importance de l’hypothèse que |G| est
non nul dans k : on a vu en 11.6.8 et 11.6.8.2 que si k est de caractéristique 2, la
k-linéarisation de l’opération tautologique de S2 sur t1, 2u est indécomposable, mais
pas irréductible.

Remarque 11.8.6. — Soit G un groupe fini et soit k un corps tel que |G| soit non
nul dans k. Il résulte du théorème 11.8.4 et de 11.7.11 que pour classer à isomorphisme
près les représentations k-linéaires de G de dimension finie, il suffit de savoir classer
les représentations k-linéaires de G de dimension finie qui sont irréductibles. Lorsque
k “ C (auquel cas |G| est non nul dans k quel que soit le groupe fini G), ce sera
l’objet de la section suivante.
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Exemple 11.8.7. — Soit k un corps tel que 6 soit non nul dans k (en d’autres termes,
la caractéristique de k est différente de 2 et 3). D’après 11.3.3 et sq., k-linéarisation
kt1, 2, 3u de l’opération tautologique de S3 sur t1, 2, 3u est somme directe de deux
sous-représentations : l’une est la droite kpe1 ` e2 ` e3q et est isomorphe à 1S3,k (en
d’autres termes, S3 agit trivialement dessus) ; l’autre est le plan V3,k défini comme
l’ensemble des vecteurs de la forme ae1 ` be2 ` ce3 avec a ` b ` c “ 0 ; on a vu
au 11.6.10.1 que V3,k est irréductible.

L’écriture kt1, 2, 3u “ kpe1 ` e2 ` e3q ‘V3,k est donc un exemple de décomposition
comme somme directe de représentations irréductibles, dont l’existence est prédite
par le théorème 11.8.4. Les deux représentations irréductibles kpe1 ` e2 ` e3q » 1S3,k

et V3,k sont évidemment non isomorphes (elles ne sont pas de même dimension !).
Chacune est donc de multiplicité 1 dans kt1, 2, 3u, et toute représentation k-linéaire
irréductible de S3 qui n’est isomorphe ni à 1S3,k ni à V3,k est de multiplicité nulle
dans kt1, 2, 3u. C’est par exemple le cas de la représentation signature Σ3,k (exemple
11.1.12) ; elle n’est pas isomorphe à V3,k car elle est de dimension 1, et n’est pas
isomorphe à 1S3,k car S3 n’agit pas trivialement sur Σ3,k, cf. loc. cit.

Signalons par ailleurs qu’en vertu de la remarque 11.7.14, cette écriture de kt1, 2, 3u

comme somme directe de représentations irréductibles est la seule à échange près des
deux sommandes.
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12. Représentations complexes des groupes finis

Nous allons désormais nous intéresser aux représentations C-linéaires de dimension
finie d’un groupe fini. Dans toute cette section, l’expression «représentation» signifiera
donc, sauf mention expresse du contraire, «représentation C-linéaire de dimension
finie».

12.1. Orthogonalité des caractères et conséquences. — On fixe un groupe
fini G ; notons que |G| est non nul dans C.
12.1.1. Rappels sur les représentations de G. — Soit V une représentation de G ;
les faits suivants résultent du théorème 11.8.4. et de 11.7.11 (qui est lui-même une
conséquence du théorème 11.7.6).

La représentation V admet une écriture V “
À

Vi comme somme directe finie de
sous-représentations irréductibles (et est donc irréductible si et seulement si elle est
indécomposable) ; de plus, pour toute représentation irréductible W de G, le cardinal
de ti, Vi » Gu ne dépend que de V et W , et pas du choix de la décomposition
V “

À

Vi ; on l’appelle la multiplicité de W dans V .
12.1.2. Reformulation. — Reformulons un peu différemment le résultat rappelé
au 12.1.1 ci-dessus. Un système complet de représentations irréductibles de G est
un ensemble W de représentations irréductibles de G tel que chaque représentation
irréductible de G soit isomorphe à une et une seule représentation appartenant à W .
Donnons-nous un tel système W , et soit V une représentation de G. Il existe alors
une unique famille pµW qWPW d’entiers (nécessairement presque tous nuls) tels que
V »

À

WPW WµW . Pour tout W P W , l’entier µW est la multiplicité de W dans V .
12.1.3. — Pour classer les représentations de G (à isomorphisme près), il suffit par
ce qui précède de classer ses représentations irréductibles.
12.1.4. Un produit hermitien sur CG. — L’ensemble CG des fonctions de G dans
C est un C-espace vectoriel de dimension |G| (une base est donnée par la famille
pδgqgPG, où δg envoie g sur 1 et h sur 0 pour tout h ‰ g). On le munit de la forme
sesquilinéaire

pχ,ϖq ÞÑ xχ,ϖy :“ 1
|G|

ÿ

gPG

χpgqϖpgq.

On vérifie aussitôt que c’est un produit hermitien, pour lequel p
a

|G|δgqg est une base
orthonormée.
12.1.5. — Soit C l’ensemble des classes de conjugaison de G. On identifie le C-espace
vectoriel CC au sous-espace vectoriel de CG constitué des fonctions centrales (11.5.4).

Soient χ et ϖ deux fonctions centrales de G vers C, vues comme appartenant à
CC . On a alors

xχ,ϖy “
1

|G|

ÿ

cPC

|c|χpcqϖpcq.
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Théorème 12.1.6 (Orthogonalité des caractères). — Soient V et W deux
représentations irréductibles de G. Le produit hermitien xχV , χW y est égal à 1 si V et
W sont isomorphes, et à 0 sinon.

Démonstration. — On a

xχV , χW y “
1

|G|

ÿ

gPG

χV pgqχW pgq

“
1

|G|

ÿ

gPG

χV pgqχW˚ pgq pd’après 11.5.9q

“
1

|G|

ÿ

gPG

χW˚bkV pgq pd’après 11.5.8q

“
1

|G|

ÿ

gPG

χHomkpW,V qpgq pd’après 11.4.3q

“ dim HomkpW,V qG pd’après le lemme 11.5.13q

“ dim HomGpW,V q pd’après 11.2.2q.

Nous allons conclure en distinguant deux cas.
Supposons que W n’est pas isomorphe à V . Comme V et W sont irréductibles,

l’assertion (1) du lemme 11.6.11 assure que HomGpW,V q “ 0 ; il résulte alors du
calcul ci-dessus que xχV , χW y “ 0.

Supposons que W » V . Dans ce cas le C-espace vectoriel HomGpW,V q est
isomorphe à EndGpV q, et comme V est irréductible cette dernière algèbre est égale
à C d’après l’assertion (3) du lemme 11.6.11 ; il résulte alors du calcul ci-dessus que
xχV , χW y “ 1.

Corollaire 12.1.7. — Fixons un système complet W de représentations
irréductibles de G. Soit V une représentation de G. Pour toute W P W de G, on
note µW la multiplicité de W dans V .

(1) On a xχV , χU y “ µU pour toute U P W .
(2) On a xχV , χV y “

ř

WPW µ2
W . En particulier, xχV , χV y “ 1 si et seulement si V

est irréductible.
(3) La classe d’isomorphie de V est entièrement déterminée par χV .
(4) Si V est la représentation régulière de G (définition 11.3.2) alors µW “ dimW

pour tout W P W .
(5) L’ensemble W est fini et

ř

WPW pdimW q2 “ |G|.

Démonstration. Elle va reposer sur le fait suivant, conséquence directe du
théorème 12.1.6 : si U et W sont deux éléments de W alors xχW , χU y est égal à
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δUW . On a par ailleurs un isomorphisme V »
À

WPW WµW , et partant l’égalité
χV “

ř

WPW µWχW (11.5.7).
Preuve de (1). On a

xχV , χU y “ x
ÿ

WPW

µWχW , χU y

“
ÿ

WPW

xµWχW , χU y

“
ÿ

WPW

µW δWU

“ µU .

Preuve de (2). On a

xχV , χV y “ x
ÿ

WPW

µWχW ,
ÿ

UPW

µUχU y

“
ÿ

WPW

ÿ

UPW

µWµU xχW , χU y

“
ÿ

WPW

ÿ

UPW

µWµUδUW

“
ÿ

WPW

µ2
W .

Preuve de (3).On déduit de (1) que V »
À

WPW W xχV ,χW y, d’où (3).
Preuve de (4). Supposons que V est la représentation régulière de G. Pour tout

h P G, la translation g ÞÑ hg n’a aucun point fixe si h ‰ e, et a |G| points fixes si
h “ e ; il en résulte que χV peq “ |G| et que χV phq “ 0 pour tout h ‰ e (11.5.11.1).
Soit W P W . On a alors

µW “ xχV , χW y “
1

|G|

ÿ

gPG

χV pgqχW pgq “ χW peq “ dimW,

où la première égalité vient de l’assertion (1).
Preuve de (5). Supposons toujours que V est la représentation régulière de G.

Comme V est isomorphe à
À

WPW WµW on a

|G| “ dimV “
ÿ

WPW

µW dimW “
ÿ

WPW

pdimW q2,

où la dernière égalité provient de l’assertion (4). l

Proposition 12.1.8. — Soit C l’ensemble des classes de conjugaison de G. Soit W
un système complet de représentations irréductibles de G. La famille des χW pour W
parcourant W est alors une base orthonormée du sous-espace vectoriel CC de l’espace
hermitien CG. En particulier, |W | “ |C | : le nombre de représentations irréductibles
de G à isomorphisme près est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Démonstration. — Soit E le sous-espace vectoriel de CC engendré par les χW pour W
parcourant W . Il résulte du théorème 12.1.6 que la famille pχW qWPW est orthonormée ;
c’est donc une base orthonormée de E. Il suffit pour conclure de démontrer que



166 ANTOINE DUCROS

l’inclusion E Ă CC est une égalité. Nous allons démontrer que l’orthogonal de E dans
CC est nul, ce qui permettra de conclure. Soit donc φ P CC un élément orthogonal à
E.

Soit W P W et soit f l’endomorphisme w ÞÑ
ř

gPG φpgqgw de W . Pour tout h P G

l’élément hf de EndkpW q envoie un vecteur w sur

hfph´1wq “
ÿ

gPG

φpgqhgh´1w “
ÿ

gPG

φphgh´1qhgh´1w “
ÿ

gPG

φpgqgw “ fpwq,

où la deuxième égalité provient du fait que φ est centrale. On a donc hf “ f , ce
qui signifie que f est G-équivariante ; c’est par conséquent un endomorphisme de la
représentation W , et partant une homothétie puisque W est irréductible (11.6.11,
assertion (3)). Soit λ le rapport de f . On a les égalités

λ dimW “ Trpfq “
ÿ

gPG

φpgqχW pgq “ |G|xχW , φy.

Comme φ est orthogonale à E par hypothèse, ce dernier terme est nul ; puisque
dimW ą 0 (une représentation irréductible est non nulle) il vient λ “ 0, puis f “ 0.

Soit U une représentation quelconque de G. En écrivant U comme somme directe de
représentations irréductibles et en appliquant ce qui précède à chacun des sommandes,
on voit que l’endomorphisme u ÞÑ

ř

φpgqgu de U est nul. C’est en particulier le cas
lorsque U est la représentation régulière de G. On a alors

0 “
ÿ

gPG

φpgqgres “
ÿ

gPG

φpgqrgs.

Puisque prgsqgPG est une base de U , il vient φpgq “ 0 pour tout g ; ainsi φ est nulle,
ce qu’il fallait démontrer.

Commentaires 12.1.9. — La proposition 12.1.8 assure que le nombre de classes
d’isomorphie de représentations irréductibles de G est égal à |C |. Mais attention :
elle ne fournit aucune bijection naturelle permettant d’associer une représentation
irréductible à un élément de C .

12.2. Interlude : éléments entiers sur un sous-anneau. — Pour démontrer le
dernier théorème que nous avons en vue sur les représentations, nous allons procéder
d’une manière relativement détournée, fondée sur la notion d’entier algébrique. Nous
allons donc commencer par introduire celle-ci, et plus généralement par introduire la
notion d’élément d’un anneau entier sur un sous-anneau.

Définition 12.2.1. — Soit B un anneau et soit A un sous-anneau de B. Soit C
un sous-anneau de B contenant A. Nous dirons que C est fini sur A s’il existe une
famille finie pc1, . . . , crq d’éléments de C telle que tout élément de C s’écrive comme
une combinaison A-linéaire des ci (c’est-à-dire comme une somme

ř

aici où les ai
appartiennent à A).
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12.2.2. Transitivité de la finitude. — Soit B un anneau et soient A,C et D trois
sous-anneaux de B avec A Ă C Ă D. Si D est fini sur C et si C est fini sur A alors D
est fini sur A. En effet, si l’on choisit une famille pd1, . . . , drq d’éléments de D telle que
tout élément de D soit une combinaison C-linéaire des di, puis une famille pc1, . . . , csq
d’éléments de C telle que tout élément de C soit une combinaison C-linéaire des cj ,
il est immédiat que tout élément de D est une combinaison A-linéaire des cjdi pour
pi, jq parcourant t1, . . . , ru ˆ t1, . . . , su.

Théorème-Définition 12.2.3. — Soit B un anneau et soit A un sous-anneau de
B. Soit b P B. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un polynôme unitaire P à coefficients dans A tel que P pbq “ 0.
(ii) Le sous-anneau Arbs de B est fini sur A.
(iii) Il existe un sous-anneau C de B contenant A, contenant b, et fini sur A.

Lorsqu’elles sont satisfaites on dit que b est entier sur A.

Démonstration. — Supposons que (i) soit vraie, et soit n le degré de P . L’égalité
P pbq “ 0 permet d’écrire bn comme une combinaison A-linéaire des bi pour i ď n´ 1
(cela utilise de manière cruciale le fait que P est unitaire). Une récurrence immédiate
sur m montre alors que bm est pour tout m ě n une combinaison A-linéaire des bi
pour i ď n´ 1. Il s’ensuit que tout élément de Arbs est combinaison A-linéaire des bi
pour i ď n´ 1, ce qui montre (ii).

L’implication (ii)ñ(iii) est évidente. Supposons maintenant que (iii) est vraie. Soit
pc1, . . . , crq une famille d’éléments de C telle que tout élément de C soit combinaison
A-linéaire des ci.

Si u est une application A-linéaire de C dans lui-même, il existe une famille pαijq
d’éléments de A telle que upcjq “

ř

i αijci pour tout j ; cette famille n’a aucune raison
d’être unique, et nous dirons que la matrice pαijq P MrpAq est une matrice de u dans
la famille pciq. On démontre exactement comme en algèbre linéaire que si u et v sont
deux applications A-linéaires de C dans lui-même, si M est une matrice de u dans la
famille pciq et si N est une matrice de v dans la famille pciq, alors :

˛ pour tout a P A, la matrice M ` aN est une matrice de u ` av dans la famille
pciq ;

˛ MN est une matrice de u ˝ v dans la famille pciq.
Soit maintenant M une matrice de l’application u :“ c ÞÑ bc dans la famille

pciq. Soit P le polynôme caractéristique de M , qui est unitaire et à coefficients dans
A. Le théorème de Cayley-Hamilton (valable sur tout anneau commutatif, voir la
remarque 12.2.4 ci-dessous) assure que P pMq “ 0. Comme P pMq est une matrice de
l’application P puq dans la famille pciq, il vient P puq “ 0. Mais P puq n’est autre que
la multiplication par P pbq et on a donc P pbq “ P puqp1q “ 0, ce qui montre (i).

Remarque 12.2.4 (À propos du théorème de Cayley-Hamilton)
Vous avez certainement vu des preuves du théorème de Cayley-Hamilton sur

un corps. Mais sa validité sur un corps entraîne en fait sa validité sur tout anneau
commutatif, comme nous allons maintenant l’expliquer.
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Soit n un entier et soit M “ paijq une matrice carrée de taille n à coefficients dans
un anneau commutatif A ; soit χM son polynôme caractéristique. Pour tout m ď n,
le coefficient de Xm dans χM est de la forme Qmpaijqi,j pour un certain polynôme
Qm à coefficients dans Z en les indéterminées Xij , homogène de degré m, et qui est
indépendant de A et de M . Il s’ensuit que pour tout couple pr, sq le terme d’indice
pr, sq de la matrice χM pMq est de la forme Rrspaijqij , où Rrs est un polynôme à
coefficient dans Z en les indéterminées Xij , ne dépendant ni de A ni de M .

On veut montrer que χM pMq “ 0. Ceci revient à montrer que Rrspaijqij est égal
à 0 pour tout pr, sq. Nous allons en fait prouver que Rrs est le polynôme nul, ce qui
permettra de conclure. Pour ce faire, remarquons que si l’on note N la matrice pXijq

appartenant à MnpZrXijsqi,j alors Rrs est le coefficient d’indice pr, sq de χN pNq. Or
χN pNq “ 0 par le théorème de Cayley-Hamilton appliqué sur le corps QpXijqij ; on
a donc bien Rrs “ 0 pour tout pr, sq.

Remarque 12.2.5. — Soient A,B et b comme dans le théorème 12.2.3. Supposons
de plus que A est un corps et que B est intègre. Si b satisfait les conditions équivalentes
du théorème, on dit le plus souvent que b est algébrique sur A plutôt qu’entier. Notons
que dans ce cas la propriété (i) du théorème équivaut simplement à demander que b
annule un polynôme non nul de ArXs, car si c’est le cas b annule aussi le quotient de
ce polynôme par son coefficient dominant, qui est unitaire.

L’élément b est algébrique sur A si et seulement si Arbs est un corps. En effet,
supposons b algébrique sur A. Dans ce cas Arbs est de dimension finie sur A par la
propriété (ii) du théorème. Si x est un élément non nul de Arbs, la multiplication par
x définit un endomorphisme de Arbs, qui est injectif car Arbs est intègre (comme sous-
anneau de B). Puisque Arbs est de dimension finie, cet endomorphisme est surjectif ;
en particulier, son image contient 1, ce qui veut dire que x est inversible ; ainsi, Arbs
est un corps. Réciproquement, supposons que Arbs soit un corps. Si b “ 0 alors b est
algébrique sur A (il annule le polynôme X). Si b est non nul, il possède un inverse dans
Arbs, que l’on peut écrire

ř

aib
i. L’élément b annule alors le polynôme Xp

ř

aiX
iq´1,

qui est non nul ; ainsi, b est algébrique sur A.

Théorème 12.2.6. — Soit B un anneau et soit A un sous-anneau de B.
(1) L’ensemble C des éléments de B entiers sur A est un sous-anneau de B qui

contient A, et c’est un corps si A est un corps et si B est intègre.
(2) Tout élément de B entier sur C est entier sur A.

Démonstration. — Si a est un élément de A il annule le polynôme unitaie X ´ a et
il appartient donc à C. Par conséquent, A Ă C. Comme C contient A, il contient 0
et 1. Donnons-nous deux éléments b et c de C. Nous allons montrer que que b ´ c
et bc appartiennent à C, ce qui prouvera que C est un sous-anneau de B. Comme b
appartient à C, il est entier sur A et Arbs est donc fini sur A. Comme c appartient à
C il est entier sur A, et a fortiori sur Arbs ; par conséquent Arb, cs “ Arbsrcs est fini
sur Arbs. Il s’ensuit par transitivité que Arb, cs est fini sur A (12.2.2). Comme b ´ c
et bc vivent dans Arb, cs, ils sont entiers sur A et appartiennent donc à C.

Supposons que A soit un corps et que B soit intègre. L’anneau C est alors non nul
en tant que sous-anneau de B. Et si b est un élément de C, il résulte de la remarque
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12.2.5 que Arbs est un corps ; si b est non nul, il est donc inversible dans Arbs et a
fortiori dans C, ce qui montre que C est un corps et achève de prouver (1).

Montrons maintenant (2). Soit b un élément de B entier sur C. Il existe n ě 1
et des éléments β0, . . . , βn´1 dans C tels que bn ` βn´1b

n´1 ` . . . ` β0 “ 0. Pour
tout i entre 0 et n´ 1, l’élément βi est entier sur A et a fortiori sur Arβ0, . . . , βi´1s.
L’anneau Arβ0, . . . , βis “ Arβ0, . . . , βi´1srβis est donc fini sur Arβ0, . . . , βi´1s. Par
transitivité et par une récurrence immédiate, il s’ensuit que Arβ0, . . . , βn´1s est fini
sur A. Comme b est entier sur Arβ0, . . . , βn´1s, l’anneau Arβ0, . . . , βn´1, bs est fini sur
Arβ0, . . . , βn´1s, et est en conséquence fini sur A par transitivité. Ainsi b vit dans un
sous-anneau de B fini sur A, et il appartient dès lors à C.

Définition 12.2.7. — Un nombre algébrique est un nombre complexe algébrique sur
Q ; un entier algébrique est un nombre complexe entier sur Z. On note Q l’ensemble
des nombres algébriques, et Z celui des entiers algébriques. En vertu du théorème
12.2.6 et de la remarque 12.2.5, Z est un sous-anneau de C (qui contient Z, mais c’est
le cas de tout sous-anneau de C !) et Q est un sous-corps de C (qui contient Q, mais
c’est le cas de tout sous-anneau de C !).

Remarque 12.2.8. — Soit P un polynôme non constant à coefficients dans Q.
Comme C est algébriquement clos, P a une racine z dans C ; par définition, z est
algébrique sur Q et il résulte alors du théorème 12.2.6 que z appartient à Q. Ainsi,
Q est algébriquement clos.

Exemples 12.2.9. — Soit n un entier ě 1. Les nombres complexes i, j “ e2iπ{3 ou
encore n

?
2 sont des entiers algébriques, qui annulent respectivement les polynômes

unitaires X2 ` 1, X2 ` X ` 1 et Xn ´ 2. Le nombre complexe 1{
n
?

2 est un nombre
algébrique, qui annule le polynôme Xn´p1{2q ; mais ce n’est pas un entier algébrique,
car sinon 1{2 serait lui aussi un entier algébrique, ce qui est exclu par le lemme ci-
dessous.

Lemme 12.2.10. — Les sous-anneaux Z et Q de C sont stables sous la conjugaison
complexe, et l’on a Z X Q “ Z.

Démonstration. — Soit a un entier algébrique (resp. un nombre algébrique). Par
définition, il existe un polynôme unitaire à coefficients entiers (resp. rationnels) P
tel que P paq “ 0. On a alors P paq “ P paq “ 0, et a est un entier algébrique (resp. un
nombre algébrique) ; par conséquent, Z et Q sont stables sous la conjugaison complexe.

Montrons maintenant que ZXQ “ Z. On sait que Z contient Z ; il reste à s’assurer
que Z X Q Ă Z. Soit a appartenant à Z X Q. Écrivons a “ p{q où p et q sont deux
éléments premiers entre eux de Z, avec q ą 0. Soit P “ Xn ` an´1X

n´1 ` . . . ` a0
un polynôme unitaire à coefficients dans Z tel que P paq “ 0. On a

pn

qn
` an´1

pn´1

qn´1 ` . . .` a0 “ 0.

En multipliant par qn, il vient

pn ` an´1p
n´1q ` . . .` a0q

n “ 0.



170 ANTOINE DUCROS

Il en résulte que q divise pn. Mais comme q est premier avec p, le lemme de Gauß
assure que q est premier à pn ; par conséquent, q “ 1 et a P Z.

12.3. Dimension d’une représentation irréductible. — Nous revenons main-
tenant aux représentations (C-linéaires et de dimension finie) du groupe fini G, dont
nous notons C l’ensemble des classes de conjugaison. Le but de ce qui suit est de
démontrer que la dimension d’une telle représentation divise |G|.
12.3.1. Intégralité des caractères. — Soit pW,ρq une représentation de G. Pour tout
g P G on a gn “ e et donc ρpgqn “ IdW . Ainsi, ρpgq annule le polynôme Xn ´ 1.
Ses valeurs propres sont donc des racines n-ièmes de l’unité, et sont en particulier
entières ; il s’ensuit que χW pgq “ Tr pρpgqq est un entier algébrique.

Théorème 12.3.2. — La dimension de toute représentation irréductible de G divise
|G|.

Démonstration. — Soit n le cardinal de G et soit V une représentation irréductible
de G ; on note χ le caractère de V , et m sa dimension. Soit C l’ensemble des classes
de conjugaison de G. Nous allons montrer que m divise n, c’est-à-dire encore que le
nombre rationnel n{m appartient à Z ; il suffit pour cela de montrer qu’il est entier
sur Z (lemme 12.2.10).

Soit c P C . Notons fc l’endomorphisme v ÞÑ
ř

gPc gv de V . Pour tout h P G,
l’endomorphisme hfc de V envoie un vecteur v sur

hfcph
´1vq “

ÿ

gPcc

hgh´1v “
ÿ

gPc

gv “ fcpvq,

l’avant-dernière égalité provenant du fait que la conjugaison par h induit une bijection
de c sur elle-même (puisque c est une classe de conjugaison). On a donc hfc “ fc. Il
s’ensuit que fc est équivariant, et c’est donc une homothétie puisque V est irréductible
(lemme 11.6.11, assertion (3)). La trace de fc est par construction égale à

ř

gPc χpgq,
c’est-à-dire à |c|χpcq ; ainsi, fc est l’homothétie de rapport |c|χpcq{m. Soit c1 P C . Le
produit fcfc1 envoie un vecteur v sur

ř

gPc

ř

hPc1 ghv.
Soit d P C et soit γ un élément de d. Le cardinal de l’ensemble Eγ des couples

pg, hq P cˆc1 tels que gh “ γ est alors indépendant de γ. En effet, soit δ P d. Comme γ
et δ appartiennent à la même classe de conjugaison, il existe ω P G tel que ωγω´1 “ δ ;
on vérifie alors aussitôt que pg, hq ÞÑ pωgω´1, ωhω´1q induit une bijection de Eγ sur
Eδ, de réciproque pg, hq ÞÑ pω´1gω, ω´1hωq. Notons µcc1d le cardinal commun de tous
les Eγ pour γ P d.

On a pour tout v P V les égalités

fcfc1 pvq “
ÿ

gPc

ÿ

hPc1

ghv “
ÿ

dPC

ÿ

gPd

µcc1dgv “
ÿ

dPC

µcc1dfdpvq.

Autrement dit, fcfc1 “
ř

dPC µcc1dfd. En passant aux rapports des homothéties en
jeu, on obtient l’égalité

p|c|χpcq{mqp|c1|χpc1q{mq “
ÿ

dPC

µcc1dp|d|χV pdq{mq.
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Soit N le sous-groupe abélien de C engendré par Z et les éléments de la forme
|c|χpcq{m pour c P C . Il découle de la formule ci-dessus et du fait que les µcc1d sont des
entiers (positifs, mais ça n’a pas d’importance ici) que N est stable par multiplication,
et il contient 1 par construction. C’est en conséquence un sous-anneau de C fini sur
Z (c’est-à-dire de type fini comme groupe abélien). Ses éléments sont donc des entiers
algébriques ; en particulier, |c|χpcq{m est un entier algébrique pour toute c P C .

L’égalité xχ, χy “ 1 se récrit
1
n

ÿ

cPC

|c|χpcqχpcq “ 1

ðñ
ÿ

cPC

|c|χpcqχpcq “ n

ðñ
ÿ

cPC

|c|
χpcq

m
χpcq “

n

m
.

Or pour toute c P C , il résulte de 12.3.1 que χpcq est un entier algébrique (il en va
donc de même de χpcq), et on a vu plus haut que |c|χpcq{m est un entier algébrique.
On en déduit au vu de la dernière égalité ci-dessus que n{m est un entier algébrique,
ce qui termine la démonstration.

12.4. Table de caractères. — On désigne toujours par G un groupe fini et par
C l’ensemble des classes de conjugaison de G ; posons n “ |G| et r “ |C |. Grâce au
corollaire 12.1.7, on peut considérer que comprendre la théorie des représentations de
G revient plus ou moins à comprendre quels sont les caractères des représentations
irréductibles de G, que nous appellerons plus brièvement caractères irréductibles de
G. Il y a exactement r caractères irréductibles (prop. 12.1.8).

Dans ce qui suit, nous considérerons toujours les caractères comme des fonctions
de C dans C. Rappelons que le produit hermitien de deux telles fonctions est donné
par la formule

xχ, ψy “
1
n

ÿ

cPC

|c|χpcqψpcq.

On a en particulier pour toute fonction centrale χ l’égalité

xχ, χy “
1
n

ÿ

cPC

|c| ¨ |χpcq|2 ;

le carré hermitien de χ ne dépend donc que de la fonction |χ|.
Nous utiliserons les notations 1G,Σn et Vn au lieu de 1G,C, Σn,C et Vn,C (la

représentation signature Σn,C a été définie au 11.1.12 ; la représentation V3,C a été
définie au 11.3.3.3).
12.4.1. — On cherchera à construire ce qu’on appelle la table des caractères de G,
qui se présente sous la forme d’un tableau carré ayant r lignes et r colonnes. Chaque
colonne correspond à un élément de C (on commence en général par la classe singleton
teu), et chaque ligne à un caractère irréductible, c’est-à-dire à une classe d’isomorphie



172 ANTOINE DUCROS

de représentation irréductible de G. Dans la case correspondant au caractère χ et à
la classe c, on place le nombre complexe χpcq. Nous allons maintenant expliquer les
différents outils dont on dispose pour construire cette table.
12.4.1.1. — On peut bien entendu chercher à exhiber directement des représentations
irréductibles de G. On commence par faire la liste de celles qu’on connaît déjà : il
y a toujours par exemple la représentation unité, et plus généralement toutes les
représentations de dimension 1. Notons également que si H est un groupe, si V est une
représentation irréductible de H et si f : G Ñ H est un morphisme surjectif alors V
est encore irréductible lorsqu’on voit V comme une représentation de G via f (11.6.7).
On peut ensuite, à partir de ce premier stock de représentations, en fabriquer d’autres
par les techniques standard vues en cours (cf. infra) ; mais il faut faire attention à
deux points importants.

(a) On doit s’assurer que les nouvelles représentations ainsi obtenues sont bien
irréductibles ; on le fait par exemple en s’assurant que la norme hermitienne
de leur caractère est égale à 1 (corollaire 12.1.7).

(b) On doit éviter les redondances : deux représentations données par des
descriptions a priori différentes peuvent en effet s’avérer isomorphes ; on s’en
rend compte en constatant qu’elles ont même caractère.

Donnons deux exemples des «techniques standard» que nous avons évoquées.

˛ Le passage à la contragrédiente. Soit V une représentation irréductible de G. La
contragrédiente V ˚ de V a pour caractère χV . Elle est irréductible : cela résulte
de 11.6.6, mais on peut également le voir en remarquant que

1 “ xχV , χV y “ xχV , χV y

puisque χV et χV ont même module.
Mais notez que si χV est à valeurs réelles, χV ˚ “ χV ; la représentation V ˚

est alors isomorphe à V , et l’on est face à un cas de redondance tel que décrit
au (b) ci-dessus.

˛ Le produit tensoriel. Soient V1 et V2 deux représentations irréductibles de G. Le
produit tensoriel V1 bk V2 a pour caractère χV1χV2 . Le représentation V1 bk V2
est donc irréductible si et seulement si χV1χV2 est de norme hermitienne égale
à 1. Ce n’est pas toujours le cas (nous verrons des contre-exemples plus bas) ;
toutefois cela se produit par exemple dès que V1 ou V2 est de dimension 1. C’est
en effet une conséquence directe de 11.6.5, mais nous allons donner une autre
preuve à l’aide de la théorie des caractères. Supposons par exemple que V1 est
de dimension 1. Dans ce cas χV1 coïncide avec le morphisme de G vers Cˆ qui
définit V1 à isomorphisme près (exemple 11.5.3). Comme G est fini, χ1pGq est
un sous-groupe fini de Cˆ ; il est donc constitué d’éléments de torsion, c’est-à-
dire de racines de l’unité qui sont en particulier de module 1. Il en résulte que
|χV1χV2 | “ |χV2 | ; puisque la norme hermitienne de χV2 est égale à 1, il en va
alors de même de celle de χV1χV2 , et V1 bk V2 est bien irréductible.
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12.4.1.2. — On peut aussi chercher à obtenir de nouveaux caractères irréductibles
sans construire directement les représentations correspondantes. Pour cela, on peut
exploiter différentes propriétés de la table de caractères que nous allons maintenant
décrire. Pour en faciliter les énoncés et les preuves, fixons une numérotation c1, . . . , cr
des éléments de C (avec c1 “ teu) et une numérotation χ1, . . . , χr des caractères
irréductibles de G. Pour tout i on désigne par ni le cardinal de ci, par Vi «la»
représentation irréductible de caractère χi, et par di la dimension de Vi. La table
des caractères s’interprète alors comme la matrice carrée M de taille r dont le terme
général χij est égal à χipcjq.

Indiquons d’emblée une première propriété de la matrice M : on a pour tout i
l’égalité χi1 “ χipc1q “ χipeq “ di. La première colonne de M est donc constituée
d’entiers ; ils divisent tous n (théorème 12.3.2), et la somme de leurs carrés est égale
à n en vertu de l’assertion (5) du corollaire 12.1.7.

L’orthogonalité des caractères (théorème 12.1.6) signifie par ailleurs que les lignes
de M forment une base orthonormée pour le produit hermitien

ppαjqj , pβjqjq ÞÑ
1
n

ÿ

njαjβj

de Cr. Autrement dit, on a pour tout pi, ℓq l’égalité

1
n

ÿ

j

njχijχℓj “ δiℓ.

Si N désigne la matrice Diagpn1, . . . , nrq P MnpCq, cela peut se récrire

1
n
MN tM “ Ir.

La matrice tM est ainsi inversible d’inverse 1
nMN , ce qui entraîne que

1
n
tMMN “ Ir.

Pour tout pi, jq, le terme d’indice pi, jq de 1
n
tMMN est égal à

nj
n

ÿ

ℓ

χℓiχℓj .

Cette dernière expression vaut donc δij , ce qui signifie que pour le produit hermitien
standard de Cr (dont la définition ne fait plus intervenir les ni) :

(a) les colonnes de M sont deux à deux orthogonales ;

(b) pour tout j, le carré de la norme de la j-ème colonne de M est égal à n{nj .

Lorsqu’on applique (b) pour j “ 1 (rappelons que c1 “ teu et donc que n1 “ 1) on
retrouve l’égalité n “

ř

i |χi1|2, mentionnée plus haut.
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12.4.2. Caractères d’un groupe abélien. — Supposons que le groupe fini G est
abélien. Le lemme 11.8.1 assure que les représentations irréductibles de G sont
exactement les représentations deG de dimension 1. Se donner une classe d’isomorphie
d’une telle représentation revient à se donner un morphisme deG vers Cˆ, qui coïncide
alors avec le caractère irréductible correspondant (11.5.3). L’ensemble des caractères
irréductibles de G est donc égal à HompG,Cˆq.

Comme G est abélien, les classes de conjugaison de G sont les singletons tgu avec
g P G. On déduit donc de la théorie générale que l’ensemble des caractères irréductibles
de G a pour cardinal |G|. Il s’ensuit que |HompG,Cˆq| “ |G|. Mais on peut démontrer
cette égalité directement, sans faire appel à la théorie générale des représentations ;
on peut même être beaucoup plus précis, comme en atteste le lemme suivant.

Lemme 12.4.3. — Le groupe HompG,Cˆq est isomorphe à G (non canoniquement
en général) ; en particulier, son cardinal est égal à |G|

Démonstration. — Notons G additivement. Le théorème 3.9.4 assure l’existence
d’une (unique) famille finie pd1, . . . , dnq d’entiers ą 1 telle que d1|d2| . . . |dn et d’un
isomorphisme

G » Z{d1Z ‘ Z{d2Z ‘ . . .‘ Z{dnZ.
Il est immédiat que pour toute famille de morphismes phi : Z{diZ Ñ Cˆq1ďiďr il
existe un et un seul morphisme h : G Ñ Cˆ tel que h|Z{diZ “ hi pour tout i, à
savoir px1, . . . , xrq ÞÑ

ś

i hipxiq ; on vérifie aussitôt que ph1, . . . , hrq ÞÑ h établit un
isomorphisme entre

À

i HompZ{diZ,Cˆq et HompG,Cˆq. Il suffit donc pour conclure
de montrer que HompZ{dZ,Cˆq est isomorphe à Z{dZ pour tout d ě 1.

Soit d un entier ě 1. Le groupe HompZ{dZ,Cˆq s’identifie au groupe des éléments
de d-torsion de Cˆ, c’est-à-dire au groupe des racines d-ièmes de l’unité de Cˆ. Or
ce dernier est cyclique et de cardinal d (il est engendré par expp2iπ{dq), ce qui achève
la démonstration.

12.4.4. Table des caractères de S3 ; décomposition de quelques représentations. —
Le groupe S3 a 3 classes de conjugaison : la classe cH de l’identité, qui est un singleton ;
la classe cp˚˚q des transpositions, qui est de cardinal 3 ; et la classe cp˚˚˚q des 3-
cycles, qui est de cardinal 2. Il s’ensuit que S3 admet trois (classes d’isomorphie de)
représentations irréductibles.
12.4.4.1. — Nous avons déjà rencontré deux représentations de S3 de dimension
1 (et partant irréductibles), et non isomorphes : la représentation unité 1S3 , et
la représentation signature Σ3. Le caractère χ1S3

est trivial, et χΣ3 envoie c∅
et cp˚˚˚q sur 1, et cp˚˚q sur p´1q. Nous avons démontré par ailleurs au 11.6.10.1
que la représentation V3, qui est de dimension 2, est irréductible. Calculons son
caractère à l’aide de 11.5.11.2. Comme Idt1,2,3u a 3 points fixes sur t1, 2, 3u, on
a χV3 pc∅q “ 3 ´ 1 “ 2 ; une transposition de t1, 2, 3u ayant 1 point fixe, on a
χV3 pcp˚˚qq “ 1 ´ 1 “ 0 ; et comme un 3-cycle de t1, 2, 3u n’a aucun point fixe, on
a χV3 pcp˚˚˚qq “ 0 ´ 1 “ ´1. Remarquons que

xχV3 , χV3 y “
1
6 p1 ¨ 22 ` 3 ¨ 02 ` 2 ¨ p´1q2q “ 1 :
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on voit que la théorie des caractères fournit une nouvelle preuve de l’irréductibilité
de V3.
12.4.4.2. Conclusion. — On a ainsi exhibé trois représentations irréductibles de S3
deux à deux non isomorphes. Il n’y en a donc à isomorphisme près pas d’autres. La
table des caractères de S3 est par conséquent égale à

cH cp˚˚q cp˚˚˚q

1S3 1 1 1
Σ3 1 ´1 1
V3 2 0 ´1

.

12.4.4.3. — Montrons à titre d’exemple comment calculer la décomposition de
V b2

3 :“ V3bCV3 en somme directe de représentations irréductibles de S3. Le caractère
χV b2

3
est égal à pχV3 q2 ; il envoie donc la classe c∅ sur 4, la classe cp˚˚q sur 0, et la

classe cp˚˚˚q sur 1. Pour déterminer la décomposition de V3 bC V3, il suffit de calculer
le produit scalaire de χV b2

3
avec chacun des trois caractères irréductibles.

xχV b2
3
, χ1S3

y “
1
6 p1 ¨ 4 ¨ 1 ` 3 ¨ 0 ¨ 1 ` 2 ¨ 1 ¨ 1q “ 1.

xχV b2
3
, χΣ3 y “

1
6 p1 ¨ 4 ¨ 1 ` 3 ¨ 0 ¨ p´1q ` 2 ¨ 1 ¨ 1q “ 1.

xχV b2
3
, χV3 y “

1
6 p1 ¨ 4 ¨ 2 ` 3 ¨ 0 ¨ 0 ` 2 ¨ 1 ¨ p´1qq “ 1.

Ainsi, V b2
3 » 1S3 ‘ Σ3 ‘ V3.

12.4.4.4. — Étudions maintenant le produit tensoriel Σ3 bC V3. Son caractère est
égal à χΣ3χV3 ; il envoie donc la classe c∅ sur 2, la classe cp˚˚q sur 0, et la classe cp˚˚˚q

sur ´1. Autrement dit, χV3χΣ3 “ χV3 . Par conséquent, Σ3 bC V3 » V3.
12.4.5. Table des caractères de S4 ; décomposition de quelques représentations. —
Le groupe S4 a 5 classes de conjugaison : la classe c∅ de l’identité, qui est un singleton ;
la classe cp˚˚q des transpositions, qui est de cardinal 6 ; la classe cp˚˚qp˚˚q des produits
de deux transpositions, qui est de cardinal 3 ; la classe cp˚˚˚q des 3-cycles, qui est de
cardinal 8 ; et la classe cp˚˚˚˚q des 4-cycles, qui est de cardinal 6. Par conséquent, S4
possède cinq (classes d’isomorphie de) représentations irréductibles.
12.4.5.1. — On connaît déjà deux représentations irréductibles de S4 qui sont de
dimension 1 et non isomorphes : la représentation triviale 1S4 et la signature Σ4.
Le caractère χ1S4

est trivial, et χΣ4 envoie cH, cp˚˚qp˚˚q et cp˚˚˚q sur 1, et cp˚˚q et
cp˚˚˚˚q sur p´1q.

Nous allons maintenant vérifier que la représentation V4 (qui est de dimension 3)
est irréductible. Son caractère a été calculé en 11.5.12 : il envoie la classe cH sur 3,
la classe cp˚˚q sur 1, la classe cp˚˚qp˚˚q sur p´1q, la classe cp˚˚˚q sur 0, et la classe
cp˚˚˚˚q sur p´1q. Le carré de sa norme hermitienne est égal à

1
24 p1 ¨ 9 ` 6 ¨ 1 ` 3 ¨ 1 ` 8 ¨ 0 ` 6 ¨ 1q “ 1.
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Par conséquent, V4 est irréductible.
Considérons maintenant la représentation Σ4 bC V4. Elle est de dimension 3, et

son caractère est égal à χΣ4χV4 . Il envoie dès lors la classe c∅ sur 3, la classe cp˚˚q

sur ´1, la classe cp˚˚qp˚˚q sur p´1q, la classe cp˚˚˚q sur 0, et la classe cp˚˚˚˚q sur 1. Il
diffère de χV4 ; la représentation Σ4 bCV4 n’est pas isomorphe à V4, et est irréductible
puisque Σ4 est de dimension 1.

On a ainsi exhibé quatre représentations irréductibles (deux à deux non
isomorphes) de S4 ; il en manque une, disons W . Si δ désigne sa dimension on a
12 `12 `32 `32 `δ2 “ 24 ; il vient δ “ 2. On a χW pc∅q “ dimW “ 2 ; appelons a, b, c
et d les valeurs de χW sur cp˚˚q, cp˚˚qp˚˚q, cp˚˚˚q, et cp˚˚˚˚q. La table de caractères
de S4 se présente alors ainsi :

cH cp˚˚q cp˚˚qp˚˚q cp˚˚˚q cp˚˚˚˚q

1S4 1 1 1 1 1
Σ4 1 ´1 1 1 ´1
V4 3 1 ´1 0 ´1

Σ4 bC V4 3 ´1 ´1 0 1
W 2 a b c d

.

Comme les colonnes du tableau sont orthogonales pour le produit hermitien usuel,
il vient : a “ 0, b “ 2, c “ ´1, d “ 0. Ainsi, la table des caractères de S4 est
finalement

cH cp˚˚q cp˚˚qp˚˚q cp˚˚˚q cp˚˚˚˚q

1S4 1 1 1 1 1
Σ4 1 ´1 1 1 ´1
V4 3 1 ´1 0 ´1

Σ4 bC V4 3 ´1 ´1 0 1
W 2 0 2 ´1 0

.

12.4.5.2. — La théorie assure donc l’existence d’une représentation W de S4
irréductible, de degré 2, ayant le caractère indiqué ci-dessus. On peut en donner
une description un peu plus tangible, comme suit. On a construit à l’exemple 7.3.2
un morphisme surjectif φ : S4 Ñ S3 dont le noyau est le «groupe de Klein»
tId, p12qp34q, p13qp24q, p14qp23qu. Comme S4 est de cardinal 24, comme S3 est de
cardinal 6, et comme le groupe de Klein est de cardinal 4, l’égalité 24{4 “ 6 assure
que φ est surjectif.

Dès lors, la représentation V3 de S3, qui est irréductible et de dimension 2, induit
via φ une représentation de S4, qui est également irréductible et de dimension 2.
Elle coïncide donc nécessairement avec W – mais le lecteur soupçonneux est invité à
s’assurer que son caractère χV3 ˝ φ est bien égal à χW .
12.4.5.3. — Nous allons à titre d’exemple calculer la décomposition de V b2

4 comme
somme directe de représentations irréductibles de S4. Son caractère est égal à χ2

V4
. Il

envoie donc la classe c∅ sur 9, la classe cp˚˚q sur 1, la classe cp˚˚qp˚˚q sur 1, la classe
cp˚˚˚q sur 0, et la classe cp˚˚˚˚q sur 1. Nous allons maintenant calculer son produit
hermitien avec les différents caractères irréductibles de S4.



ALGÈBRE 1 177

xχV b2
4
, χ1S4

y “
1
24 p1 ¨ 9 ¨ 1 ` 6 ¨ 1 ¨ 1 ` 3 ¨ 1 ¨ 1 ` 8 ¨ 0 ¨ 1 ` 6 ¨ 1 ¨ 1q “ 1.

xχV b2
4
, χΣ4 y “

1
24 p1 ¨ 9 ¨ 1 ` 6 ¨ 1 ¨ p´1q ` 3 ¨ 1 ¨ 1 ` 8 ¨ 0 ¨ 1 ` 6 ¨ 1 ¨ p´1qq “ 0.

xχV b2
4
, χV4 y “

1
24 p1 ¨ 9 ¨ 3 ` 6 ¨ 1 ¨ 1 ` 3 ¨ 1 ¨ p´1q ` 8 ¨ 0 ¨ 0 ` 6 ¨ 1 ¨ p´1qq “ 1.

xχV b2
4
, χΣ4bCV4 y “

1
24 p1 ¨ 9 ¨ 3 ` 6 ¨ 1 ¨ p´1q ` 3 ¨ 1 ¨ p´1q ` 8 ¨ 0 ¨ 0 ` 6 ¨ 1 ¨ 1q “ 1.

xχV b2
4
, χW y “

1
24 p1 ¨ 9 ¨ 2 ` 6 ¨ 1 ¨ 0 ` 3 ¨ 1 ¨ 2 ` 8 ¨ 0 ¨ p´1q ` 6 ¨ 1 ¨ 0q “ 1.

Il vient V b2
4 » 1S4 ‘ V4 ‘ pΣ4 bC V4q ‘W.

12.4.5.4. — Nous allons calculer la décomposition de V4 bCW comme somme directe
de représentations irréductibles de S4. Son caractère est égal à χV4χW . Il envoie donc
la classe c∅ sur 6, la classe cp˚˚q sur 0, la classe cp˚˚qp˚˚q sur p´2q, la classe cp˚˚˚q sur
0, et la classe cp˚˚˚˚q sur 0. Nous allons maintenant calculer son produit hermitien
avec les différents caractères irréductibles de S4.

xχV4bCW , χ1S4
y “

1
24 p1 ¨ 6 ¨ 1 ` 6 ¨ 0 ¨ 1 ` 3 ¨ p´2q ¨ 1 ` 8 ¨ 0 ¨ 1 ` 6 ¨ 0 ¨ 1q “ 0.

xχV4bCW , χΣ4 y “
1
24 p1 ¨ 6 ¨ 1 ` 6 ¨ 0 ¨ p´1q ` 3 ¨ p´2q ¨ 1 ` 8 ¨ 0 ¨ 1 ` 6 ¨ 0 ¨ p´1qq “ 0.

xχV4bCW , χV4 y “
1
24 p1 ¨ 6 ¨ 3 ` 6 ¨ 0 ¨ 1 ` 3 ¨ p´2q ¨ p´1q ` 8 ¨ 0 ¨ 0 ` 6 ¨ 0 ¨ p´1qq “ 1.

xχV4bCW , χΣ4bCV4 y “
1
24 p1 ¨ 6 ¨ 3 ` 6 ¨ 0 ¨ p´1q ` 3 ¨ p´2q ¨ p´1q ` 8 ¨ 0 ¨ 0 ` 6 ¨ 0 ¨ 1q “ 1.

xχV4bCW , χW y “
1
24 p1 ¨ 6 ¨ 2 ` 6 ¨ 0 ¨ 0 ` 3 ¨ p´2q ¨ 2 ` 8 ¨ 0 ¨ p´1q ` 6 ¨ 0 ¨ 0q “ 0.

Il vient V4 bC W » V4 ‘ pΣ4 bC V4q.
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13. Généralités sur les formes quadratiques

Nous allons maintenant aborder la dernière partie de cours. Son but est
l’introduction d’une nouvelle notion, celle de forme quadratique, et l’étude de certains
groupes matriciels auxquels elle donne lieu. Ce chapitre sera consacré à un certain
nombre de résultats généraux ; un certain nombre de questions plus spécifiques seront
abordées dans le chapitre suivant (qui est aussi le dernier).

13.1. Définitions générales. — L’essentiel de ce chapitre concernera des espaces
vectoriels de dimension finie sur un corps de caractéristique différente de 2, mais les
définitions de bases peuvent s’énoncer sans ces hypothèses restrictives. On fixe un
corps k, pour le moment quelconque.

Définition 13.1.1. — Soit V un k-espace vectoriel. Une forme bilinéaire sur V
est une application bilinéaire b de V ˆ V vers k. On dit que b est symétrique (resp.
antisymétrique) si bpv, wq “ bpw, vq (resp. bpv, wq “ ´bpw, vq) pour tout pv, wq.

13.1.2. — Soit V un k-espace vectoriel. L’ensemble BilpV q des formes bilinéaires sur
V a une structure naturelle de k-espace vectoriel : si b et b1 sont deux telles formes et
si λ est un scalaire, on a

pb` b1qpv, wq “ bpv, wq ` b1pv, wq et pλbqpv, wq “ λbpv, wq

pour tout pv, wq P V 2. L’ensemble des formes bilinéaires symétriques (resp.
antisymétriques) sur V en est un sous-espace vectoriel. L’espace des formes bilinéaires
symétriques sur V sera noté SympV q (nous ne nous servirons guère des formes
antisymétriques dans ce cours et n’avons donc pas besoin d’introduire une notation
spécifique pour l’espace vectoriel de ces dernières).
13.1.3. Aspect calculatoire. — Soit V un k-espace vectoriel et soit peiqiPI une base
de V .

L’application linéaire de BilpV q dans kIˆI qui envoie une forme b sur la famille
bpei, ejqi,j est un isomorphisme. Sa réciproque envoie une famille paijq sur la forme
bilinéaire

´

ÿ

xiei,
ÿ

yiei

¯

ÞÑ
ÿ

i,j

aijxiyj .

Soit b une forme bilinéaire sur V . Pour tout pi, jq, posons aij “ bpei, ejq. La forme
b est symétrique (resp. antisymétrique) si et seulement si aij “ aji (resp. aij “ ´aji)
pour tout pi, jq. C’est en effet clairement nécessaire, et suffisant d’après la formule
ci-dessus qui reconstitue b à partir des aij .
13.1.4. Liens avec la dualité. — Soit V un k-espace vectoriel.
13.1.4.1. — Si b est une forme bilinéaire sur V , la formule v ÞÑ pw ÞÑ bpv, wqq

définit une application k-linéaire bg de V vers V ˚. L’application b ÞÑ bg établit une
bijection k-linéaire entre l’espace des formes bilinéaires sur V et celui des applications
k-linéaires de V vers V ˚, de réciproque ℓ ÞÑ ppv, wq ÞÑ ℓpvqpwqq.

On dispose d’une construction analogue à celle décrite ci-dessus en «échangeant la
gauche et la droite». Plus précisément, si b est une forme bilinéaire sur V , la formule
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v ÞÑ pw ÞÑ bpw, vqq définit une application k-linéaire bd de V vers V ˚. L’application
b ÞÑ bd établit une bijection k-linéaire entre l’espace des formes bilinéaires sur V et
celui des applications k-linéaires de V vers V ˚, de réciproque ℓ ÞÑ ppv, wq ÞÑ ℓpwqpvqq.

Il est clair que b est symétrique (resp. antisymétrique) si et seulement si bg “ bd
(resp. bg “ ´bd).
13.1.4.2. — Soit b une forme bilinéaire sur V . La transposée tbg est une application
k-linéaire de V ˚˚ vers V ˚. Si w est un vecteur de V on a les égalités

tbgpθV pwqq “ θV pwq ˝ bg

“ v ÞÑ θV pwqpbgpvqq

“ v ÞÑ bgpvqpwq

“ v ÞÑ bpv, wq

“ bdpwq.

On montrerait de même que tbdpθV pwqq “ bgpwq.
Supposons que V soit de dimension finie. Dans ce cas θV est un isomorphisme,

et modulo l’identification induite entre V et V ˚˚ ce qui précède peut simplement
se récrire tbg “ bd et tbd “ bg. Ainsi, b est symétrique (resp. antisymétrique) si et
seulement si tbg “ bg (resp. tbg “ ´bg), ou encore si et seulement si tbd “ bd (resp.
tbd “ ´bd).

Définition 13.1.5. — Soit V un k-espace vectoriel. Une application q : V Ñ k est
appelée une forme quadratique sur V s’il existe une forme linéaire b sur V telle que
qpvq “ bpv, vq pour tout v P V . Nous dirons que q est la forme quadratique définie
par b.

Remarque 13.1.6. — Soit q une forme quadratique sur V , définie par une forme
bilinénaire b. Il est immédiat que qpλvq “ λ2qpvq pour tout v P V et tout λ P k, et
que qpv ` wq “ qpvq ` qpwq ` bpv, wq ` bpw, vq pour tout pv, wq P V 2.

13.1.7. — Soit V un k-espace vectoriel. L’ensemble QuadpV q des formes
quadratiques sur V a une structure naturelle de k-espace vectoriel : si q et q1 sont
deux telles formes et si λ est un scalaire, on a

pq ` q1qpvq “ qpvq ` q1pvq et pλqqpvq “ λqpvq

pour tout v P V .
13.1.8. Aspect calculatoire. — Soit V un k-espace vectoriel et soit peiqiPI une base
de V .
13.1.8.1. — Soit q une forme quadratique sur V . Il existe une unique famille
ppAiqi, pAti,juqti,juq de scalaires paramétrée d’une part par I et d’autre part par
l’ensemble des paires d’éléments de I (par paire, nous entendons partie de cardinal
exactement 2) telle que

q
´

ÿ

xiei

¯

“
ÿ

i

Aix
2
i `

ÿ

ti,ju

Ati,juxixj

pour toute famille pxiqiPI de scalaires presque tous nuls.
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Justifions cette assertion. Remarquons tout d’abord que si ppAiqiPI , pAti,juqti,juq

est une famille comme ci-dessus on a alors nécessairement Ai “ qpeiq pour tout i et

Ati,ju “ qpei ` ejq ´Ai ´Aj

pour toute paire ti, ju, ce qui assure l’unicité de la famille ppAiq, pAti,juqq.
Montrons maintenant son existence. Choisissons une forme bilinéaire b qui définit

q, et posons aij “ bpei, ejq pour tout i. On a alors pour toute famille pxiq de scalaires
presque tous nuls les égalités

q
´

ÿ

xiei

¯

“ bp
ÿ

xiei,
ÿ

xieiq

“
ÿ

i,j

aijxixj

“
ÿ

i

aiix
2
i `

ÿ

ti,ju

paij ` ajiqxixj .

On voit donc que si l’on pose Ai “ aii pour tout i et Ati,ju “ aij ` aji pour toute
paire ti, ju, la famille ppAiq, pAti,juqq satisfait les conditions requises.
13.1.8.2. — Réciproquement, donnons-nous une famille de scalaires
ppAiqi, pAti,juqti,juq. L’application

q : V Ñ k,
ÿ

xiei ÞÑ
ÿ

i

Aix
2
i `

ÿ

ti,ju

Ati,juxixj

est alors une forme quadratique sur V .
Pour le voir, il s’agit de montrer l’existence d’une forme bilinénaire b sur V qui

définit q. Or la base peiq étant fixée, se donner une forme bilinéaire b sur V revient
à se donner une famille paijq de scalaires (à savoir la famille pbpei, ejqq, cf. 13.1.3).
Et si l’on se donne une famille paijq de scalaires, il résulte de 13.1.8.1 que la forme
bilinéaire associée définit q si et seulement si aii “ Ai pour tout i et aij `aji “ Ati,ju

pour toute paire ti, ju.
Mais il est immédiat qu’il existe une famille paijq satisfaisant ces conditions : il suffit

de poser aii “ Ai pour tout i et, pour toute paire ti, ju, de prendre aij quelconque et
aji égal à Ati,ju ´ aij .

Notons par contre qu’on n’a pas unicité de la famille paijq (c’est-à-dire de la forme
b définissant q), du moins dès que l’ensemble I contient au moins une paire ti, ju,
c’est-à-dire dès que |I| ě 2 : en effet dans ce cas on voit que aij peut être choisi
arbitrairement.

Toutefois l’ambiguïté disparaît si la caractéristique de k est différente de 2 et si
l’on impose en plus à b d’être symétrique, comme en atteste le lemme qui suit.

Lemme 13.1.9. — Supposons que la caractéristique de k est différente de 2, soit
V un k-espace vectoriel et soit q une forme quadratique sur V . Il existe une unique
forme bilinéaire symétrique b sur V qui définit q ; elle est donnée par la formule

bpv, wq “
qpv ` wq ´ qpvq ´ qpwq

2 .
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Démonstration. — Commençons par l’unicité. Soit b une forme bilinéaire symétrique
définissant q. On a alors pour tout pv, wq P V 2 les égalités

qpv ` wq “ bpv ` w, v ` wq

“ bpv, vq ` 2bpv, wq ` bpw,wq

“ qpvq ` 2pb, v, wq ` qpwq.

Ainsi, on a nécessairement bpv, wq “ 1
2 pqpv`wq ´ qpvq ´ qpwqq ce qui montre à la fois

que b est unique et qu’elle est donnée par la formule requise.
Montrons maintenant l’existence de b. Choisissons une forme bilinéaire arbitraire

β qui définit q. L’application

b : pv, wq ÞÑ
βpv, wq ` βpw, vq

2
est une forme bilinéaire sur V , symétrique par construction. Et l’on a pour tout v P V
l’égalité

bpv, vq “
βpv, vq ` βpv, vq

2 “ βpv, vq “ qpvq.

Ainsi, b définit q.

Remarque 13.1.10. — Conservons les notations du lemme 13.1.9. Soit peiq une
base de V et soit ppAiq, pAti,juq la famille de scalaires telle que q soit donnée par la
formule

ÿ

xiei ÞÑ
ÿ

i

Aix
2
i `

ÿ

ti,ju

Ati,juxixj ;

pour tout pi, jq, posons paijq “ bpei, ejq. On a alors aii “ ai pour tout indice i et
aij “ aji “ Ati,ju{2 pour toute paire ti, ju (cela découle par exemple de l’expression
de b à partir de q fournie par le lemme ; on peut aussi remarquer directement que
la forme bilinéaire associée à la famille paijq ci-dessus est symétrique, et définit q en
vertu de 13.1.8.1).

Remarque 13.1.11. — Le lemme 13.1.9 peut se reformuler comme suit : si k est
de caractéristique différente de 2 et si V est un k-espace vectoriel, b ÞÑ pv ÞÑ bpv, vqq

établit une bijection linéaire entre SympV q et QuadpV q, dont la réciproque est donnée
par la formule q ÞÑ ppv, wq ÞÑ

qpv`wq´qpvq´qpwq

2 q.

13.2. Formes bilinéaires symétriques en dimension finie. — Après ces
généralités, nous allons nous concentrer sur le cas de la dimension finie. Le corps
k est encore (pour un moment) supposé quelconque.
13.2.1. Matrice d’une forme bilinéaire dans une base. — Soit V un k-espace vectoriel
de dimension finie et soit B “ peiqiPI une base de V . Soit b une forme bilinéaire sur
V ; pour tout pi, jq, posons aij “ bpei, ejq. La matrice M :“ paijq est appelée matrice
de b dans la base B. La forme bilinéaire b est symétrique (resp. antisymétrique) si et
seulement si c’est le cas de M .
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13.2.1.1. Expression matricielle de b. — Soient v et w deux vecteurs de V . Écrivons
v “

ř

xiei et w “
ř

yiei, et notons X (resp. Y ) la famille pxiq (resp. pyiq) vue comme
vecteur colonne. On a alors

bpv, wq “
ÿ

ij

aijxiyj “ tXMY.

13.2.1.2. Interprétation conceptuelle de M . — Soit bd l’application linéaire de V
vers V ˚ associée à b et définie en 13.1.4.1. En identifiant V ˚˚ à V on a pour tout
indice j l’égalité

e˚˚
i pbdpejqq “ bdpejqpeiq “ bpei, ejq “ aij .

Par conséquent, M est la matrice de l’application bd dans les bases peiq et pe˚
i q.

13.2.1.3. Formules de changement de base. — Soit C une autre base de V , et soit
P la matrice de passage de B à C . La matrice P peut s’interpréter comme la matrice
de l’identité dans les bases C (au départ) et B (à l’arrivée). Par conséquent, tP
s’interprète comme la matrice de l’identité dans les bases duales B˚ et C ˚.

Soit N la matrice de b dans la base C . Comme M (resp. N) s’interprète comme la
matrice de bd dans les bases B et B˚ (resp. C et C ˚), il vient

N “ tPMP.

13.2.2. Rang d’une fome bilinéaire. — Soit b une forme bilinéaire sur un k-espace
vectoriel V de dimension finie. Les applications bg et bd de V vers V ˚ sont transposées
l’une de l’autre modulo l’identification canonique entre V et V ˚˚ (13.1.4 et sq.) ; elles
ont donc même rang, et ce rang commun est appelé le rang de la forme bilinéaire b.

Si B est une base de V et si M désigne la matrice de b dans B, le rang de b est
égal au rang de M : c’est une conséquence de 13.2.1.2.

On dit que b est non dégénérée si son rang est égal à dimV . C’est le cas si et
seulement si bg est bijective, ou encore si et seulement si bd est bijective. Cela revient
également à demander que M soit inversible.
13.2.3. Noyau d’une forme bilinéaire symétrique. — Soit b une forme bilinéaire
symétrique sur un k-espace vectoriel V de dimension finie.
13.2.3.1. — Par symétrie de b, les applications bg et bd coïncident, et leur noyau
commun est appelé le noyau de la forme bilinéaire b ; il est noté Kerpbq. La forme b
est non dégénérée si et seulement si Kerpbq “ t0u.

Concrètement, un vecteur v de V appartient au noyau de b si et seulement si
bpv, wq “ 0 pour tout w P V , ou encore si et seulement si bpw, vq “ 0 pour tout v P V .

Si B est une base de V et si M désigne la matrice de b dans B, un vecteur v de V
appartient à Kerpbq si et seulement si le vecteur colonne C de ses coordonnées dans
la base B satisfait l’égalité MC “ 0 : c’est une simpe conséquence du fait que M est
la matrice de l’application bd dans les bases B et B˚.
13.2.3.2. — Posons W “ Kerpbq. Si v1 et v2 sont deux éléments de V , et si w1 et
w2 sont deux éléments de W , il est immédiat que bpv1 ` w1, v2 ` w2qq “ bpv1, v2q. Il
s’ensuit que b induit par passage au quotient une forme bilinéaire symétrique b sur
V {W , telle que bpv1, v2q “ bpv1, v2q pour tout couple pv1, v2q d’éléments de V . Si v
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appartient à V , sa classe v appartient au noyau de b si et seulement si bpv, v1q “ 0
pour tout v1 P V , c’est-à-dire si et seulement si v P W , ou encore si et seulement si
v “ 0. Par conséquent, b est non dégénérée.
13.2.4. Orthogonalité. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et soit b
une forme bilinéaire symétrique sur V . On dit que deux vecteurs v et w de V sont
orthogonaux (relativement à b) si bpv, wq “ 0 ; on dit que deux sous-espaces vectoriels
W et W 1 de V sont orthogonaux si tout vecteur de W est orthogonal à tout vecteur
de W 1. On appelle orthogonal d’un sous-espace vectoriel W de V , et l’on note WK, le
sous-espace vectoriel de V formé des vecteurs w qui sont orthogonaux à tout vecteur
de W .

Remarquons que par définition, v appartient à l’orthogonal de W relativement à b
si et seulement si bgpvq appartient l’orthogonal de W au sens de la dualité.

Remarquons aussi que V K est par définition égal au noyau de b et plus généralement
que Kerpb|W q “ W XWK.

Il est clair que W Ă pWKqK, et que si U est un sous-espace vectoriel de V tel que
U Ă W alors UK Ą WK.

Proposition 13.2.5. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et soit b
une forme bilinéaire symétrique sur V . Soit W un sous-espace vectoriel de V .

(1) On a l’égalité dimW ` dimWK “ dimV ` dim Kerpbq XW .
(2) Si b est non dégénérée, dimW ` dimWK “ dimV et pWKqK “ W .
(3) On a V “ W ‘ WK si et seulement si b|W est non dégénérée, c’est-à-dire si et

seulement si W XWK “ t0u.

Démonstration. — Commençons par (1). Supposons tout d’abord que b est non
dégénérée, et notons W 1 l’orthogonal de W au sens de la dualité. On a WK “ b´1

g pW 1q,
et comme b est non dégénérée bg est bijective et il vient

dimWK “ dimW 1 “ dimV ´ dimW,

ce qui montre (1) dans ce cas particulier.
Traitons maintenant le cas général. La forme b induit une forme bilinéaire

symétrique non dégénérée b sur V {Kerpbq (13.2.3.2). L’image de W dans le quotient
V {Kerpbq s’identifie à W {pKerpbq X W q ; comme Kerpbq “ V K Ă WK, l’image de
WK dans V {Kerpbq s’identifie à WK{Kerpbq. Soit v P V . Son image v dans V {Kerpbq
appartient à l’orthogonal de W {pKerpbq{ X W q “ twuwPW si et seulement si on a
bpv, wq “ 0 pour tout w appartenant à W , c’est-à-dire encore si et seulement si
bpv, wq “ 0 pour tout w P W , ce qui revient à demander que v P WK. Par conséquent,

pW {pKerpbq XW qqK “ tvuvPWK “ WK{Kerpbq.

On a alors les égalités
dimWK ´ dim Kerpbq “ dimWK{Kerpbq

“ dimpW {pKerpbq XW qK

“ dimV {Kerpbq ´ dimW {pKerpbq XW q

“ dimV ´ dim Kerpbq ´ dimW ` dimpKerpbq XW q,
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où la troisième égalité découle du cas non dégénéré déjà traité. Il vient

dimW ` dimWK “ dimV ` dim Kerpbq XW,

ce qui termine de montrer (1).
Montrons (2). Si b est non dégénérée on a Kerpbq “ t0u et (1) entraîne donc

que dimW ` dimWK “ dimV . En appliquant cette égalité à l’espace WK on voit
que dimpWKqK ` dimWK “ dimV , et partant que dimpWKqK “ dimW . Puisque
W Ă pWKqK on a finalement pWKqK “ W .

Montrons enfin (3). Si V “ W ‘ WK on a évidemment W X WK “ t0u.
Réciproquement, supposons que W X WK “ Kerpb|W q “ t0u. Puisque Kerpbq Ă WK

on a a fortiori Kerpbq XW “ t0u. En vertu de (1) ceci entraîne que dimW ` dimWK

est égal à dimV . Puisque W XWK “ t0u il en résulte que V “ W ‘WK.

Commentaires 13.2.6. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie n, et soit
b une forme bilinéaire sur V . Si W est un sous-espace vectoriel de V , l’assertion (1) de
la proposition 13.2.5 montre que dimW`dimWK “ n`dim KerpbqXW . En particulier
dimW`dimWK ě n, et l’inégalité peut être stricte : par exemple dans le cas extrême
où b est la forme bilinéaire nulle, on a WK “ V et donc dimW`dimWK “ n`dimW ,
qui est strictement supérieur à n dès que W est non nul.

Si l’on suppose que la forme b est non dégénérée on a Kerpbq “ t0u, si bien que
dimW ` dimWK “ n. Mais cela ne signifie pas pour autant que V “ W ‘WK.

En fait, il résulte de l’assertion (3) de la proposition 13.2.5 que V “ W ‘WK si et
seulement si WK XW “ t0u (indépendamment du fait que b soit dégénérée ou non),
et les deux exemples qui suivent attestent d’une part qu’il est possible que b soit non
dégénérée et qu’il existe un sous-espace W de V tel que W X WK ‰ t0u, et d’autre
part qu’il est possible que b soit dégénérée et qu’il existe un sous-espace vectoriel non
trivial W de V tel que V “ W ‘WK.

Exemple 13.2.7. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension 2 et soit pe1, e2q une
base de V . Soit b la forme bilinéaire symétrique sur V de matrice

ˆ

0 1
1 0

˙

dans la base pe1, e2q ; en d’autres termes, b est définie par la formule

bpx1e1 ` x2e2, y1e1 ` y2e2q “ x1y2 ` x2y1.

La matrice de b étant visiblement inversible, b est non dégénérée.
Puisque b est non dégénérée, pke1qK est de dimension 2 ´ 1 “ 1. Mais comme

bpe1, e1q “ 0, on a ke1 Ă pke1qK et finalement pke1qK “ ke1 (on peut aussi le déduire
directement de la formule décrivant b). On montre de même que pke2qK “ ke2.

Exemple 13.2.8. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension 2 et soit pe1, e2q une
base de V . Soit b la forme bilinéaire symétrique sur V de matrice

ˆ

1 0
0 0

˙
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dans la base pe1, e2q ; en d’autres termes, b est définie par la formule
bpx1e1 ` x2e2, y1e1 ` y2e2q “ x1y1.

La matrice de b n’est pas inversible, et b est donc dégénérée. Son noyau est égal à
ke2 : on le déduit de sa détermination matricielle (13.2.3.1), ou directement de la
formule décrivant b que l’on vient de donner. Cette même formule montre aussi que
pke1qK “ ke2 ; on a donc V “ pke1q ‘ pke1qK.

13.3. Diagonalisation des formes quadratiques. — On suppose à partir de
maintenant que k est de caractéristique différente de 2. Si V est un k-espace on dispose
donc d’un isomorphisme canonique entre les espaces SympV q et QuadpV q (lemme
13.1.9, remarque 13.1.11). Nous parlerons donc de la forme bilinéaire symétrique
associée à une forme quadratique, et vice-versa.
13.3.1. — La notion de forme bilinéaire symétrique associée à une forme quadratique
permet d’étendre aux formes quadratiques le vocabulaire introduit pour les formes
bilinéaires symétriques. Nous appellerons ainsi noyau (resp. rang, resp. matrice dans
une base donnée) d’une forme quadratique définie sur un k-espace vectoriel de
dimension finie V le noyau (resp. le rang, resp. la matrice dans la base en question)
de la forme bilinéaire associée.

Définition 13.3.2. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et soit q une
forme quadratique sur V . Un vecteur v de V est dit isotrope pour la forme q si qpvq “ 0
et anisotrope dans le cas contraire. Le cône isotrope de la forme q est l’ensemble des
vecteurs de V qui sont isotropes pour q. Un sous-espace vectoriel W de V est dit
anisotrope (resp. isotrope, totalement isotrope) pour q si l’intersection de W avec le
cône isotrope de q est nulle (resp. non nulle, égale à W tout entier). On dit parfois
que q est anisotrope (resp. . . .) pour signifier que V est anisotrope (resp. . . .) pour q.

Commentaires 13.3.3. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et soit
q une forme quadratique sur V . Si la forme q est clairement indiquée par le contexte,
on parlera simplement de vecteur isotrope, de sous-espace isotrope, de cône isotrope,
sans mentionner explicitement q à chaque fois ; et lorsqu’on parlera d’orthogonalité, ce
sera sauf mention expresse du contraire en référence à la forme bilinéaire symétrique
associée à q.

Mentionnons incidemment qu’un sous-espace W de V est totalement isotrope si et
seulement si q|W “ 0, et que W est à la fois anisotrope et totalement isotrope si et
seulement si W “ t0u.

Remarque 13.3.4. — Soit q une forme quadratique sur un k-espace vectoriel V de
dimension finie et soit b la forme bilinéaire associée. On a alors

Kerpqq “ Kerpbq “ tv P V,@w P V, bpv, wq “ 0u Ă tv P V, qpvq “ 0u.

Le noyau de q est donc contenu dans son cône isotrope, mais l’inclusion est stricte
en générale. En fait, le cône isotrope n’a même aucune raison d’être un sous-espace
vectoriel de V ; sa définition montre qu’il est stable sous la multiplication par les
scalaires (d’où le terme «cône»), mais il peut très bien ne pas l’être sous l’addition,
comme en atteste l’exemple ci-dessous.
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Exemple 13.3.5. — Reprenons les notations V , e1, e2 et b de l’exemple 13.2.7 ; soit
q la forme quadratique associée à b. Elle est donnée par la formule

qpxe1 ` ye2q “ 2xy.
Le noyau de q est par définition égal au noyau de b qui est trivial (on a vu en loc.
cit. que b est non dégénérée). Quant à son cône isotrope, c’est l’ensemble des vecteurs
de V de la forme xe1 ` ye2 avec 2xy “ 0 ; c’est donc la réunion des deux droites
vectorielles ke1 et ke2 (rappelons que k est désormais de caractéristique différente de
2), qui n’est évidemment pas stable par addition (par exemple, elle ne contient pas
e1 ` e2).

13.3.6. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et soit q une forme
quadratique sur V . Soit peiq une base de V . On sait que la forme q est donnée par
une formule du type

ř

xiei ÞÑ
ř

iAix
2
i `

ř

ti,ju Ati,juxixj où les Ai et les Ati,ju sont
des scalaires uniquement déterminés (13.1.8.1). Si l’on désigne par pXiq la base duale
de peiq on peut donc écrire q “

ř

iAiX
2
i `

ř

ti,ju Ati,juXiXj . Il résulte par ailleurs de
la remarque 13.1.10 que la matrice de q dans base peiq a pour terme général aij où
ai,i “ Ai pour tout i, et aij “ aji “ Ati,ju{2 pour tout pi, jq.

Exemple 13.3.7. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension 3 et soit B une base
de V de base duale notée pX,Y, Zq. Posons

q “ X2 ` 2Y 2 ´ 3Z2 `XY ` 2Y Z ´ 5XZ.
La matrice de q dans B est alors égale à

¨

˝

1 1
2 ´ 5

21
2 2 1

´ 5
2 1 ´3

˛

‚.

Remarque 13.3.8. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et soit q une
forme quadratique sur V . Soit v un vecteur non nul de V . La restriction q|kv a pour
matrice rqpvqs dans la base v. Par conséquent, q|kv est non dégénérée si et seulement
si v est anisotrope. En vertu de l’assertion (3) de la proposition 13.2.5, il s’ensuit que
si v est anisotrope, V “ kv ‘ pkvqK.

13.3.9. — Soit q une forme quadratique sur un k-espace vectoriel V de dimension
finie. Soit peiq une base de V , de base duale pXiq. Les assertions suivantes sont
visiblement équivalentes :

(i) q est de la forme
ř

aiX
2
i ;

(ii) la matrice de q dans la base peiq est diagonale ;
(iii) les ei sont deux à deux orthogonaux.

Si elles sont satisfaites, la matrice de q dans la base peiq est Diagpaiqi, et le rang de
q est donc le cardinal de ti, ai ‰ 0u.

Théorème 13.3.10 (diagonalisation des formes quadratiques)
Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et soit q une forme quadratique

sur V . Il existe une base de V dans laquelle la matrice de q est diagonale.
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Démonstration. — On raisonne par récurrence sur n :“ dimV . Si n “ 0 alors V “ t0u

et la base vide de V (la seule qui existe !) convient. Supposons maintenant n ą 0 et
le résultat vrai en dimension n´ 1. On distingue deux cas.

Supposons que q est nulle. Dans ce cas, n’importe quelle base de V convient.
Supposons que q est non nulle. Elle possède alors un vecteur anisotrope v. D’après

la remarque 13.3.8, on a V “ kv ‘ pkvqK. La dimension de pkvqK est alors égale à
n´ 1. En vertu de l’hypothèse de récurrence, il existe une base pe2, . . . , enq de pkvqK

dans laquelle la matrice de q|pkvqK est diagonale, ce qui revient à dire que les ei sont
deux à deux orthogonaux. Les vecteurs de la base pv, e2, . . . , enq de V sont alors deux
à deux orthogonaux, et la matrice de q dans pv, e2, . . . , enq est donc diagonale.

Remarque 13.3.11. — Compte-tenu de l’effet d’un changement de base sur la
matrice d’une forme quadratique (13.2.1.3), le théorème ci-dessus peut se reformuler
ainsi : pour tout entier n et toute matrice symétrique M appartenant à Mnpkq, il
existe une matrice P P GLnpkq telle que tPMP soit diagonale.

13.3.12. Algorithme de Gauß. — Nous allons maintenant décrire un algorithme
rapide de diagonalisation d’une forme quadratique. Plus précisément, cet algorithme
permet, partant d’une forme quadratique q, d’obtenir une écriture sous la forme
q “

ř

aℓφ
2
ℓ où les aℓ sont des scalaires et où les φℓ sont des formes linéaires

linéairement indépendantes sur k. Pour obtenir une base de diagonalisation de q il
suffit alors de prolonger pφℓq en une base de V ˚, puis de prendre sa base antéduale ;
dans celle-ci la matrice de q sera diagonale, avec pour coefficients les aℓ ainsi qu’un
certain nombre de zéros (autant que de formes rajoutées pour compléter pφℓq en une
base). Le rang de q sera donc égal au nombre de aℓ non nuls.

Le principe de l’algorithme est le suivant. On suppose donnée une famille libre
pXiq de V ˚, et une écriture de q de la forme

ř

iAiX
2
i `

ř

ti,ju Ati,juXiXj . Nous allons
expliquer comment écrire q “

ř

aℓφ
2
ℓ où les aℓ sont des scalaires et où les φℓ sont

linéairement indépendantes et appartiennent à VectpXiq. On procède récursivement
sur le nombre n de formes Xi. On considère donc qu’on sait faire tourner l’algorithme
pour les entiers ă n, et on distingue plusieurs cas.

Supposons qu’il existe i tel que Ai ‰ 0. On écrit alors

q “ AiXi

˜

Xi `
ÿ

j‰i

Ati,ju

Ai
Xj

¸

` q1,

où q1 s’écrit comme un polynôme homogène de degré 2 en les Xj pour j ‰ i. On a

Xi

˜

Xi `
ÿ

j‰i

Ati,ju

Ai
Xj

¸

“

˜

Xi `
ÿ

j‰i

Ati,ju

2Ai
Xj

¸2

´
1
4

˜

ÿ

j‰i

Ati,ju

Ai
Xj

¸2

,

si bien qu’on peut écrire

q “ Ai

˜

Xi `
ÿ

j‰i

Ati,ju

2Ai
Xj

¸2

` q2,
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où q2 s’écrit là encore un polynôme homogène de degré 2 en les Xj pour j ‰ i. En
appliquant l’algorithme à q2 (qui ne met en jeu que n ´ 1 formes) on obtient une
écriture q2 “

ř

aℓψ
2
ℓ , où les ψℓ sont des formes linéaires linéairement indépendantes

appartenant à VectpXjqj‰i. Par ailleurs ψ :“ Xi `
ř

j‰i
Ati,ju

2Ai
Xj n’appartient pas à

VectpXjqj‰i (en raison de la présence du terme Xi dans son écriture) ; la forme ψ et
les ψℓ constituent donc une famille d’éléments linéairement indépendants de VectpXjq

(où j “ i est désormais autorisé), et q “ Aiψ
2 `

ř

aℓψ
2
ℓ , ce qui termine l’algorithme.

Supposons maintenant que tous les Ai sont nuls. Si tous les Ati,ju sont nuls aussi
il n’y a rien à faire (on a q “ 0 et on peut prendre pour φℓ la famille vide de formes).
Supposons maintenant qu’il existe une paire ti, ju telle que Ati,ju ‰ 0. On a

q “ Ati,ju

˜

XiXj `Xi

ÿ

r‰i,r‰j

Ati,ru

Ati,ju

Xr `Xj

ÿ

r‰i,r‰j

Atj,ru

Ati,ju

Xr

¸

` q1,

où q1 s’écrit comme un polynôme homogène de degré 2 en les Xr pour r R ti, ju.
La forme quadratique

XiXj `Xi

ÿ

r‰i,r‰j

Ati,ru

Ati,ju

Xr `Xj

ÿ

r‰i,r‰j

Atj,ru

Ati,ju

Xr

peut par ailleurs se récrire
˜

Xi `
ÿ

r‰i,r‰j

Atj,ru

Ati,ju

Xr

¸ ˜

Xj `
ÿ

r‰i,r‰j

Ati,ru

Ati,ju

Xr

¸

´

˜

ÿ

r‰i,r‰j

Atj,ru

Ati,ju

Xr

¸ ˜

ÿ

r‰i,r‰j

Ati,ru

Ati,ju

Xr

¸

,

si bien qu’on a

q “ Ati,ju

˜

Xi `
ÿ

r‰i,r‰j

Atj,ru

Ati,ju

Xr

¸ ˜

Xj `
ÿ

r‰i,r‰j

Ati,ru

Ati,ju

Xr

¸

` q2,

où q2 est un certain un polynôme homogène de degré 2 en les Xr pour r R ti, ju.
En posant

φ “ Xi `
ÿ

r‰i,r‰j

Atj,ru

Ati,ju

Xr et ψ “ Xj `
ÿ

r‰i,r‰j

Ati,ru

Ati,ju

Xr,

on a
q “ Ati,juφψ ` q2 “ Ati,ju

pφ` ψq2

4 ´Ati,ju

pφ´ ψq2

4 ` q2.

En appliquant l’algorithme à q2 (qui ne met en jeu que n´2 formes) on obtient une
écriture q2 “

ř

aℓψ
2
ℓ , où les ψℓ sont des formes linéaires linéairement indépendantes

appartenant à VectpXrqrRti,ju.
Si λ et µ sont deux éléments de k tels que λpφ ` ψq ` µpφ ´ ψq appartienne à

VectpXrqrRti,ju on voit en considérant les coefficients de Xi et Xj que λ “ µ “ 0.
Par conséquent φ`ψ,φ´ψ et les ψℓ constituent une famille d’éléments linéairement
indépendants de VectpXrq (où r “ i et r “ j sont désormais autorisés), et

q “ Ati,ju

pφ` ψq2

4 ´Ati,ju

pφ´ ψq2

4 `
ÿ

aℓψ
2
ℓ ,
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ce qui termine l’algorithme.

Exemple 13.3.13. — Soit V un k-plan vectoriel, soit pe1, e2q une base de V et soit
pX,Y q sa base duale. Notons q la forme quadratique X2 ` 3XY ´ 5Y 2 sur V . La
mise en œuvre de l’algorithme de Gauß est très rapide ; en l’appliquant, on obtient
les égalités

q “ XpX ` 3Y q ´ 5Y 2 “ pX ` 3Y {2q2 ´ 9{4Y 2 ´ 5Y 2.

Si l’on pose S “ X ` 3Y {2 alors pS, Y q est une base de V ˚ et q “ S2 ´ p29{4qY 2.
Si pf1, f2q désigne la base antéduale de pS, Y q, la matrice de q dans pf1, f2q est donc
diagonale, et plus précisément égale à

ˆ

1 0
0 ´29{4

˙

.

Le rang de q vaut 2 si la caractéristique de k est différente de 29, et 1 sinon.
Comment trouver la base pf1, f2q ? Attention : ce n’est pas pe1 ` 3{2e2, e2q comme

on pourrait être tenté de l’écrire. On raisonne comme suit. Soit P la matrice de
passage de pe1, e2q à pf1, f2q. C’est la matrice de l’identité de pf1, f2q dans pe1, e2q.
Par conséquent, tP est la matrice de l’identité de pe˚

1 , e
˚
2 q dans pf˚

1 , f
˚
2 q, et tP´1 est dès

lors la matrice de l’identité de pf˚
1 , f

˚
2 q dans pe˚

1 , e
˚
2 q, c’est-à-dire la matrice de passage

de pe˚
1 , e

˚
2 q à pf˚

1 , f
˚
2 q. Or pe˚

1 , e
˚
2 q “ pX,Y q et pf˚

1 , f
˚
2 q “ pS, Y q “ pX ` 3Y {2, Y q. Il

vient
tP´1 “

ˆ

1 0
3{2 1

˙

,

c’est-à-dire
P´1 “

ˆ

1 3{2
0 1

˙

,

et finalement
P “

ˆ

1 ´3{2
0 1

˙

,

si bien que f1 “ e1 et f2 “ ´p3{2qe1 ` e2.

Exemple 13.3.14. — Soit V un k-plan vectoriel, soit pe1, e2q une base de V et soit
pX,Y q sa base duale. Notons q la forme quadratique XY sur V . La mise en œuvre de
l’algorithme de Gauß est très rapide ; en l’appliquant, on obtient les égalités

q “ XY “
pX ` Y q2

4 ´
pX ´ Y q2

4 .

Si l’on pose S “ X`Y et T “ X´Y alors pS, T q est une base de V ˚ et q “ S2{4´T 2{4.
Si pf1, f2q désigne la base antéduale de pS, Y q, la matrice de q dans pf1, f2q est donc
diagonale, et plus précisément égale à

ˆ

1{4 0
0 ´1{4

˙

.

Le rang de q est égal à 2.
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La matrice de passage de pX,Y q à pS, T q est égale à
ˆ

1 1
1 ´1

˙

.

Par conséquent, la matrice de passage P de pe1, e2q à pf1, f2q vérifie l’égalité

tP´1 “

ˆ

1 1
1 ´1

˙

,

ce qui veut dire que

P´1 “

ˆ

1 1
1 ´1

˙

puis que

P “

ˆ

1{2 1{2
1{2 ´1{2

˙

.

Par conséquent f1 “ p1{2qe1 ` p1{2qe2 et f2 “ p1{2qe1 ´ p1{2qe2.

Exemple 13.3.15. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension 3, soit pe1, e2, e3q

une base de V et soit pX,Y, Zq sa base duale. Désignons par q la forme quadratique
XY ` Y Z `XZ sur V .

Mettons en œuvre l’algorithme de Gauß. Il vient
q “ XY ` Y Z `XZ

“ pX ` ZqpY ` Zq ´ Z2

“
pX ` Y ` 2Zq2

4 ´
pX ´ Y q2

4 ´ Z2.

Posons S “ X ` Y ` 2Z et T “ X ´ Y . La famille pS, T, Zq est une base de V ˚ et
q “ S2{4 ´T 2{4 ´Z2. Si pf1, f2, f3q désigne la base antéduale de pS, T, Zq, la matrice
de q dans pf1, f2, f3q est diagonale, et plus précisément égale à

¨

˝

1{4 0 0
0 ´1{4 0
0 0 ´1

˛

‚.

La forme q est de rang 3.
La matrice de passage de pX,Y, Zq à pS, T, Zq est égale à

¨

˝

1 1 0
1 ´1 0
1 0 1

˛

‚.

Si P désigne la matrice de passage de pe1, e2, e3q à pf1, f2, f3q on a donc

tP´1 “

¨

˝

1 1 0
1 ´1 0
2 0 1

˛

‚,

c’est-à-dire

P´1 “

¨

˝

1 1 2
1 ´1 0
0 0 1

˛

‚,
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et finalement

P “

¨

˝

1{2 1{2 ´1
1{2 ´1{2 ´1
0 0 1

˛

‚.

En conséquence on a :

f1 “ p1{2qe1 ` p1{2qe2

f2 “ p1{2qe1 ´ p1{2qe2

f3 “ ´e1 ´ e2 ` e3.

13.4. Généralités sur les isométries. — Lorsqu’on s’intéresse aux k-espaces
vectoriels munis de formes quadratiques (ou de formes bilinéaires symétriques, ce qui
revient au même), il est naturel de considérer les applications linéaires compatibles
aux formes en question ; cela va conduire à la notion d’isométrie. Avant de la présenter,
nous allons introduire un peu de vocabulaire.
13.4.1. — Nous appellerons k-espace quadratique un k-espace vectoriel V de
dimension finie muni d’une forme quadratique q. S’il n’est pas nécessaire de
mentionner explicitement la forme, nous nous contenterons de nommer l’espace ; nous
pourrons donc écrire des phrases comme «soit V un k-espace quadratique». S’il nous
faut être plus précis, nous écrirons «soit pV, qq un k-espace quadratique», voire «soit
pV, q, bq» un espace quadratique pour indiquer que la forme bilinéaire associée à q est
notée b (mais la donnée de b est redondante, puisqu’elle est entièrement déterminée
par q).

On dira qu’un k-espace quadratique pV, q, bq est non dégénéré si q est non dégénérée,
qu’il est totalement isotrope si q “ 0, et qu’il est anisotrope si le cône isotrope
de q est réduit à t0u (remarquons que comme le noyau d’une forme quadratique
est contenu dans son cône isotrope, tout k-espace quadratique anisotrope est non
dégénéré). Lorsqu’on parlera d’orthogonalité ou d’isotropie dans l’espace V , ce sera
toujours en référence à q et b.

Tout sous-espace vectoriel d’un sous-espace quadratique hérite (par restriction)
d’une structure naturelle d’espace quadratique.

Si pV, q, bq est un k-espace quadratique, V {Kerpbq hérite via la forme b induite par
b (13.2.3.2) d’une structure de k-espace quadratique non dégénéré.
13.4.2. Sommes directes orthogonales : le cas interne. — Soit pV, q, bq un k-espace
quadratique. Si pViq est une famille finie de sous-espaces vectoriels de V , nous écrirons

V “
K

À

Vi pour signifier que V est somme directe des Vi et que ces derniers sont deux
à deux orthogonaux. On suppose à partir de maintenant que c’est le cas.
13.4.2.1. — Si pviq et pwiq sont deux éléments de

ś

Vi, on a les égalités

b
´

ÿ

vi,
ÿ

wi

¯

“
ÿ

i

bpvi, wiq et q
´

ÿ

vi

¯

“
ÿ

qpviq.

13.4.2.2. Aspect matriciel. — Donnons-nous une base Bi de Vi pour tout i, et soit
B la base de V obtenue par concaténation des Bi. Pour tout i, désignons par Mi la
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matrice de q|Vi
dans Bi. La matrice de q dans B est alors la matrice DiagpMiq (c’est

une conséquence immédiate de 13.4.2.1).
13.4.2.3. — Soit pviq P

ś

Vi. La formule donnée en 13.4.2.1 montre aussitôt que
ř

vi P Kerpbq si et seulement si vi P Kerpb|Vi
q pour tout i. Autrement dit, on a

l’égalité Kerpbq “
À

Kerpb|Vi
q ; en particulier, V est non dégénéré si et seulement si

chacun des Vi est non dégénéré.
Supposons que ce soit le cas, et fixons i. Comme Vi est non dégénéré, V “ Vi‘V K

i .

Combiné au fait que V “
K

À

j

Vj , ceci entraîne que V K
i “

À

j‰i Vj .

13.4.3. Sommes directes orthogonales : le cas externe. — Soit pVi, qi, biq une famille
finie d’espaces quadratiques. On appelle somme directe orthogonale externe des

espaces quadratiques Vi, et l’on note
K

À

Vi, l’espace quadratique p
À

Vi, q, bq où b
et q sont définies par les formules

bppviq, pwiqq “
ÿ

i

bipvi, wiq et qppviqq “
ÿ

qipviq.

Par construction, chacun des Vi s’identifie comme espace quadratique à un sous-

espace de
K

À

Vi, et modulo ces identifications
K

À

Vi est la somme directe orthogonale
interne des Vi : cette construction force donc en quelque sorte les Vi à être en somme
directe orthogonale interne (mais comme d’habitude, il faut faire attention : plusieurs
Vi peuvent être égaux à un même espace quadratique W , et ils donnent néanmoins
lieu à des sommandes distincts dans la somme directe orthogonale externe, auxquels
on pense comme à des copies de W ).
13.4.4. — Soit pV, q, bq un espace quadratique et soit W un k-espace vectoriel. Soit
f : W Ñ V une application linéaire. L’application de W ˆ W dans k qui envoie
un couple pw,w1q sur bpfpwq, fpw1qq est bilinéaire symétrique ; la forme quadratique
correspondante est w ÞÑ bpfpwq, fpwqq “ qpupwqq ; c’est donc q ˝ f .

Définition 13.4.5. — Soient pV1, q1, b1q et pV2, q2, b2q deux espaces quadratiques.
Si f est une application linéaire de V1 vers V2, il résulte de 13.4.4 que les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) q2pfpvqq “ q1pvq pour tout v P V1 ;
(ii) b2pfpvq, fpwqq “ b1pv, wq pour tout pv, wq P V 2

1 .
On dit que f est une isométrie si f est bijective et si elle satisfait (i) et (ii). Notons

que pour vérifier (ii) on peut par bilinéarité se contenter de faire varier v et w au sein
d’une base donnée de V1.

Remarque 13.4.6. — On impose par définition à une isométrie d’être bijective.
Mais avec les notations de la définition ci-dessus, si b1 est non dégénérée et si f satisfait
(i) et (ii), alors f est automatiquement injective (et donc bijective si dimV2 “ dimV1).
En effet, supposons donc b1 non dégénérée et soit v un élément de Kerpuq. Pour tout
w P V on a

b1pv, wq “ b2pfpvq, fpwqq “ 0,
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si bien que v appartient à Kerpbq, qui est nul par hypothèse ; par conséquent v “ 0 et
f est injective.

Définition 13.4.7. — On dit que deux k-espaces quadratiques pV, qq et pW,ρq

sont isométriques s’il existe une isométrie f » V Ñ W . Cela revient visiblement
à demander qu’ils aient même dimension et qu’il existe une base B de V et une base
C de W telles que MatB q “ MatC ρ.

Définition 13.4.8. — Si pV, qq est un k-espace quadratique, l’ensemble des
isométries de V sur lui-même est un sous-groupe de GLpV q qui est appelé le groupe
orthogonal de V (ou de pV, qq, ou de q) et est noté OpV q (ou OpV, qq, ou Opqq).

Nous considérerons dans la suite deux types de questions à propos de la notion
d’isométrie : d’une part la classification des espaces quadratiques à isométrie près
(c’est un problème dont la difficulté dépend de façon cruciale du corps de base), et
d’autre part l’étude du groupe orthogonal d’un espace quadratique. Avant cela, nous
allons donner quelques exemples d’isométries.

Exemple 13.4.9 (Somme directe orthogonale d’isométries)
Soient pViqiPI et pWiqiPI deux familles finies de k-espaces quadratiques et soit

pfi : Vi Ñ Wiq une famille d’isométries. L’application

à

fi :
K

à

Vi Ñ

K
à

Wi, pviqi ÞÑ puipviqqi

est une isométrie.

Exemple 13.4.10 (Symétries orthogonales). — Soit pV, qq un k-espace
quadratique et soit W un sous-espace vectoriel de V tel que V “ W ‘WK. Soit σ la
symétrie par rapport à W et parallèlement à WK. L’application σ est une isométrie.
En effet, soit v P V ; écrivons v “ w`w1 avec w P W et w1 P WK. On a σpvq “ w´w1,
si bien que

qpσpvqq “ qpw ´ w1q

“ qpwq ` qpw1q

“ qpw ` w1q

“ qpvq

(les deuxième et troisième égalités utilisent le fait que w K w1), ce qu’il fallait
démontrer.

Une telle symétrie est appelée une symétrie orthogonale, et une réflexion si W est
un hyperplan de V .

Notation 13.4.11. — Soit pa1, . . . , anq une famille finie d’éléments de k. Nous
noterons xa1, . . . , any le k-espace quadratique kn muni de la forme quadratique de
matrice Diagpa1, . . . , anq dans la base canonique, qu’on peut également définir comme



194 ANTOINE DUCROS

étant égale à
ř

aiX
2
i , où pXiq est la base duale de la base canonique, ou encore comme

l’application

kn ÝÑ k,

px1, . . . , xnq ÞÑ
ÿ

aix
2
i .

Le rang de cette forme est le cardinal de ti, ai ‰ 0u.

13.4.11.1. — Il résulte immédiatement de la définition que pour toute famille finie
pa1, . . . , an, b1, . . . , bmq d’éléments de k, le k-espace quadratique

xa1, . . . , any
K

‘ xb1, . . . , bmy

est isométrique à xa1, . . . , an, b1, . . . , bmy.
13.4.11.2. — Soit pa1, . . . , anq une famille d’éléments de k. Un k-espace quadratique
pV, qq est isométrique à xa1, . . . , any si et seulement si V possède une base dans laquelle
q a pour matrice Diagpa1, . . . , anq, c’est-à-dire encore si et seulement si V ˚ possède
une base pXiq telle que q “

ř

aiX
2
i .

En particulier, xa1, . . . , any est isométrique à xaσp1q, . . . , aσpnqy pour tout σ P Sn

(permuter les éléments de la base canonique) ; et xa1, . . . , any est isométrique à
xα2

1a1, . . . , α
2
nany pour toute famille pαiq d’éléments non nuls de k (dilater les éléments

de la base canonique).
13.4.11.3. — On peut reformuler le théorème de diagonalisation des formes
quadratiques (th. 13.3.10) en disant que tout k-espace quadratique est isométrique à
xa1, . . . , any pour une certaine famille finie pa1, . . . , anq.

Exemple 13.4.12 (Classes d’isométrie de droites quadratiques)
Commençons par une première remarque. Soit pD, qq une k-droite quadratique

(c’est-à-dire un k-espace vectoriel quadratique de dimension 1). Soit e un vecteur non
nul de D. La matrice de q dans la base e est alors la matrice scalaire rqpeqs ; par
conséquent, pD, qq est isométrique à xqpeqy.

Soient maintenant a et b deux éléments de k ; nous allons chercher une condition
nécessaire et suffisante pour que xay et xby soient isométriques.

Par définition, ces espaces sont isométriques si et seulement s’il existe une
bijection k-linéaire f : k Ñ k telle que bfpxq2 “ ax2 pour tout x P k. Comme
les automorphismes k-linéaires de k sont exactement les homothéties de rapport
inversible, cela revient à demander qu’il existe λ P kˆ tel que bλ2x2 “ ax2 pour
tout x P k ; c’est le cas si et seulement s’il existe λ P kˆ tel que a “ bλ2 (c’est
clairement suffisant, et nécessaire comme on le voit en testant l’égalité requise avec
x “ 1).

Ainsi, a ÞÑ xay établit une bijection entre l’ensemble des orbites de k sous l’action
pλ, αq ÞÑ λ2α de kˆ et l’ensemble des classes d’isométries de k-droites quadratiques ;
la réciproque envoie une droite quadratique pD, qq sur l’orbite de qpeq pour n’importe
quel vecteur non nul e de D.
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Comme xay est non dégénéré si et seulement si a est non nul, on voit que la bijection
ci-dessus induit une bijection entre kˆ{pkˆq2 et l’ensemble des classes d’isométries de
k-droites quadratiques non dégénérées.

13.4.13. Groupe orthogonal : aspect matriciel. — Soit pV, qq un k-espace quadra-
tique ; soit peiqiPI une base de V et soit M la matrice de q dans peiq.
13.4.13.1. — Soit f un automorphisme k-linéaire de V . Soit N la matrice de f dans
la base peiq. Si v “

ř

xiei est un élément de V et si X désigne la famille pxiq vue
comme vecteur colonne, on a qpvq “ tXMX et

qpfpvqqq “ tpNXqMpNXq “ tXptNMNqX.

Par conséquent, q ˝ f est la forme quadratique de matrice tNMN dans la base peiq.
Il s’ensuit que pour que f soit une isométrie, c’est-à-dire pour que q ˝ f “ q, il faut
et il suffit que tNMN “ M .
13.4.13.2. — Supposons de plus que q est non dégénérée. Dans ce cas la matrice
M est inversible, et si N est une matrice de GLIpkq telle que tNMN “ M on a
pdetNq2 detM “ detM , ce qui entraîne que pdetNq2 “ 1 puisque detM ‰ 0. Par
conséquent, toute isométrie de V a un déterminant égal à 1 ou à p´1q. Nous dirons
qu’une isométrie de V est directe si son déterminant est égal à 1, et indirecte sinon.
L’ensemble des isométries directes de V est un sous-groupe distingué de OpV q (c’est
le noyau du déterminant), qui est appelé le groupe spécial orthogonal de V (ou de
pV, qq, ou de q) et est noté SOpV q (ou SOpV, qq, ou SOpqq).

Si V “ t0u on a évidemment SOpV q “ OpV q “ GLpV q “ tIdV u. Si dimV ą 0
alors SOpV q est d’indice 2 dans OpV q. En effet, il suffit pour le voir de s’assurer
que det : OpV q Ñ t´1, 1u est surjectif. Or comme dimV ą 0 et comme q est non
dégénérée, q n’est pas identiquement nul, et il existe donc un vecteur non isotrope v
dans V . On a V “ kv ‘ pkvqK (remarque 13.3.8), et la réflexion par rapport à pkvqK

est alors une isométrie indirecte de V (exemple 13.4.10).
13.4.14. Adjoint d’un endomorphisme, lien avec les isométries. — Soit pV, q, bq un
espace quadratique non dégénéré.
13.4.14.1. — Soit f un endomorphisme de V . L’application linéaire bg : V Ñ V ˚ est
bijective. Il existe donc une unique application linéaire f˚ : V Ñ V faisant commuter
le diagramme

V V ˚

V V ˚

bg

f˚ tf

bg

,

à savoir b´1
g ˝ tf ˝ bg ; on dit que f˚ est l’adjoint de l’endomorphisme f . La

commutativité du diagramme ci-dessus peut se reformuler de manière plus tangible.
Elle signifie en effet que pour tout v P V on a les égalités

bgpf˚pvqq “ tfpbgpvqq “ bgpvq ˝ f
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entre applications linéaires de V dans k ; or l’application de gauche envoie un vecteur
w de V sur bpf˚pvq, wq, et celle de droite l’envoie sur bpv, fpwqq. L’endomorphisme
f˚ est donc caractérisé par le fait que

bpf˚pvq, wq “ bpv, fpwqq

pour tout couple pv, wq d’éléments de V .
13.4.14.2. — On déduit de la formule

f˚ “ b´1
g ˝ tf ˝ bg.

que f ÞÑ f˚ est linéaire, que Id˚
V “ IdV , que pf ˝gq˚ “ g˚ ˝f˚ pour tout couple pf, gq

d’endomorphismes de V , et que si f est un automorphisme de V alors f˚ est bijectif
d’inverse pf´1q˚.

Par ailleurs, si f est un endomorphisme de V son adjoint f˚ est caractérisé par le
fait que

bpf˚pvq, wq “ bpv, fpwqq

pour tout couple pv, wq, et cette condition est symétrique en f et f˚ ; par conséquent
pf˚q˚ “ f .
13.4.14.3. Aspect matriciel de l’adjonction. — Soit f un endomorphisme de V et
soit peiq une base de V . Soient M et N les matrices respectives de q et f dans la base
peiq. Comme N s’interprète également comme la matrice de bg dans les bases peiq et
pe˚
i q, il résulte de l’égalité f˚ “ b´1

g ˝ tf ˝ bg que la matrice de f˚ dans la base peiq est
égale à pM´1qtNM .
13.4.14.4. Adjonction et isométries. — Soit f un automorphisme linéaire de V .
L’application f est une isométrie si et seulement si bpfpvq, fpwqq “ bpv, wq pour
tout pv, wq P V ˆ V . Puisque f´1 est bijective, ceci revient à demander que
bpfpvq, fpf´1puqqq “ bpv, f´1puqq pour tout pv, uq P V 2, c’est-à-dire encore que
bpfpvq, uq “ bpv, f´1puqq pour tout pv, uq P V 2. Par conséquent, f est une isométrie
si et seulement si f˚ “ f´1.

Si peiq est une base de V et si M et N désignent les matrices respectives de q et f
dans la base peiq, on déduit de ce qui précède et de 13.4.14.3 que f est une isométrie
si et seulement si

N´1 “ pM´1qtNM,

ce qui équivaut bien à la condition tNMN “ M qui a été vue plus haut par d’autres
méthodes (13.4.13.1).

13.5. Espaces quadratiques à isométrie près : premières réductions. —
Nous allons maintenant entamer l’étude générale de la classification des k-espaces
quadratiques à isométrie près. Nous allons commencer par effectuer un certain nombre
de dévissages pour se ramener tout d’abord au cas des espaces non dégénérés, puis à
celui des espaces anisotropes.

Lemme 13.5.1. — Soit V un k-espace quadratique. Il existe un sous-espace
totalement isotrope W et un sous-espace non dégénéré S de V tels que V “ W

K

‘ S.
De plus W coïncide nécessairement avec V K, et il est en particulier unique ; quant à
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S, il est isométrique au quotient V {V K, et sa classe d’isométrie est donc uniquement
déterminée.

Démonstration. — Soit S un supplémentaire quelconque de V K dans V . L’espace S
étant orthogonal à V K par définition de ce dernier, on a V “ V K ‘S. L’espace V K est
totalement isotrope par construction ; et comme tout élément de V est orthogonal à
V K, un élément de V est orthogonal à S si et seulement s’il est orthogonal à V , c’est-à-
dire si et seulement s’il appartient à V K. Autrement dit SK “ V K, ce qui entraîne que
SXSK “ t0u, c’est-à-dire que S est non dégénéré. Ceci achève de montrer l’existence
de la décomposition annoncée.

Venons-en aux assertions d’unicité. Considérons donc une décomposition

V “ W
K

‘ S

comme dans l’énoncé, et notons b la forme bilinéaire symétrique structurale sur
l’espace quadratique V . Soit v un vecteur de V ; écrivons v “ w ` s avec w P W et
s P S. Le vecteur v appartient à V K si et seulement si pour tout couple pw1, s1q deWˆS
on a bpw`s, w1 `s1q “ 0. Mais bpw`s, w`s1q “ bpw,w1q ` bps, w1q ` bps1, wq ` bps, s1q

et compte-tenu du caractère totalement isotrope de W et de son orthogonalité avec
S, les trois premiers termes de cette somme sont nuls ; celle-ci est donc égale à bps, s1q,
d’où il découle que v P V K si et seulement si bps, s1q “ 0 pour tout s1 P S. Puisque S
est non dégénéré, c’est le cas si et seulement si s “ 0, c’est-à-dire si et seulement si
v P W . Par conséquent, W “ V K.

Puisque W “ V K, l’application quotient de V vers V {V K induit un isomorphisme
S » V {V K, qui est une isométrie par définition de la forme bilinéaire b que b induit
sur V {V K.

En particulier, on voit que tout k-espace quadratique s’écrit comme somme
directe orthogonale d’un k-espace quadratique totalement isotrope et d’un k-espace
quadratique non dégénéré, et que les deux termes de cette écriture sont uniquement
déterminés à isométrie près. La classification des k-espaces quadratiques à isométrie
près se ramène ainsi à celle des k-espaces quadratiques non dégénérés, que nous allons
maintenant aborder. Nous allons chercher à isoler une «partie anistrope» d’un tel
sous-espace ; cela requiert tout d’abord de comprendre «d’où viennent» ses éventuels
vecteurs isotropes.

Lemme-Définition 13.5.2. — Soit pV, qq un k-plan quadratique non dégénéré. Les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le plan quadratique V est isotrope.
(ii) Il existe une base pS, T q de V ˚ telle que q “ ST .
(iii) Il existe une base de V dans laquelle la matrice de q est

ˆ

0 1
1 0

˙

.

(iv) Le k-espace quadratique V est isométrique à x1,´1y.

Lorsqu’elles sont satisfaites, on dit que V est un plan hyperbolique.
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Démonstration. — On note b la forme bilinéaire symétrique sur V associée à q. Il est
immédiat que (ii) ðñ (iii).

Supposons que (i) soit vraie. Choisissons un vecteur v non nul de V tel que qpvq “ 0,
et complétons v en une base pv, wq de V . Comme q est non dégénérée, pkvqK est de
dimension 2 ´ 1 “ 1. Or puisque v est isotrope, on a kv Ă pkvqK, d’où finalement
l’égalité pkvqK “ kv ; en particulier, w n’appartient pas à pkvqK, c’est-à-dire que
bpv, wq ‰ 0.

Pour tout λ P k on a qpw ` λvq “ qpwq ` 2λbpv, wq (puisque qpvq “ 0) ; il s’ensuit
que

q

ˆ

w ´
qpwq

2bpv, wq
v

˙

“ 0.

Quitte à remplacer w par w ´
qpwq

2bpv,wq
v, on peut donc supposer que qpwq “ 0 ; puis

quitte à diviser w par bpv, wq on peut supposer que bpv, wq “ 1. La matrice de q dans
la base pv, wq est alors égale à

ˆ

0 1
1 0

˙

,

d’où (iii).
Supposons que (ii) est vraie. On a alors

q “ ST “
pS ` T q2 ´ pS ´ T q2

4 “

ˆ

S ` T

2

˙2
´

ˆ

S ´ T

2

˙2
.

Posons X “ pS ` T q{2 et Y “ pS ´ T q{2 ; la famille pX,Y q est alors une base de V ˚,
et q “ X2 ´ Y 2. Ainsi, (iv) est vraie.

Supposons enfin que (iv) soit vraie, et soit pe1, e2q une base dans laquelle la matrice
de q est égale à

ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

On a alors qpe1 ` e2q “ 12 ´ 12 “ 0, et le vecteur non nul e1 ` e2 est isotrope, ce qui
montre (i) et achève la démonstration.

Il y a donc à isométrie près un seul plan quadratique non dégénéré isotrope : «le»
plan hyperbolique x1,´1y. La situation n’est pas si simple en dimension plus grande,
mais les plans hyperboliques y restent tout de même la seule source d’isotropie, comme
en atteste la proposition suivante.

Proposition 13.5.3. — Soit V un k-espace quadratique non dégénéré et soit
pv1, . . . , vrq une famille libre d’éléments de V telle que le sous-espace vectoriel
engendré par les vi soit totalement isotrope.

Il existe une famille pw1, . . . , wrq de vecteurs de V telle que les propriétés suivantes
soient satisfaites :

˛ pour tout i, l’espace Hi :“ Vectpvi, wiq est un plan hyperbolique ;

˛ Vectpv1, w1, . . . , vr, wrq “
K

À

Hi.
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Démonstration. — On note b (resp. q) la formes bilinéaire symétrique (resp.
quadratique) structurale de V . On raisonne par récurrence sur r. Si r “ 0 la
proposition est trivialement vraie (on prend évidemment pour pwiqi la famille vide).
Supposons r ą 0 et le résultat vrai pour les entiers ă r. Comme pv1, . . . , vrq est
libre, il existe une forme linéaire φ sur V telle que φpv1q “ 1 et φpviq “ 0 pour tout
i ą 1 (prolonger pviq en une base de V et prendre pour φ la première forme linéaire
coordonnée). Comme b est non dégénérée, bg : V Ñ V ˚ est bijective ; il existe par
conséquent un vecteur w1 P V tel que bgpw1q “ φ.

Posons H1 “ Vectpv1, w1q. Par définition de w1 on a bpw1, v1q “ φpv1q “ 1 ; par
conséquent, w1 n’est pas colinéaire à v1, puisque ce dernier est isotrope par hypothèse,
ce qui veut dire que qpv1q “ bpv1, v1q “ 0. L’espace H1 est donc de dimension 2, et la
matrice de q|H1 dans la base pv1, w1q est égale à

ˆ

0 1
1 qpw1q

˙

.

Comme elle est inversible, H1 est non dégénéré. Puisque v1 est isotrope, H1 est un plan
hyperbolique. Par ailleurs, le caractère non dégénéré de H1 assure que V “ H1 ‘HK

1 .
On a pour tout i ą 1 l’égalité bpw1, viq “ φpviq “ 0 par choix de w1, et l’égalité
bpv1, viq “ 0 car Vectpv1, . . . , vrq est totalement isotrope. En conséquence les vecteurs
vi pour i ě 2 appartiennent à HK

1 .
L’hypothèse de récurrence appliquée à la famille pv2, . . . , vrq de l’espace HK

1 (qui
est non dégénéré car V “ H1 ‘HK

1 est non dégénéré) assure l’existence d’une famille
pw2, . . . , wrq de vecteurs de HK

1 satisfaisant les propriétés suivantes :
˛ pour tout i ě 2, l’espace Hi :“ Vectpvi, wiq est un plan hyperbolique ;

˛ Vectpv2, w2, . . . , vr, wrq “
K

À

iě2
Hi.

La famille pw1, . . . , wrq satisfait alors clairement les propriétés requises.

Corollaire 13.5.4. — Soit pV, qq un k-espace quadratique non dégénéré et isotrope.
Pour tout λ P k il existe v P V tel que qpvq “ λ.

Démonstration. — Puisque V est non dégénéré et isotrope, la proposition 13.5.3
assure que V contient un plan hyperbolique H ; quitte à remplacer V par H, on
peut supposer que V lui-même est un plan hyperbolique. Il possède alors une base
pe1, e2q de V telle que qpx1e1 ` x2e2q “ x1x2 pour tout px1, x2q P k2. En particulier,
qpλe1 ` e2q “ λ.

Pour pouvoir utiliser la proposition 13.2.5 afin d’isoler une «partie anisotrope» dans
un k-espace quadratique, nous allons avoir besoin d’un «théorème de simplification»
qui est par ailleurs très intéressant en lui-même, et a bien d’autres applications dans
la théorie.

Lemme 13.5.5. — Soit pV, qq un k-espace quadratique non dégénéré et soient v et
w deux vecteurs anisotropes de V tels que qpvq “ qpwq. Il existe une isométrie f de V
telle que fpvq “ w. On peut même choisir pour f une réflexion si v´w est anisotrope,
et la composée de deux réflexions sinon.
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Démonstration. — Soit b la forme bilinéaire symétrique associée à la forme
quadratique q. On a qpvq ´ qpwq “ 0, c’est-à-dire bpv`w, v´wq “ 0. Par ailleurs l’un
au moins des deux vecteurs v ` w et v ´ w est anisotrope. En effet, s’ils étaient tous
les deux isotropes, on aurait

qpvq “
1
4qppv ` wq ` pv ´ wqq “

1
4 pqpv ` wq ` qpv ´ wq ` 2bpv ` w, v ´ wqq “ 0,

ce qui est contradictoire avec nos hypothèses.
Supposons que v´w est anisotrope. On a alors V “ kpv´wq ‘ pkpv´wqqK. Soit f

la réflexion par rapport à l’hyperplan F :“ pkpv´wqqK. Comme v´w est orthogonal
à F par définition on a fpv´wq “ w´ v. Comme bpv`w, v´wq “ 0 on a v`w P F
et donc fpv ` wq “ v ` w. Il vient

fpvq “
1
2fppv ` wq ` pv ´ wqq “

1
2 pv ` w ` w ´ vq “ w.

Supposons que v`w est anisotrope. On a alors V “ kpv`wq ‘ pkpv`wqqK. Soit g
la réflexion par rapport à l’hyperplan G :“ pkpv`wqqK. Comme v`w est orthogonal
à G par définition on a gpv`wq “ ´w´v. Comme bpv`w, v´wq “ 0 on a v´w P G
et donc gpv ´ wq “ v ´ w. Il vient

fpvq “
1
2gppv ` wq ` pv ´ wqq “

1
2 p´v ´ w ` v ´ wq “ ´w.

Puisque w est anisotrope, on a V “ kw ‘ pkwqK. Soit h la réflexion par rapport à
l’hyperplan H :“ pkwqK. Comme w est orthogonal à h par définition on a hpwq “ ´w.
Par conséquent h ˝ gpvq “ hp´wq “ w.

Théorème 13.5.6 (Théorème de simplification de Witt)
Soient U, V et W trois k-espaces quadratiques non dégénérés. Supposons que

U
K

‘ V est isométrique à U
K

‘ W . Alors V est isométrique à W .

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la dimension de U . Si U “ t0u le
théorème est vide (et vrai). Supposons maintenant dimU ą 0 et le résultat vrai en
dimension ă dimU .

Posons E “ U
K

‘ V ; c’est un espace quadratique non dégénéré (puisque U et V
sont non dégénérés). Par hypothèse, il existe une isométrie f de U

K

‘ W sur E. Posons
U 1 “ fpUq. À l’intérieur de l’espace quadratique E on a UK “ V et pU 1qK “ fpW q.
Comme f est une isométrie, U et U 1 sont isomorphes, et il suffit de montrer que
V “ UK est isométrique à fpW q “ pU 1qK. Notons que UK et pU 1qK sont tous deux
non dégénérés (car UK “ V et car pU 1qK est isométrique à W ).

Comme U est non nul et non dégénéré, q|U est non nulle. Il existe donc un vecteur
anisotrope u P U . Par hypothèse, il existe une isométrie σ : U » U 1 ; posons v “ σpuq et
remarquons que comme σ est une isométrie on a qpvq “ qpuq ‰ 0. Soit F l’orthogonal
de u dans U et soit G celui de v dans U 1. Comme v “ σpuq on a G “ σpF q, et les
espaces quadratiques F et G sont en particulier isométriques. Comme u est anisotrope
on a U “ pkuq

K

‘ F (ce qui entraîne que F est non dégénéré, puisque c’est le cas de
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U). De même, U 1 “ pkvq
K

‘ G, et G est non dégénéré. On a alors E “ pkuq
K

‘ F
K

‘ UK

et E “ pkvq
K

‘ G
K

‘ pU 1qK.
Puisque E est non dégénéré et puisque qpuq “ qpvq ‰ 0, il résulte du lemme 13.5.5

qu’il existe une isométrie τ de E telle que τpuq “ v. L’isométrie τ envoie l’orthogonal
de u dans E sur celui de v ; autrement dit, elle envoie F

K

‘ UK sur G
K

‘ pU 1qK.
Ces deux espaces sont donc isométriques. Comme F et G sont isométriques et de
dimension dimU ´ 1 et comme tous les espaces en jeu sont non dégénérés, notre
hypothèse de récurrence assure que UK et pU 1qK sont isométriques.

Théorème-Définition 13.5.7. — Soit V un k-espace quadratique non dégénéré. Il
existe un entier d et des sous-espaces H1, . . . ,Hd,W de V tels que :

˛ les Hi sont des plans hyperboliques ;
˛ W est anisotrope ;

˛ V “ H1
K

‘ H2
K

‘ . . .
K

‘ Hd

K

‘ W .
L’entier d est uniquement déterminé ; c’est plus précisément la dimension maximale

d’un sous-espace totalement isotrope de V , et tout sous-espace totalement isotrope de
V est contenu dans un sous-espace totalement isotrope et de dimension d de V .

L’espace W est uniquement déterminé à isométrie près. On l’appelle la partie
anisotrope de V ; si W “ t0u on dit que V est hyperbolique.

Démonstration. — Commençons par une remarque générale. Soit U un sous-espace
totalement isotrope de V et soit r sa dimension. En appliquant la proposition 13.5.3 à
une base arbitraire pv1, . . . , vrq de U , on obtient l’existence de r plans hyperboliques
H1, . . . ,Hr dans V , deux à deux orthogonaux, tels que U Ă H1

K

‘ . . .
K

‘ Hr. Par
ailleurs comme les Hi sont non dégénérés il en va de même de leur somme directe
orthogonale, et si l’on note F l’orthogonal de H1

K

‘ . . .
K

‘ Hr on a donc

V “ H1
K

‘ . . .
K

‘ Hr

K

‘ F.

Montrons maintenant le théorème. Commençons par l’existence de la décomposi-
tion annoncée. Soit d la dimension maximale d’un sous-espace totalement isotrope de
V (cet entier est bien défini puisqu’il y a au moins un sous-espace totalement isotrope
de V , à savoir t0u), et soit U un sous-espace totalement isotrope de V de dimension
d. En vertu de la remarque faite en début de preuve, il existe d plans hyperboliques
H1, . . . ,Hd dans V , et un sous-espace W de V tels que V “ H1

K

‘ . . .
K

‘ Hd

K

‘ W

et U Ă
K

À

Hi. Il suffit pour conclure la partie du théorème relative à l’existence de
montrer que W est anisotrope. Or si w est un vecteur isotrope de W , il est orthogonal
à l’espace totalement isotrope U si bien que U ‘ kw est totalement isotrope. Par
maximalité de U il vient U ‘ kw “ U et w “ 0 ; ainsi, W est anisotrope.

Venons-en aux assertions relatives à l’unicité. Supposons donc donnée une
décomposition V “ H1

K

‘ H2
K

‘ . . .
K

‘ Hd

K

‘ W comme dans l’énoncé. Nous allons
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montrer que tout sous-espace totalement isotrope de V est contenu dans un sous-
espace totalement isotrope de dimension d (ce qui entraînera formellement que d est
la dimension maximale d’un sous-espace totalement anisotrope de V puisqu’il y a
comme on l’a déjà remarqué au moins un tel sous-espace, à savoir t0u).

Soit U un sous-espace totalement isotrope de V et soit r sa dimension. D’après la
remarque faite en début de preuve, on peut écrire V “ G1

K

‘ G2
K

‘ . . .
K

‘ Gr
K

‘ F où

les Gi sont des plans hyperboliques, où U Ă
K

À

Gi, et où F est un certain sous-espace
vectoriel de V . Si l’on avait r ą d on pourrait écrire

V “ H1
K

‘ H2
K

‘ . . .
K

‘ Hd

K

‘ W “ G1
K

‘ G2
K

‘ . . .
K

‘ Gd
K

‘ pGd`1
K

‘ . . .
K

‘ Gr
K

‘ F q

et comme les Gi et les Hi sont tous des plans hyperboliques, le théorème de
simplification de Witt (13.5.6) assure qu’il existe une isométrie

f : W » Gd`1
K

‘ . . .
K

‘ Gr
K

‘ F

en particulier, W contient le plan hyperbolique f´1pGd`1q, contredisant son caractère
anisotrope.

On voit donc que r ď d. On peut dès lors écrire

V “ H1
K

‘ H2
K

‘ . . .
K

‘ Hr

K

‘ pHr`1
K

‘ . . .
K

‘ Hd

K

‘ W q “ G1
K

‘ G2
K

‘ . . .
K

‘ Gr
K

‘ F.

Comme les Gi et les Hi sont tous des plans hyperboliques, le théorème de
simplification de Witt assure qu’il existe une isométrie

g : Hr`1
K

‘ . . .
K

‘ Hd

K

‘ W » F.

Pour tout i compris entre r ` 1 et d, choisissons un vecteur isotrope non nul vi dans
le plan hyperbolique Hi. Le sous-espace de V engendré par U et les gpviq est alors de
dimension d, et il est totalement isotrope car U est totalement isotrope et car les gpviq
sont isotropes, deux à deux orthogonaux et orthogonaux à U ; de plus, il contient U
par construction.

On a donc établi l’unicité de d (à travers sa caractérisation annoncée). Il reste à
s’assurer de celle de W à isométrie près. Mais une fois que l’unicité de d est connue,
c’est une conséquence immédiate du théorème de simplification de Witt.

Nous allons terminer ce chapitre par l’introduction d’un invariant très utile des
formes quadratiques non dégénérées.

Lemme-Définition 13.5.8. — Soit pV, qq un k-espace quadratique non dégénérée,
soit B une base de V et soit M la matrice de q dans B. L’image de detM dans
kˆ{pkˆq2 ne dépend pas de B, et est appelée le discriminant de q (ou de V , ou de
pV, qq).

Démonstration. — Soit C une (autre) base de V et soit P la matrice de passage de
B à C . La matrice de q dans la base C est alors égale à tPMP , dont le déterminant
vaut pdetP q2 detM .
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Exemple 13.5.9. — Si pa1, . . . , anq est une famille finie d’éléments de kˆ, le
discriminant de l’espace non dégénéré xa1, . . . , any est égale à a1 ¨ . . . ¨ an.

Pour calculer en pratique le discriminant d’un espace quadratique pV, qq non
dégénéré quelconque, le plus simple est en général de diagonaliser q puis d’appliquer
la formule précédente.

Remarque 13.5.10. — On a vu à l’exemple 13.4.12 que a ÞÑ xay établit une
bijection entre kˆ{pkˆq2 et l’ensemble des classes d’isométries de droites quadratiques
non dégénérées. La bijection réciproque envoie une telle droite sur son discriminant :
cela découle du fait que pour tout a P kˆ, le discriminant de xay est égal à a.

Ainsi, la classe d’isométrie d’une k-droite quadratique non dégénérée est
entièrement déterminée par son discriminant.

Remarque 13.5.11. — Pour tout entier n strictement positif et tout élément a de
kˆ il existe un k-espace quadratique non dégénéré de discriminant a : il suffit en effet
de montrer l’existence d’une matrice symétrique appartenant à Mnpkq de déterminant
a, et on peut par exemple prendre Diagp1, . . . , 1, aq. (Il n’y a par contre qu’une seule
forme quadratique sur t0u, la forme nulle, qui est de discriminant est 1 puisque la
matrice vide est de déterminant 1 – essayez de comprendre pourquoi !)

Exemple 13.5.12. — Soit ppVi, qiqqi une famille finie de k-espaces quadratiques
non dégénérés, et soit pV, qq leur somme directe orthogonale. On déduit aussitôt de la
description matricielle de q à partir de celle des qi (13.4.2.2) que le discriminant de q
est égal au produit des discriminants des qi.

13.5.13. Discriminant et plans hyperboliques. — Soit V un k-plan quadratique non
dégénéré. Choisissons a et b dans kˆ tel que V soit isométrique à xa, by. Posons
α “ b{a. L’espace V est isométrique à xa, aαy et son discriminant est dès lors égal à
a2α, et donc à α (puisqu’il prend ses valeurs dans kˆ{pkˆq2).

Si V est hyperbolique il est isométrique à x1,´1y, et son discriminant vaut donc
p´1q. Réciproquement, supposons que le discriminant de V est égal à p´1q ; cela
signifie qu’il existe λ P kˆ tel que α “ ´λ2. Soit pe1, e2q une base de V dans laquelle
q a pour matrice Diagpa, αaq. On a alors qpλe1 ` e2q “ λ ` α2 “ 0 et l’espace V est
donc isotrope ; c’est en conséquence un plan hyperbolique.
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14. Théorèmes de classification, étude des groupes orthogonaux

On désigne toujours par k un corps de caractéristique différente de 2. Dans ce
dernier chapitre, nous allons tout d’abord décrire la classification des k-espaces
quadratiques à isométrie près lorsque k est algébriquement clos, lorsque k “ R, et
lorsque k est fini. Puis nous passerons à l’étude détaillée du groupe orthogonal d’un
espace quadratique (non dégénéré) de dimension 2, avant de démontrer le théorème
de Cartan-Dieudonné (qui assure que toute isométrie d’un espace quadratique non
dégénéré de dimension n est produit d’au plus n réflexions), et de terminer par
quelques considérations sur le groupe orthogonal d’un espace euclidien.

Dans ce qui suit, nous emploierons le symbole d’isomorphisme » pour désigner la
relation d’isométrie.

14.1. Classification des formes quadratiques sur un corps quadratiquement
clos. — Nous allons maintenant classer à isométrie près les espaces quadratiques sur
un corps quadratiquement clos, c’est-à-dire un corps dans lequel tout élément est un
carré. L’exemple à garder en tête est évidemment celui d’un corps algébriquement
clos algébriquement clos, mais il en existe d’autres. On peut par exemple définir
récursivement une suite de sous-corps de Q comme suit : on pose k0 “ Q, et l’on note
kn`1 le sous-corps de Q engendré par kn et par les racines carrées de tous les éléments
de kn ; la réunion k des kn est alors quadratiquement close par construction, et elle
n’est pas égale à Q tout entier (essayez par exemple de montrer qu’elle ne contient
pas 3

?
2).

Proposition 14.1.1. — Supposons k quadratiquement clos. Soit pV, qq un k-espace
quadratique, soit n la dimension de V et soit r le rang de la forme q ; posons t “ n´r.
L’espace quadratique pV, qq est alors isométrique à

x1, . . . , 1
loomoon

r termes

, 0, . . . , 0
loomoon

t termes

y.

Démonstration. — Par diagonalisation des formes quadratiques (13.3.10), on sait
qu’il existe une base pY1, . . . , Ynq de V ˚ et une famille paiq1ďiďr de scalaires non
nuls tels que q “

ř

1ďiďr aiY
2
i . Puisque k est quadratiquement clos, chacun des ai

s’écrit α2
i pour un certain αi P kˆ. On a alors

q “
ÿ

1ďiďr

aiY
2
i “

ÿ

1ďiďr

pαiYiq
2.

Posons Xi “ αiYi si i ď r et Xi “ Yi sinon. La famille pXiq est encore une base de
V ˚, et q “

ř

1ďiďrX
2
i .

Commentaires 14.1.2. — Il résulte de la proposition ci-dessus que lorsque k
est quadratiquement clos, la classe d’isométrie d’un k-espace quadratique pV, qq est
entièrement déterminée par la dimension de V et le rang de q (et donc simplement
par la dimension de V si on le suppose de plus non dégénéré).
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14.2. Classification des formes quadratiques réelles. — Nous allons main-
tenant aborder notre second résultat de classification, qui concerne les formes
quadratiques sur R.

Définition 14.2.1. — Soit V un R-espace vectoriel et soit q une forme quadratique
sur V . On dit que q est positive (resp. négative) si qpvq ě 0 (resp. qpvq ď 0) pour tout
v P V . On dit qu’elle est définie positive (resp. définie négative) si qpvq ą 0 (resp.
qpvq ă 0) pour tout v P V zt0u.

Remarque 14.2.2. — Traditionnellement, une forme bilinéaire symétrique sur un
espace vectoriel réel est appelée un produit scalaire si la forme quadratique associée
est définie positive, et on appelle espace euclidien un R-espace vectoriel de dimension
finie muni d’un produit scalaire. Autrement dit, un espace euclidien est un R-espace
quadratique pV, qq avec q définie positive.

Remarque 14.2.3. — Soit V un espace vectoriel réel et soit q une forme quadratique
sur V . Il résulte immédiatement de la définition que si q est définie positive ou définie
négative, elle est anisotrope (et a fortiori non dégénérée si dim ă `8).

Théorème 14.2.4. — Soit pV, qq un R-espace quadratique et soit n sa dimension.
Il existe deux entiers r et s tels que

V » x1, . . . , 1
loomoon

r termes

,´1, . . . ,´1,
looooomooooon

s termes

0, . . . , 0
loomoon

t termes

y,

en posant t “ n´ r ´ s.
De plus, les entiers r et s sont uniquement déterminés : l’entier r est la dimension

maximale d’un sous-espace W de V tel que q|W soit définie positive, et l’entier s est
la dimension maximale d’un sous-espace W de V tel que q|W soit définie négative.

Démonstration. — Commençons par montrer l’existence des entiers r et s Soit d
le rang de q. Par diagonalisation des formes quadratiques (13.3.10), on sait qu’il
existe une base pY1, . . . , Ynq de V ˚ et une famille paiq1ďiďr de réels non nuls tels que
q “

ř

1ďiďd aiY
2
i . Quitte à réordonner les Yi, on peut supposer qu’il existe r tel que

ai soit strictement positif si i ď r et strictement négatif sinon ; on pose s “ d ´ r.
Pour tout i compris entre 1 et r ` s, il existe un réel non nul αi tel que ai “ α2

i si
i ď r, et ai “ ´α2

i sinon. On a alors

q “
ÿ

1ďiďr`s

aiY
2
i “

ÿ

1ďiďr

pαiYiq
2 ´

ÿ

r`1ďiďr`s

pαiYiq
2.

Posons Xi “ αiYi si i ď d et Xi “ Yi sinon. La famille pXiq est encore une base de
V ˚, et q “

ř

1ďiďr ´
ř

r`1ďiďr`sX
2
i , si bien que

V » x1, . . . , 1
loomoon

r termes

,´1, . . . ,´1,
looooomooooon

s termes

0, . . . , 0
loomoon

t termes

y,

avec t “ n´ r ´ s.
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Montrons maintenant la caractérisation des entiers r et s fournie par l’énoncé ; soit
pe1, . . . , enq une base de V dans laquelle la matrice de q est égale à

Diag

¨

˝1, . . . , 1
loomoon

r termes

,´1, . . . ,´1,
looooomooooon

s termes

0, . . . , 0
loomoon

t termes

˛

‚

avec t “ n´ r ´ s. Soit R (resp. S) la plus grande dimension d’un sous-espace W de
V tel que q|W soit définie positive (resp. négative) ; il s’agit de s’assurer que R “ r et
S “ s.

Prouvons par exemple que r “ R ; l’égalité s “ S se montre de manière analogue
(ou se déduit de l’égalité r “ R appliquée à la forme quadratique p´qq). Remarquons
tout d’abord que si px1, . . . , xrq est une famille de réels alors qp

ř

1ďiďr xieiq “
ř

x2
i ;

par conséquent q|Vectpe1,...,erq est définie positive, si bien que R ď r. Réciproquement,
soit W un sous-espace vectoriel de V tel que que q|W soit définie positive. Pour toute
famille pxr`1, . . . , xr`s, . . . , xnq de réels on a qp

ř

r`1ďiďn xieiq “ ´
ř

r`1ďiďr`s x
2
i , si

bien que q|Vectper`1,...,enq est négative. Par conséquent, la restriction de la forme q à
l’intersection W X Vectper`1, . . . , enq est à la fois définie positive et négative, ce qui
entraîne que W XVectper`1, . . . , enq “ t0u. Il en résulte que dimW ď n´pn´rq “ r ;
ainsi R ď r, d’où finalement l’égalité r “ R.

Commentaires 14.2.5. — Soit pV, qq un R-espace quadratique. Il résulte du
théorème 14.2.4 que la classe d’isométrie de pV, qq est entièrement déterminée par
la dimension n de V et le couple pr, sq où r (resp. s) est la dimension maximale d’un
sous-espace de V en restriction auquel q est définie positive (resp. définie négative).

Le couple pr, sq est appelé la signature de q (ou de V , ou de pV, qq), et il résulte
immédiatement de sa définition que r ` s est égal au rang de q, et donc à n si V est
non dégénéré.

La classe d’isométrie d’un R-espace quadratique non dégénéré est donc entièrement
déterminé par sa signature.

Remarque 14.2.6. — Soit pV, qq un R-espace quadratique et soit pX1, . . . , Xnq

une base de V ˚ telle que q soit de la forme
ř

i aiX
2
i pour une certaine famille paiq

de nombres réels. Soit pr, sq la signature de q. La preuve du théorème 14.2.4 montre
alors que r (resp. s) est égal au nombre d’indices i tels que ai soit strictement positif
(resp. strictement négatif).

14.2.7. — Mentionnons maintenant quelques types de R-espaces quadratiques non
dégénérés qui jouent un rôle particulièrement importants.
14.2.7.1. — Il y a tout d’abord ceux dont la signature est de la forme pn, 0q, c’est-à-
dire ceux dont la forme quadratique associée est définie positive : ce sont les espaces
euclidiens.
14.2.7.2. — Il y a ensuite les espaces lorentziens, dont la signature est de la forme
pn, 1q. La motivation initiale pour accorder un intérêt spécifique à ce type d’espaces est
la théorie de la relativité : l’espace-temps est en effet modélisé (au moins localement)
par un R-espace vectoriel V de dimension 4 muni de la forme quadratique de signature
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p3, 1q s’écrivant X2 ` Y 2 ` Z2 ´ c2T 2 dans une base convenable pX,Y, Z, T q de V ˚

(où c est la vitesse de la lumière).
14.2.7.3. — En géométrie algébrique, l’étude des surfaces algébriques projectives fait
intervenir de manière naturelle, via ce qu’on appelle les formes d’intersection, des R-
espaces quadratiques non dégénérés de signature est de la forme p1, nq.

14.3. Classifications des formes quadratiques sur un corps fini. — On
suppose que k est fini, et l’on note q son cardinal. Si p désigne la caractéristique
de k, le corps Fp se plonge canoniquement dans k, ce qui fait de celui-ci un Fp-espace
vectoriel ; comme k est fini, il est de dimension finie sur Fp ; si l’on pose n “ dimFp

k
on a alors k » Fnp , et partant q “ pn. Notons que n ą 0 (comme 1 ‰ 0 dans un corps,
son cardinal vaut toujours au moins 2).
14.3.1. Les carrés de kˆ. — Le groupe kˆ est cyclique (3.8.6) de cardinal q ´ 1.
Comme k est par hypothèse de caractéristique différente de 2, le nombre premier p
est impair, et q´1 est donc pair. L’élévation au carré est un morphisme de groupes de
kˆ dans lui-même, dont le noyau t´1, 1u est de cardinal 2 (notez que 1 ‰ ´1 puisque
la caractéristique de k est différente de 2). Le groupe pkˆq2, qui est l’image de ce
morphisme, est en conséquence de cardinal pq ´ 1q{2. Il s’ensuit que c’est l’unique
sous-groupe d’indice 2 de kˆ, et qu’il coïncide avec l’ensemble des éléments de kˆ de
pq ´ 1q{2-torsion. Or si λ est un élément de kˆ, on a λq´1 “ 1, c’est-à-dire encore
pλpq´1q{2q2 “ 1 ; on en déduit que λpq´1q{2 P t´1, 1u.

L’élévation à la puissance pq ´ 1q{2 est donc un morphisme de groupes de kˆ

dans t´1, 1u, dont le noyau est le sous-groupe pkˆq2 de kˆ, qui est d’indice 2. Par
conséquent, λ ÞÑ λpq´1q{2 induit un isomorphisme kˆ{pkˆq2 » t´1, 1u.

Proposition 14.3.2. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension au moins 3 et
soit q une forme quadratique sur V . La forme q est isotrope.

Démonstration. — Quitte à remplacer V par n’importe lequel de ses sous-espace
vectoriels de dimension 3, on peut supposer qu’il est de dimension 3, puis l’identifier
à xa, b, cy pour un certain triplet pa, b, cq d’éléments de k ; autrement dit on s’est
ramené au cas où V “ k3 et où q “ px, y, zq ÞÑ ax2 ` by2 ` cz2.

Si l’un des scalaires a, b ou c est nul, l’isotropie de q est claire : par exemple si
a “ 0 on a qp1, 0, 0q “ 0, et on raisonne de façon analogue si b “ 0 ou si c “ 0.
Supposons maintenant que a, b et c sont tous trois non nuls. L’application λ ÞÑ a` bλ
est alors une bijection de k sur lui-même. Le cardinal de E :“ ta ` by2uyPk est donc
égal au cardinal de ty2uyPk “ t0u Y pkˆq2, c’est-à-dire à 1 ` pq ´ 1q{2 “ pq ` 1q{2.
L’application λ ÞÑ ´cλ est encore une bijection de k sur lui-même ; par conséquent,
le cardinal de F :“ t´cz2uzPk est égal à celui de tz2uzPk, c’est-à-dire à pq ` 1q{2.

La somme |E| ` |F | est égale à q ` 1 ą q, ce qui entraîne que E X F ‰ H. Il
existe donc y et z dans k tels que a` by2 “ ´cz2, soit encore a` by2 ` cz2 “ 0. Par
conséquent qp1, y, zq “ 0 et q est isotrope.

Corollaire 14.3.3. — Soit pV, qq un k-espace quadratique non dégénéré de
dimension au moins 2. Pour tout λ P k il existe v P V tel que qpvq “ λ.
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Démonstration. — On sait que c’est vrai si V est isotrope (corollaire 13.5.4), ce qui
est notamment le cas si dimV ě 3 (proposition 14.3.2) ; on peut donc supposer que V
est de dimension 2 et anisotrope. Le choix d’une base de diagonalisation de q permet
de se ramener au cas où pV, qq est égal xa, by pour un certain couple pa, bq d’éléments
de k.

En vertu de la proposition 14.3.2, le k-espace quadratique xa, b,´λy est isotrope. Il
existe donc px, y, zq ‰ p0, 0, 0q tel que ax2 ` by2 ´λz2 “ 0. On a nécessairement z ‰ 0
car sinon on aurait px, yq ‰ p0, 0q et ax2 ` by2 “ 0, contredisant l’anisotropie de q.
Comme z ‰ 0 on peut écrire apx{zq2 ` bpy{zq2 “ λ, c’est-à-dire qpx{z, y{zq “ λ.

Proposition 14.3.4. — Soit pV, qq un k-espace quadratique non dégénéré de
dimension n ě 1, et soit a un élément de kˆ tel que le discriminant de q soit égal à
a modulo pkˆq2. L’espace quadratique pV, qq est alors isométrique à x1, . . . , 1, ay.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur n. Si n “ 1, il découle de la
remarque 13.5.10 que V est isométrique à xay (cela n’utilise pas le fait que k est
un corps fini), et la proposition est donc vraie dans ce cas.

Supposons maintenant n ě 2 et le résultat vrai en dimension n´ 1. Comme V est
non dégénéré et de dimension ě 2, l’application q : V Ñ k est surjective (corollaire
14.3.3) ; en particulier, il existe e1 P V tel que qpe1q “ 1, ce qui entraîne que ke1 est
isométrique à x1y (et que son discriminant est égal à 1). Puisque e1 est anisotrope, on
a V “ ke1 ‘ pke1qK ; le sous-espace pke1qK est alors non dégénéré, et le discriminant
de q|pke1qK est en vertu de la remarque 13.5.12 encore égal à a, puisque le discriminant
de q|ke1 vaut 1.

Par hypothèse de récurrence appliquée à la restriction de q à pke1qK, l’espace
quadratique pke1qK est isométrique à x1, . . . , 1, a

loooomoooon

n´1 termes

y. Par conséquent

V “ ke1 ‘ pke1qK » x1y
K

‘ x1, . . . , 1, a
loooomoooon

n´1 termes

y “ x1, . . . , 1, a
loooomoooon

n termes

y.

14.3.5. — Rappelons que kˆ{pkˆq2 est de cardinal 2 (cf. 14.3.1). Il résulte dès lors de
la proposition précédente qu’il y a pour tout entier n ą 0 exactement deux classes de k-
espaces quadratiques non dégénérés de dimension n, chacune d’elles étant entièrement
déterminée par son discriminant. (En dimension nulle il y a par contre une seule classe
d’isométrie de k-espace quadratique non dégénérée, et le discriminant correspondant
vaut 1, cf. remarque 13.5.11).

14.4. Parties anisotropes. — Nous venons de décrire les classes d’isométrie de
k-espaces quadratiques dans différentes situations. Dans chacune d’elle nous allons
maintenant décrire, un k-espace quadratique non dégénéré étant donné, sa «partie
anisotrope» fournie par le théorème 13.5.7, qui est bien déterminée à isométrie près.
14.4.1. Le cas où k est quadratiquement clos. — Soit n un entier positif ou nul. Il y
a d’après la proposition 14.1.1 une seule classe d’isométrie de k-espaces quadratiques
non dégénérés de dimension n. Soit pV, qq un tel espace.
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14.4.1.1. Supposons que n est de la forme 2d. — Comme
À

1ďiďd

x1,´1y est non

dégénéré et de dimension 2d, il est isométrique à V . Par conséquent, V est
hyperbolique.

14.4.1.2. Supposons que n est de la forme 2d. — Comme
ˆ

K
À

1ďiďd

x1,´1y

˙

K

‘ x1y est

non dégénéré et de dimension 2d` 1, il est isométrique à V . Par conséquent, la partie
anisotrope de V est x1y.
14.4.2. Le cas où k “ R. — Soit n un entier positif ou nul, soit pV, qq un R-espace
quadratique non dégénéré de dimension n, et soit pr, sq sa signature. Par définition,
r ` s “ n et

V » x1, . . . , 1
loomoon

r termes

,´1, . . . ,´1
looooomooooon

s termes

y.

14.4.2.1. Supposons que r ě s. — En posant e “ r ´ s, on peut écrire

V » x1,´1, 1,´1, . . . , 1,´1
looooooooooooomooooooooooooon

s blocs 1,´1

, 1, . . . , 1,
looomooon

e termes

y.

Autrement dit,

V »

˜

K
à

1ďiďr

x1,´1y

¸

K

‘ x1, . . . , 1
loomoon

e termes

y

et sa partie anisotrope est donc le R-espace quadratique x1, . . . , 1y de dimension e
(qui est un espace euclidien).
14.4.2.2. Supposons que r ď s. — En posant e “ r ´ s, on peut écrire

V » x1,´1, 1,´1, . . . , 1,´1
looooooooooooomooooooooooooon

r blocs 1,´1

,´1, . . . ,´1,
looooomooooon

e termes

y.

Autrement dit,

V »

˜

K
à

1ďiďs

x1,´1y

¸

K

‘ x´1, . . . ,´1
looooomooooon

e termes

y

et sa partie anisotrope est donc le R-espace quadratique x´1, . . . ,´1y de dimension
e (qui est si l’on peut dire «anti-euclidien», c’est-à-dire défini négatif).
14.4.2.3. Le cas r “ s. — C’est l’intersection des deux cas précédents, correspondant
à chaque fois à la situation limite dans laquelle e “ 0 ; l’espace V est alors
hyperbolique.
14.4.3. Le cas où k est fini. — Supposons maintenant k fini. Soit n un entier
strictement positif, et soit a un élément de kˆ. Il y a d’après la proposition 14.3.4 une
unique classe d’isométrie de k-espaces quadratiques non dégénérés de dimension n et
de discriminant a. Soit pV, qq un tel espace.
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14.4.3.1. Supposons que n est de la forme 2d` 1. — L’espace quadratique
à

1ďiďd

x1,´1y
K

‘ xp´1qday

est de dimension n, non dégénéré et de discriminant p´1q2da “ a ; par conséquent, il
est isométrique à V , si bien que la partie anisotrope de V est à xp´1qday.
14.4.3.2. Supposons que n est de la forme 2d et que a “ p´1qd modulo pkˆq2. —
L’espace quadratique

à

1ďiďd

x1,´1y

est de dimension n, non dégénéré et de discriminant p´1qd “ a mod pkˆq2 ; par
conséquent, il est isométrique à V , si bien que V est hyperbolique.
14.4.3.3. Supposons que n est de la forme 2d et que a ‰ p´1qd modulo pkˆq2. —
L’espace quadratique

à

1ďiďd´1
x1,´1y

K

‘ x1, p´1qd´1ay

est de dimension n, non dégénéré et de discriminant p´1q2pd´1q “ a ; par conséquent,
il est isométrique à V . Par ailleurs, le fait que a ‰ p´1qd modulo pkˆq2 entraîne que
p´1qd´1a ‰ p´1q modulo pkˆq2. Le k-plan quadratique x1, p´1qd´1ay n’est donc pas
un plan hyperbolique (puisque le discriminant d’un plan hyperbolique vaut ´1) ; il
est en conséquence anisotrope, et la partie anisotrope de V est dès lors x1, p´1qd´1ay.

14.5. Le cas d’un corps fini : exemples concrets. — Nous allons décliner les
résultats précédents (proposition 14.3.4 et 14.4.3 et sq.) concernant les corps finis dans
différents cas explicites.
14.5.1. Le cas du corps F3. — On a alors Fˆ

3 “ t´1, 1u, et pFˆ
3 q2 “ t1u.

14.5.1.1. — Il y a à isométrie près deux F3-espaces quadratiques de dimension 3 :
celui de discriminant 1, à savoir x1, 1, 1y, de partie anisotrope anisotrope x´1y ; et
celui de discriminant p´1q, à savoir x1, 1,´1y, de partie anisotrope x1y.
14.5.1.2. — Il y a à isométrie près deux F3-espaces quadratiques de dimension
4 : celui de discriminant 1, à savoir x1, 1, 1, 1y, qui est hyperbolique ; et celui de
discriminant p´1q, à savoir x1, 1, 1,´1y, de partie anisotrope x1, 1y.
14.5.2. Le cas du corps F5. — On a alors Fˆ

5 “ t´2,´1, 1, 2u, et pFˆ
5 q2 “ t1,´1u.

14.5.2.1. — Il y a à isométrie près deux F5-espaces quadratiques de dimension 3 :
celui de discriminant 1, à savoir x1, 1, 1y, de partie anisotrope x´1y » x1y et celui de
discriminant 2, à savoir x1, 1, 2y, de partie anisotrope x´2y » x2y (rappelons que p´1q

est un carré).
14.5.2.2. — Il y a à isométrie près deux F5-espaces quadratiques de dimension
4 : celui de discriminant 1, à savoir x1, 1, 1, 1y, qui est hyperbolique ; et celui de
discriminant 2, à savoir x1, 1, 1, 2y, de partie anisotrope x1,´2y » x1, 2y (rappelons
que p´1q est un carré).
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14.6. Le groupe orthogonal en toute petite dimension. — Nous allons
brièvement décrire le groupe orthogonal d’un k-espace quadratique de dimension 0 ou
1.
14.6.1. Le cas de la dimension nulle. — Il y a évidemment une seule forme
quadratique q sur l’espace nul, à savoir la forme nulle. Elle est non dégénérée (son
noyau est trivial !), et l’on a

Opqq “ SOpqq “ GLpt0uq “ tIdu.

14.6.2. Le cas de la dimension 1. — Soit pD, qq une droite quadratique non
dégénérée. Le groupe GLpDq s’identifie canoniquement à kˆ (tout endomorphisme
de la droite vectorielle D est une homothétie).

Soit λ P kˆ. L’homothétie de rapport λ appartient à Opqq si et seulement si qpλxq “

qpxq pour tout x P D, c’est-à-dire encore λ2qpxq “ qpxq pour tout x P D. La forme q
est non dégénérée, c’est-dire non identiquement nulle. Par conséquent, l’homothétie
de rapport λ appartient à Opqq si et seulement si λ2 “ 1, soit encore si et seulement
si λ P t´1, 1u. Il vient

Opqq “ tId,´Idu et SOpqq “ tIdu.

Remarque 14.6.3. — Si V est un k-espace quadratique non dégénéré de dimension
ď 1, alors toute isométrie de V est produit de réflexions : c’est en effet évident pour
l’identité, qui est le produit vide de réflexions. Il reste à considérer le cas de ´Id lorsque
V est une droite ; or dans ce cas, ´Id est la réflexion par rapport au sous-espace nul,
qui est bien un hyperplan de V .

14.7. Le groupe orthogonal en dimension 2. — On se propose maintenant de
s’intéresser en détail au groupe orthogonal d’un k-plan quadratique non dégénéré V ;
comme vous le verrez, notre approche évoquera la méthode classique d’utilisation des
nombres complexes pour l’étude des isométries d’un plan euclidien.
14.7.1. — On fixe un k-plan quadratique non dégénéré pV, qq ; notre but est de décrire
les groupes SOpqq et Opqq. Choisissons une isométrie entre V et xa1, a2y où a1 et a2
sont deux éléments convenables de kˆ. Il est immédiat que pour tout λ P kˆ, un
automorphisme f de V est une isométrie pour q si et seulement si c’est une isométrie
pour λq. On peut par conséquent supposer, quitte à remplacer q par a´1

1 q, que V
est isométrique à x1, ay pour un certain a P kˆ ; en fait, il sera plus commode de
remplacer a par ´a, c’est-à-dire de supposer que V est isométrique à x1,´ay.

Rappelons que V est hyperbolique (ou isotrope, ce qui revient au même) si et
seulement si son discriminant est égal à ´1 (13.5.13) ; comme son discriminant est
égal à ´a on voit que V est hyperbolique (ou isotrope) si et seulement si a est un
carré dans k.
14.7.2. — Soit L la k-algèbre quotient krT s{T 2 ´ a. Notons ω l’élément T de L. La
théorie de la division euclidienne montre immédiatement que p1, ωq est une base de L
comme k-espace vectoriel ; lorsque nous évoquerons l’écriture d’un élément de L sous
la forme x` yω, il sera toujours sous-entendu que x et y appartiennent à k.
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14.7.2.1. — Par construction, on a ω2 “ a, et donc p´ωq2 “ a. La propriété
universelle du quotient assure alors l’existence d’un unique morphisme de k-algèbres
de L “ krT s{T 2 ´a dans L qui envoie T “ ω sur ´ω. L’image d’un élément z “ x`yω
de L sous ce k-morphisme est égale à x´ yω ; nous la noterons z. Il est immédiat que
la «conjugaison» z ÞÑ z est une involution (c’est-à-dire un automorphisme égal à son
propre inverse, ou encore de carré égal à l’identité).

Soit z “ x` yω un élément de L. On a

zz “ px` yωqpx´ yωq “ x2 ´ ω2y2 “ x2 ´ ay2 P k Ă L

Ainsi, z ÞÑ zz peut être vue comme une forme quadratique sur le k-espace vectoriel
L, et pL, z ÞÑ zq est isométrique à x1,´ay, comme notre espace V de départ. On peut
donc supposer que V “ L et que q “ pz ÞÑ zzq ; nous n’emploierons plus désormais la
notation V .

L’application z ÞÑ qpzq “ zz commute au produit et envoie 1 sur 1 ; elle induit
donc un morphisme de groupes de Lˆ vers kˆ, dont on note U le noyau. Un élément
z de L appartient à U si et seulement si qpzq “ 1, sans avoir besoin de vérifier a
priori que z est inversible, car c’est une conséquence automatique de l’égalité zz “ 1.
Remarquons que UXkˆ est formé des éléments u de k tels que u2 “ 1 ; par conséquent,
l’intersection U X kˆ est égale à t´1, 1u.
14.7.3. — On a vu plus haut en 14.7.1 que le fait que a soit ou non un carré dans k a
une influence importante sur le comportement de q : celle-ci est isotrope si a P pkˆq2,
et anisotrope dans le cas contraire. Nous allons voir maintenant que cela a également
une grande influence sur la structure de L.
14.7.3.1. Supposons que a n’est pas un carré dans k, c’est-à-dire que la forme q est
anisotrope. — Le polynôme T 2 ´a est alors irréductible dans l’anneau principal krT s,
ce qui entraîne que L est un corps (en effet L est non nul puisque de dimension 2, et
si P est un polynôme de krT s qui n’est pas nul modulo T 2 ´ a alors P est premier à
T 2 ´ a et il existe donc une relation de Bézout RP ` QpT 2 ´ aq “ 1, si bien que P
est inversible dans L, d’inverse R).
14.7.3.2. Supposons que a est un carré dans k, c’est-à-dire que q est isotrope. —
Écrivons a “ α2 avec α P kˆ. On a alors T 2 ´ a “ pT ´ αqpT ` αq. Comme la
caractéristique de k est différente de 2, les éléments α et ´α de kˆ sont distincts et
le lemme chinois fournit un isomorphisme de k-algèbres

L “ krT s{T 2 ´ a » krT s{pT ´ αq ˆ krT s{pT ` αq » k ˆ k

(la structure de k-algèbre sur kˆk est donnée par le plongement diagonal λ ÞÑ pλ, λq).
Le premier de ces isomorphismes envoie une classe P modulo T 2 ´ a sur le couple
formé des classes de P modulo T ´ α et modulo T ` α ; le second envoie un couple
de classes pQ,Rq sur pQpαq, Rp´αqq.

Cet isomorphisme L » k ˆ k envoie en particulier ω “ T sur pα,´αq ; il envoie
donc un élément z “ x ` yω sur px ` yα, x ´ yαq, et envoie dès lors z “ x ´ yω sur
px´yα, x`yαq. Autrement dit, modulo l’isomorphisme L » kˆk, la conjugaison z ÞÑ z
correspond simplement à l’automorphisme d’échange des facteurs pλ, µq ÞÑ pµ, λq ; et
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la forme quadratique q correspond donc à
pλ, µq ÞÑ pλ, µqpµ, λq “ pλµ, λµq “ λµ

lorsqu’on voit k comme sous-anneau de L. Son cône isotrope est la réunion des deux
droites kp1, 0q et kp0, 1q.

Le groupe U s’identifie quant à lui à l’ensemble des couples pλ, µq appartenant à
kˆ ˆ kˆ tels que pλ, µqpµ, λq “ p1, 1q, c’est-à-dire encore tels que λµ “ 1. Autrement
dit, λ ÞÑ pλ, λ´1q définit un isomorphisme de kˆ sur U.
14.7.4. — Nous allons maintenant donner deux exemples importants d’isométries de
pL, qq.
14.7.4.1. — Soit u P U . Notons hu l’homothétie de rapport u de L dans lui-même.
C’est un automorphisme k-linéaire (et même L-linéaire) de L. On a pour tout z P L
les égalités

qphupzqq “ qpuzq “ uzuz “ uuzz “ zz
looooomooooon

uPU

“ qpzq,

et hu appartient donc à Opqq.
Écrivons u “ x` yω. La matrice de hu dans la base p1, ωq de L est alors

ˆ

x ay
y x

˙

,

et son déterminant est x2 ´ ay2 “ qpuq “ 1 ; par conséquent, hu P SOpqq.
Comme huv “ hu ˝ hv pour tout pu, vq P U2, l’application u ÞÑ hu définit un

morphisme de groupes de U dans SOpqq.
14.7.4.2. — Notons σ la conjugaison z ÞÑ z. On a pour tout z P L les égalités

qpσpzqq “ qpzq “ zz “ zz “ qpzq,

et σ est donc une isométrie. La matrice de σ dans la base p1, ωq de L est alors
ˆ

1 0
0 ´1

˙

,

et son déterminant est donc ´1 ; par conséquent, σ est une isométrie indirecte.
On en déduit au vu de 14.7.4.1 que hu ˝ σ “ pz ÞÑ uzq est pour tout u P U une

isométrie indirecte.

Proposition 14.7.5. — Soit f une isométrie de L.

(1) Si f est directe, il existe un unique u P U tel que f “ hu ; autrement dit, u ÞÑ hu
définit un isomorphisme de U sur SOpqq.

(2) Si f est indirecte, il existe un unique u P U tel que f “ hu ˝ σ.

Démonstration. — L’unicité de u est claire dans les deux cas : il est nécessairement
égal à fp1q. Réciproquement, posons u “ fp1q. Comme f est une isométrie on a
qpuq “ qp1q “ 1, et u appartient donc à U. Nous allons montrer que f “ hu si f est
directe, et que f “ hu ˝ σ si f est indirecte.

La matrice de q dans la base p1, ωq est diagonale ; par conséquent, ω est orthogonal
à 1. Puisque f est une isométrie, fpωq est orthogonal à u. Par ailleurs, comme hu est
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une isométrie, uω “ hupωq est orthogonal à u “ hup1q. Puisque q est non dégénérée,
l’orthogonal de ku est de dimension 1 ; comme on vient de voir qu’il contient uω, il
coïncide avec kuω.

Puisque fpωq est orthogonal à u, il existe en vertu de ce qui précède un scalaire
λ P k tel que fpωq “ λuω. Puisque f est une isométrie, on a

´a “ qpωq “ qpfpωqq “ qpλuωq “ λ2qpuqqpωq “ ´λ2a.

Comme a est non nul, il vient λ2 “ 1, c’est-à-dire λ “ 1 ou λ “ ´1.
Supposons que λ “ 1. On a alors fp1q “ u et fpωq “ uω. Par conséquent, f et hu

coïncident sur les deux vecteurs d’une base, ce qui entraîne que f “ hu, et que f est
directe.

Supposons que λ “ ´1. On a alors fp1q “ u et fpωq “ ´uω. Par conséquent, f et
hu ˝ σ coïncident sur les deux vecteurs d’une base, ce qui entraîne que f “ hu ˝ σ, et
que f est indirecte.

14.7.6. — La proposition 14.7.4.2 ci-dessus assure notamment que u ÞÑ hu induit un
isomorphisme de U sur SOpqq. On a donc une suite exacte

1 U Opqq t´1, 1u 1uÞÑhu det .

Notons par ailleurs un fait important : étant isomorphe à U, le groupe SOpqq est en
particulier abélien.

Soit λ : t´1, 1u Ñ t0, 1u l’application qui envoie 1 sur 0 et ´1 sur 1. Comme σ est
une isométrie indirecte d’ordre 2, l’application ε ÞÑ σλpεq de t´1, 1u dans Opqq est une
section de det : Opqq Ñ t´1, 1u. Cette section induit un isomorphisme

pu, εq ÞÑ hu ˝ σλpεq

de U ¸φ t´1, 1u sur Opqq compatible avec la suite exacte ci-dessus, où φ est un
morphisme de t´1, 1u dans AutpUq que nous allons déterminer (en particulier, on
retrouve l’assertion (2) qu’on pouvait donc déduire de (1) ; mais la preuve de la
proposition fournit (1) et (2) simultanément).

Soit u P U. On a les égalités

σ ˝ hu ˝ σ´1 “ σ ˝ hu ˝ σ “ pz ÞÑ uzq “ pz ÞÑ uzq “ hu “ hu´1

car u=u´1 puisque u P U. Par conséquent le morphisme φ envoie ´1 sur u ÞÑ u´1 (ce
dernier est bien un automorphisme de U puisque U est abélien).
14.7.7. Droites invariantes sous les isométries directes. — Soit u P U. Nous nous
proposons d’étudier les valeurs propres et vecteurs propres de l’isométrie directe hu
(vue comme application k-linéaire de L dans L) en distinguant trois cas.
14.7.7.1. Le cas où u appartient à k. — Cela revient à demander que u “ 1 ou
u “ ´1 (14.7.2.1). Dans le premier cas hu “ Id, son unique valeur propre est 1 et le
sous-espace propre correspondant est L tout entier ; dans le second cas hu “ ´Id, son
unique valeur propre est ´1 et là encore, le sous-espace propre correspondant est L
tout entier.
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14.7.7.2. Le cas où u R k et où a n’est pas un carré dans k. — On sait alors que q
est anisotrope, et que L est un corps. Soit λ un élément de k. Supposons qu’il existe z
non nul dans L tel que hupzq “ λz ; on aurait alors que pu´λqz “ 0, et partant u “ λ
puisque L est un corps, ce qui est absurde puisqu’on a supposé que u n’appartient
pas à k.

Par conséquent, l’isométrie directe hu n’a pas de valeur propre, c’est-à-dire encore
pas de droite stable.
14.7.7.3. Le cas où u R k et où a est un carré dans k. — On sait alors que q est
isotrope, et qu’on dispose d’une identification des k-algèbres L et kˆk modulo laquelle
la conjugaison est l’échange des facteurs, q est l’application pλ, µq ÞÑ λµ de cône
isotrope kp1, 0q Y kp0, 1q, et U est le groupe tpλ, λ´1quλPkˆ .

Travaillons modulo cette identification. L’élément u est alors de la forme pλ, λ´1q

avec λ P kˆ, et hu est l’application px, yq ÞÑ pλx, λ´1yq. De plus λ ‰ λ´1 (ce
qui veut dire que λ R t´1, 1u) puisqu’on a supposé que u n’appartient pas à k
(qui est considéré comme plongé diagonalement dans k ˆ k). Il s’ensuit que hu est
diagonalisable avec deux valeurs propres distinctes λ et λ´1, et que les deux droites
propres correspondantes sont les droites isotropes kp1, 0q et kp0, 1q.
14.7.8. Les isométries indirectes de L sont les réflexions. — Soit u un élément de
U et soit f l’isométrie indirecte hu ˝ σ “ z ÞÑ uz. On a

f ˝ f “ pz ÞÑ uuzq “ pz ÞÑ uuzq “ Id

car uu “ 1 ; par conséquent, f est une involution. Puisque f annule le polynôme
X2 ´ 1 “ pX´ 1qpX` 1q, l’endomorphisme f est diagonalisable et ses valeurs propres
appartiennent à t´1, 1u. Puisque f est une isométrie indirecte, son déterminant est
´1, et elle a donc pour matrice Diagp1,´1q dans une base convenable ; autrement
dit, c’est une symétrie par rapport à une droite de L. Nous allons montrer que c’est
plus précisément une symétrie orthogonale, c’est-à-dire encore ici (les droites étant de
codimension 1) une réflexion.
14.7.8.1. — Montrons tout d’abord qu’aucune des droites stables sous f n’est
isotrope. C’est tautologique si q est anisotrope. Supposons q isotrope et utilisons
l’identification L » k ˆ k dont les propriétés ont été rappelées au 14.7.7.3 ci-
dessus. On peut alors écrire u “ pλ, λ´1q pour un certain λ P kˆ, et f est égale
à px, yq ÞÑ pλy, λ´1xq. En particulier, f échange les deux seules droites isotropes
kp1, 0q et kp0, 1q, et aucune d’elle ne peut donc être une droite propre.
14.7.8.2. — Soit D l’une des droites propres de f . Elle est anisotrope par ce qui
précède, donc DK est une droite distincte de D. Comme f est une isométrie, on a
fpDKq “ fpDqK “ DK, si bien que DK est également stable. Les deux droites propres
de f sont donc orthogonales l’une de l’autre (et anisotropes). Par conséquent, f est
bien une réflexion.

Remarque 14.7.9. — Il résulte des discussions qui précèdent, et plus précisément
de 14.7.7.3 et 14.7.8.1, que lorsque q est isotrope, on a une caractérisation géométrique
très simple des isométries directes et indirectes : une isométrie de L est directe (resp.
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indirecte) si et seulement si elle préserve (resp. échange) les deux droites isotropes de
L.

Remarque 14.7.10. — Par ce qui précède, toute isométrie indirecte de L est une
réflexion. Par ailleurs, soit f une isométrie directe de L. On a f “ pf ˝σq ˝σ, et f ˝σ
et σ sont indirectes ; par conséquent, f est composée de deux réflexions.

14.7.11. Aspect matriciel. — Nous allons conclure cette étude par la variante
matricielle de la proposition 14.7.4.2. Soit donc f un endomorphisme du k-ev L.
14.7.11.1. — On déduit de loc. cit. que f est une isométrie directe, resp. indirecte,
si et seulement si il existe x et y dans k tels que x2 ´ ay2 “ 1 et tels que la matrice
de f dans la base p1, ωq soit égale à

ˆ

x ay
y x

˙

, resp.
ˆ

x ´ay
y ´x

˙

.

14.7.11.2. — Supposons de plus que q est isotrope, c’est-à-dire que a est un carré
dans k, et utilisons l’identification L » k ˆ k dont les propriétés sont rappelées au
14.7.7.3. On déduit alors de la proposition 14.7.4.2 que f est une isométrie directe,
resp. indirecte, si et seulement s’il existe λ P kˆ tel que la matrice de f dans la base
canonique de k ˆ k soit égale à

ˆ

λ 0
0 λ´1

˙

, resp.
ˆ

0 λ´1

λ 0

˙

.

Remarque 14.7.12. — Revenons à la situation initiale d’un k-plan quadratique V
isométrique à x1,´ay. Donnons-nous une base B de V dans laquelle la matrice de q
est égale à Diagp1,´aq. Il existe alors une isométrie de V sur L envoyant B sur p1, ωq ;
par conséquent, un endomorphisme de V est une isométrie directe, resp. indirecte, si
et seulement si sa matrice dans la base B est de la forme correspondante décrite au
13.4.13.1.

Supposons V isotrope et choisissons une base B1 de V dans laquelle la matrice de q
est égale à Diagp1,´1q. Il existe alors une isométrie de V sur kˆk envoyant B1 sur la
base canonique de k ˆ k ; par conséquent, un endomorphisme de V est une isométrie
directe, resp. indirecte, si et seulement si sa matrice dans la base B1 est de la forme
correspondante décrite au 14.7.11.2.

14.8. Le théorème de Cartan-Dieudonné. — Nous nous proposons maintenant
de démontrer le théorème de Cartan-Dieudonné, qui assure que toute isométrie d’un
espace quadratique V non dégénéré est produit de réflexions, et l’on dispose en plus
d’une borne sur le nombre de réflexions nécessaires : c’est la dimension n de V . En fait,
comme nous allons le voir, il y a une première version plus facile de ce théorème qui
fournit simplement la borne 2n (et tout de même la borne n lorsque V est anisotrope,
ce qui couvre par exemple le cas de la géométrie euclidienne). L’obtention de la borne
n en toute généralité est plus difficile, et fera l’objet d’un second théorème.

Lemme 14.8.1. — Soit V un k-espace quadratique non dégénéré, soit v un vecteur
anisotrope de V et soit W le sous-espace pkvqK de V . Soit f une isométrie de V telle
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que fpvq “ v et telle que f |W soit la composée d’un nombre fini r de réflexions de W .
Alors f est la composée de r réflexions de V .

Commentaires 14.8.2. — Sous les hypothèses du lemme ci-dessus, V “ kv ‘ W
et f stabilise kv, donc stabilise son orthogonal W . On peut en conséquence voir f |W

comme une isométrie de W , ce qui est implicitement fait dans l’énoncé.

Démonstration du lemme 14.8.1. — Écrivons f |W “ s1 ˝ s2 ˝ . . . ˝ sr où si est une
réflexion de W dont on note Hi l’hyperplan. Pour tout i, notons σi l’endomorphisme
de V qui envoie v sur v et dont la restriction à W est égale à σi ; c’est une réflexion
de V d’hyperplan kv

K

‘ Hi. On a alors par construction f “ σ1 ˝ σ2 ˝ . . . ˝ σr, ce qui
termine la preuve.

Théorème 14.8.3 (Théorème de Cartan-Dieudonné, version facile)
Soit V un k-espace quadratique non dégénéré dont on note n la dimension et

soit f une isométrie de V . L’application f est la composée d’au plus 2n réflexions, et
d’au plus n réflexions si V est anisotrope.

Démonstration. — Notons q la forme quadratique structurale sur V . On procède par
récurrence sur n. Le résultat est vrai si n “ 0 (14.6.1 et remarque 14.6.3). On suppose
désormais n ą 0 et le résultat vrai en dimensions ă n. Comme V ‰ t0u et comme q est
non dégénérée, il existe v P V tel que qpvq ‰ 0. Posons W “ pkvqK ; on a V “ kv‘W .
Par définition d’une isométrie, qpfpvqq “ qpvq, et la proposition 13.5.5 assure dès lors
l’existence d’une isométrie σ de V telle que σpfpvqq “ v qui est un produit d’au plus 2
réflexions, et qui est une réflexion si q est anisotrope. Par construction, v est invariant
sous l’isométrie σ ˝ f , qui stabilise donc W .

Appliquons l’hypothèse de récurrence à l’isométrie pσ˝fq|W de l’espace quadratique
non dégénéré W qui est de dimension n´ 1. Elle assure que l’isométrie pσ ˝ fq|W est
composée d’au plus 2n ´ 2 réflexions, et même d’au plus n ´ 1 réflexions si q|W est
anisotrope. En vertu du lemme 14.8.1, il en va de même de σ ˝ f ; il s’ensuit que
f “ σ ˝ pσ ˝ fq est produit d’au plus 2n ´ 2 ` 2 “ 2n réflexions, et même d’au plus
n´ 1 ` 1 “ n réflexions si q est anisotrope.

Avant d’énoncer la version délicate du théorème de Cartan-Dieudonné, nous aurons
besoin du lemme suivant.

Lemme 14.8.4. — Soit V un k-espace quadratique non dégénéré et soit f une
isométrie de V . On a l’égalité

Kerpf ´ IdqK “ Impf ´ Idq.

Démonstration. — On note b la forme bilinéaire symétrique structurale de V . Soit v
un vecteur de V tel que fpvq “ v, et soit w un vecteur de V . Nous allons utiliser la
caractérisation des isométries en terme d’adjonction (13.4.14 et 13.4.14.4). On a

bpv, fpwqq “ bpfpvq, fpwqq

“ bpv, f˚pfpwqqq

“ bpv, wq,
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où la dernière égalité provient du fait que f˚ “ f´1 puisque f est une isométrie. Par
conséquent on a

bpv, fpwq ´ wq “ bpv, wq ´ bpv, wq “ 0
et v est orthogonal à fpwq ´ w. On en déduit que Impf ´ Idq Ă Kerpf ´ IdqK. Par
ailleurs comme V est non dégénérée on a

dim Kerpf ´ IdqK “ dimV ´ dim Kerpf ´ Idq “ dim Impf ´ Idq,

d’où il découle que
Impf ´ Idq “ Kerpf ´ IdqK.

Théorème 14.8.5 (Théorème de Cartan-Dieudonné, version délicate)
Soit V un k-espace quadratique non dégénéré dont on note n la dimension et

soit f une isométrie de V . L’application f est la composée d’au plus n réflexions.

Démonstration. — Notons q la forme quadratique structurale sur V . On raisonne par
récurrence sur n. Il résulte de 14.6.1, 14.6.2 et remarque 14.6.3 que le théorème est
vrai en dimension ď 1, et de la remarque 14.7.10 qu’il est vrai en dimension 2. On
suppose donc n ě 3 et le théorème vrai en dimensions ă dimV .

Supposons tout d’abord qu’il existe un vecteur anisotrope v de V tel que fpvq “ v,
et posons W “ pkvqK. Comme v est anisotrope, on a V “ kv ‘ W ; comme kv est
stable sous f , l’espace W est également stable sous f , et il résulte de l’hypothèse de
récurrence que f |W est produit d’au plus n´ 1 réflexions ; en vertu du lemme 14.8.1,
f est elle-même produit d’au plus n´ 1 réflexions, et le théorème est démontré.

Supposons maintenant qu’il existe un vecteur v de V anisotrope tel que v ´ fpvq

soit lui-même anisotrope. Posons W “ pkvqK ; on a V “ kv ‘ W . Par définition
d’une isométrie, qpfpvqq “ qpvq, et puisque v ´ fpvq est anisotrope, la proposition
13.5.5 assure dès lors l’existence d’une rélfexion σ de V telle que σpfpvqq “ v. Par
construction, v est invariant sous σ ˝ f , qui stabilise donc W .

Appliquons l’hypothèse de récurrence à l’isométrie pσ˝fq|W de l’espace quadratique
non dégénéré W qui est de dimension n´ 1. Elle assure que l’isométrie pσ ˝ fq|W est
composée d’au plus n ´ 1 réflexions ; en vertu du lemme 14.8.1, il en va de même de
σ ˝ f ; il s’ensuit que f “ σ ˝ pσ ˝ fq est produit d’au plus n´ 1 ` 1 “ n réflexions, ce
qui termine la preuve.

Il reste à traiter le cas où f satisfait la propriété suivante :
(P) Kerpf´ Idq est totalement isotrope, et v´fpvq est isotrope pour tout vecteur

anisotrope v de V .
Montrons tout d’abord que sous l’hypothèse (P), v ´ fpvq est isotrope pour tout

vecteur v de V . Il suffit de le vérifier lorsque v est isotrope et non nul, et l’on se donne
donc un tel v. Comme V est non dégénéré, l’orthogonal pkvqK de v est de dimension
n´ 1. Puisque n ě 3, l’entier n´ 1 est strictement supérieur à tn{2u ; or la dimension
maximale d’un sous-espace totalement isotrope de V est en vertu du théorème-
définition 13.5.7 majorée par tn{2u ; il s’ensuit que pkvqK n’est pas totalement isotrope,
et il contient donc un vecteur anisotrope w. Puisque w est orthogonal à v et puisque
v est isotrope, on a qpw´ vq “ qpw` vq “ qpwq ‰ 0. L’hypothèse (P) assure alors que
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fpwq ´w est isotrope, que fpw ` vq ´ pw ` vq “ fpwq ´w ` fpvq ´ v est isotrope, et
que fpw´ vq ´ fpw´ vq “ fpwq ´w´ fpvq ` v est isotrope. Posons a “ fpwq ´w et
b “ fpvq ´ v. Les vecteurs a, a` b et a´ b sont isotropes. L’égalité qpa` bq “ qpa´ bq
entraîne alors que a et b sont orthogonaux, puis l’isotropie de a et celle de a ` b
entraînent celle de b. Ainsi, fpvq ´ v est isotrope, ce qu’on souhaitait établir.

D’après le lemme 14.8.4, on a Impf ´ Idq “ Kerpf ´ IdqK, ce qui entraîne que
Impf ´ IdqK “ Kerpf ´ Idq. Par ailleurs l’espace Kerpf ´ Idq est totalement isotrope
par hypothèse, et Impf ´ Idq est totalement isotrope par ce qui précède. On en déduit
que Impf´Idq Ă Kerpf´Idq et Kerpf´Idq Ă Impf´Idq ; autrement dit, on a l’égalité
Impf ´ Idq “ Kerpf ´ Idq. Ceci entraîne que pf ´ Idq2 “ 0 (l’inclusion Ă aurait suffi)
et également que dimV “ 2 dim Kerpf ´ Idq ; en particulier, n “ dimV est pair.

Puisque f ´ Id est nilpotente, il existe une base de V dans laquelle sa matrice
est triangulaire supérieure avec des 0 sur la diagonale ; la matrice de f dans cette
même base est alors triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale, si bien que
det f “ 1 : l’isométrie f est directe.

Nous allons maintenant conclure. Choisissons une réflexion arbitraire σ dans V
(il suffit de choisir un vecteur anisotrope et de considérer la réflexion par rapport
à l’orthogonal de la droite qu’il engendre). L’isométrie σ ˝ f est indirecte. Par ce
qui précède, elle ne peut donc satisfaire la propriété (P) ; par conséquent, σ ˝ f est
justiciable de l’un des deux cas particuliers traités en début de preuve, et le théorème
vaut pour σ ˝ f ; celle-ci est dès lors produit d’au plus n réflexions. Puisque n est
pair et puisque σ ˝ f est indirecte, σ ˝ f ne peut être produit de n réflexions ; elle est
donc produit d’au plus n ´ 1 réflexions, et f “ σ ˝ pσ ˝ fq est produit d’au plus n
réflexions.

14.9. Groupes orthogonaux réels. — Nous nous proposons maintenant de dire
quelques mots sur le groupe orthogonal d’un R-espace quadratique non dégénéré,
avec une insistance particulière sur le cas des espaces euclidiens. Notons que le cas
des plans relève de l’étude générale menée à la sous-section 14.7 avec k “ R, a “ ´1
et L “ C.
14.9.1. À propos des espaces euclidiens. — Faisons maintenant quelques remarques
sur la façon dont certains résultats vus plus haut se déclinent dans le cas des espaces
euclidiens.
14.9.1.1. Bases orthonormées. — Soit pV, q, bq un espace euclidien et soit n la
dimension de V . Une base peiq de V est dite orthonormée si bpei, ejq “ δij pour tout
pi, jq ; c’est le cas si et seulement si la matrice de q dans la base peiq est l’identité ; si
l’on note pXiq la base duale de peiq, cela revient à demander que q “

ř

X2
i . L’espace

V est de signature pn, 0q ; il possède donc une base orthonormée. Notons que lorsque
V est une droite, cela signifie simplement que V possède un vecteur v tel que qpvq “ 1
(ce qu’on voit très simplement directement, en prenant v non nul arbitraire puis en
le divisant si besoin par

a

qpvq).
14.9.1.2. Orthogonalité. — Soit V un espace euclidien et soit W un sous-espace
vectoriel de V . L’espace W est encore euclidien, et en particulier non dégénéré ; par
conséquent, V “ W ‘WK.
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14.9.1.3. Matrices de rotations. — Soit V un plan euclidien. Il résulte de 14.7.11.1
(voir aussi la remarque 14.7.12) qu’un endomorphisme f de V est une isométrie directe
(qu’on appelle aussi rotation dans ce contexte) si et seulement si il existe deux nombres
réels x et y tels que x2 ` y2 “ 1 et tels que la matrice de f dans la base B soit égale
à

ˆ

x ´y
y x

˙

.

Autrement dit, f est une isométrie si et seulement s’il existe un réel θ (uniquement
déterminé modulo 2π) tel que la matrice de f dans la base B soit égale à

ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙

.

Cette matrice sera notée Rθ.
14.9.1.4. Matrices d’isométries indirectes. — Soit maintenant g une isométrie
indirecte de V . On sait que g est une réflexion (14.7.8) ; par conséquent, il existe une
base orthogonale pe1, e2q de V dans laquelle la matrice de g est égale à Diagp1,´1q ;
quitte à remplacer ei par ei{

a

qpeiq pour i “ 1, 2, on peut supposer que pe1, e2q est
orthonormée.
14.9.2. Topologie du groupe orthogonal. — Soit pV, qq un R-espace quadratique non
dégénéré, soit B “ pe1, . . . , enq une base de V et soit M la matrice de q dans B. En
tant que R-espace vectoriel de dimension finie, EndRpV q a une topologie naturelle,
donnée par n’importe laquelle de ses normes (elles sont toutes équivalentes), et tout
sous-ensemble de EndRpV q sera considéré comme muni de la topologie induite.
14.9.2.1. — Les sous-groupes Opqq et SOpqq de GLpV q sont fermés dans ce dernier.
En effet, si f est un endomorphisme de V de matrice N dans B alors f est une
isométrie pour q si et seulement si tNMN “ M (13.4.13.1), ce qui est visiblement
une condition fermée ; par conséquent Opqq est fermé dans GLpVq, et SOpqq l’est
aussi puisque c’est l’intersection de Opqq et du noyau de l’application continue
det : GLpV q Ñ Rˆ.
14.9.2.2. Le cas euclidien. — Supposons de plus que q est définie positive et que
B est orthonormée. On a alors M “ In et un endomorphisme f de V appartient
à Opqq si et seulement si sa matrice N dans la base B vérifie l’égalité tMM “ In.
Remarquons par ailleurs qu’on sait aussi que f est une isométrie si et seulement si
bpfpeiq, fpejqq “ bpei, jq “ δij pour tout pi, jq, ce qui revient à demander que les
colonnes de M forment une base orthonormée pour le produit scalaire usuel de Rn ;
on retrouve cette condition en explicitant coefficient par coefficient ce que signifie
l’égalité tMM “ In.

On en déduit que le groupe Opqq est une partie non seulement fermée, mais bornée,
de l’espace vectoriel EndRpV q ; autrement dit, Opqq est compact, et il en va de même
de son sous-groupe fermé SOpqq.

Proposition 14.9.3 (Compacité et anisotropie). — Soit pV, qq un R-espace
quadratique non dégénéré. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) la forme q est anisotrope ;
(ii) le groupe Opqq est compact.

Démonstration. — On a vu ci-dessus que si q est définie positive alors Opqq est
compact ; il l’est également si q est définie négative puisque Opqq “ Op´qq. Par
conséquent, (i)ñ(ii).

Nous allons montrer réciproquement que (ii)ñ(i). On suppose donc Opqq compact,
et l’on cherche à montrer que q est anisotrope. On raisonne par l’absurde. On suppose
donc q isotrope. On peut alors écrire V sous la forme H

K

‘ W où H est un plan
hyperbolique (théorème-définition 13.5.7). Pour toute isométrie f de H, notons ρpfq

l’isométrie de V qui envoie un élément v “ h ` w de V (où h P H et w P W )
sur fphq ` w. L’application ρ est un morphisme injectif et continu Opq|Hq ãÑ Opqq.
Comme q|H est isotrope et non dégénérée, il résulte de 14.7.11 qu’il existe une base
pe1, e2q de H telle qu’un endomorphisme f de H est une isométrie si et seulement si
sa matrice dans pe1, e2q est de la forme

ˆ

λ 0
0 λ´1

˙

ou
ˆ

0 λ´1

λ 0

˙

où λ P Rˆ. Soit pe3, . . . , enq une base de W . Une isométrie g de V appartient à
l’image de ρ si et seulement si sa matrice N :“ paijq dans la base pe1, . . . , enq satisfait
les conditions suivantes :

˛ aij “ 0 dès que (1 ď j ď 2 et i ą 2) ou (j ě 3 et i ‰ j)
˛ ajj “ 1 pour tout j ě 3.

Par conséquent, le groupe G :“ ρpOpq|Hqq est un sous-groupe fermé de Opqq ; en
particulier, G est compact. L’application de G dans V qui envoie g sur gpe1q est
continue, et tgpe1qugPG est donc compact. Mais par ce qui précède on a

tgpe1qugPG “ tλe1uλPRˆ Y tλe2uλPRˆ

qui n’est pas compact (cet ensemble n’est même en fait ni fermé ni borné dans V ).
On aboutit ainsi à une contradiction.

Nous allons avoir besoin du lemme suivant, qui a son intérêt propre.

Lemme 14.9.4. — Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie et soit f un
endomorphisme de V . L’endomorphisme f possède une droite stable ou un plan stable.

Démonstration. — Si f possède une valeur propre réelle alors f possède un vecteur
propre, et partant une droite stable. Supposons maintenant que f n’ait pas de valeur
propre réelle, et soit χ son polynôme caractéristique. Puisque f n’a pas de valeur
propre réelle, χ n’a pas de facteur irréductible de degré 1 dans RrXs ; il s’écrit donc
ś

i χi où chacun des χi est irréductible de degré 2 (les χi ne sont pas forcément deux à
deux distincts). Puisque χpfq “ 0 par le théorème de Cayley-Hamilton, et puisque la
dimension de V est strictement positive, il existe i tel que χipfq ne soit pas injective.
Écrivons χi “ X2 ` aX ` b. Il existe par choix de χi un vecteur v non nul de V tel
que f2pvq “ ´afpvq ´ bv ; ceci entraîne aussitôt que l’espace vectoriel engendré par v
et fpvq est stable sous f . Cet espace est non nul (puisque v est non nul), et ce ne peut
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pas être une droite car sinon fpvq serait colinéaire à v et f aurait une valeur propre
réelle ; il est donc dimension 2, et l’on a bien exhibé un plan de V stable sous f .

Théorème 14.9.5 (Description générale des isométries d’un espace
euclidien)

Soit V un espace vectoriel euclidien dont on note n la dimension et soit f une
isométrie de V . Il existe une base orthonormée de V dans laquelle la matrice de f est
de la forme suivante :

˛ DiagpRθ1 , . . . , Rθd
q si n “ 2d et si f est directe ;

˛ Diagp1,´1, Rθ1 , . . . , Rθd´1 q si n “ 2d et si f est indirecte ;
˛ Diagp1, Rθ1 , . . . , Rθd

q si n “ 2d` 1 et si f est directe ;
˛ Diagp´1, Rθ1 , . . . , Rθd

q si n “ 2d` 1 et si f est indirecte.

Démonstration. — Notons q la forme quadratique structurale de V . Il suffit de
montrer l’existence d’une base orthonormée de V dans laquelle la matrice de f est de la
forme Diagpβ1, . . . , βℓq où chaque bloc βi est ou bien un bloc scalaire égal à 1 ou à ´1,
ou bien un bloc 2ˆ2 de la forme Rθ ; on passe en effet de cette forme à l’une des quatre
décrites dans l’énoncé en remarquant que Diagp1, 1q “ R0 et Diagp´1,´1q “ Rπ et
en permutant convenablement les éléments de la base.

Nous allons procéder par récurrence sur n. Le cas n “ 0 est évident : la base vide
(la seule possible !) a alors la propriété requise. Supposons n ą 0 et le résultat vrai
en dimensions ă n. En vertu du lemme 14.9.4, l’isométrie f possède une droite ou un
plan stable.

Supposons que f possède une droite stable D ; soit e1 un vecteur de D tel que
qpe1q “ 1. Puisque qpfpe1qq “ 1, il existe ε P t´1, 1u tel que fpe1q “ εe1. On a
V “ D ‘ DK ; comme D est stable sous f , son orthogonal l’est aussi. L’hypothèse
de récurrence assure alors l’existence d’une base orthonormée pe2, . . . , enq de DK

dans laquelle la matrice de f |DK est de la forme Diagpβ1, . . . , βℓq avec les βℓ comme
plus haut ; la matrice de f dans la base orthonormée pe1, . . . , enq est donc égale à
Diagpε, β1, . . . , βℓq et elle est bien de la forme requise.

Supposons que f possède un plan stable P . On a V “ P ‘PK ; comme P est stable
par f , son orthogonal PK l’est aussi. L’hypothèse de récurrence assure alors l’existence
d’une base orthonormée pe3, . . . , enq de PK dans laquelle la matrice de f |PK est de la
forme Diagpβ1, . . . , βℓq avec les βℓ comme plus haut. On distingue maintenant deux
cas. Commençons par celui où f est directe. Il existe alors une base orthonormée
pe1, e2q de P dans laquelle la matrice de f est égale à Rθ pour un certain réel θ
(14.9.1.3) ; la matrice de f dans la base orthonormée pe1, e2, e3, . . . , enq de V est alors
égale à DiagpRθ, β1, . . . , βℓq et elle est bien de la forme requise. Traitons ensuite le
cas où f est indirecte. Il existe alors une base orthonormée pe1, e2q de P dans laquelle
la matrice de f est Diagp1,´1q (14.9.1.4). La matrice de f dans la base orthonormée
pe1, e2, e3, . . . , enq de V est alors égale à Diagp1,´1, β1, . . . , βℓq et elle est bien de la
forme requise.
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