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Vous pouvez toujours utiliser une question précédente pour faire les questions suivantes,
méme si vous n’y avez pas répondu. Les questions avec une (x) sont considérées comme plus
difficiles. La qualité de la rédaction sera prise en compte dans la notation.

Exercice 1. Soit £ le langage { R}, ot R est un prédicat binaire. Soit 7" la £-théorie exprimant
les propriétés suivantes:

* Larelation R est une relation déquivalence,
* Pour tout entier 7 > 1, il existe une unique classe d’équivalence de cardinal 7.

1. Ecrire une liste d’axiomes pour T'. On pourra introduire des notations/abréviations pour
améliorer la lisibilité.
Soit M la L-structure (N, RY), ott RY est I'unique relation déquivalence sur N dont les
iy i . o
classes sont les [#, @[ﬂ N, pouri > 1. On note Ty = Th(M;) sa L-théorie.

2. Montrer qu’il existe N & T7 tel que RN a une infinité de classes infinies.

Soit Lp le langage £ u {P;,i > 1}, ot les P; sont des prédicats unaires. Soit Tp 2 T'la
L p-théorie exprimant les propriétés supplémentaires suivantes:

* Le prédicat P; est interprété comme 'unique classe de taille <.

Montrer que Tp élimine les quantificateurs.

3.

4. En déduire que Tp est complétel.

5. Montrer que M se plonge élémentairement dans tout modele de 7'.
6.

() Soit Defy (M7) < P(Mj) lalgebre de Boole des sous-ensembles £( M )-définissables
(i.e. définissables avec des L-formules a parametres dans M) de M. Soit S1 (M) lespace
des ultrafiltres sur Def (M;). Décrire, en justifiant, l'ensemble sous-jacent a S (M7).

Exercice 2. Lobjectif de cet exercice est de décrire la théorie universelle des ordres totaux. Soit
Llelangage {<}. Une formule universelle est de laforme V1 ---V,, ¢, o1 ¢ est une formule sans
quantificateurs. Un énoncé universel est une formule universelle qui est un énoncé. Pour toute
collection dénoncés T', on note Ty la collection des énoncés universels qui sont conséquences
de T'. Soit T la L-théorie des ordres totaux znfinis.

1. Soient M, N des modeles de T. Montrer qu’il existe un plongement élémentaire N —
N* etun plongement M — N*.

2. Endéduire que, pour tous M, N modeles de T, ona Thz (M )y = Thz(N)y. On pourra
démontrer un résultat reliant plongements et énoncés universels.

1Une théorie Ty dans un langage Lo est complete si, pour tout Lo-énoncé ¢, ona Ty E ¢ ouTp £ —.



