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1 Logique propositionnelle

1.1 Algebres de Boole et dualité de Stone

Définition 1.1. Un ensemble ordonné (A, <) est appelé une algebre de Boole si :
* Tout sous-ensemble fini de A a une borne supérieure1 et une borne inférieure”. En par-
ticulier,

— Aaun plus petit élément L = sup(2);
— Aaun plus grand élément T = inf();
— tous a,b € A ont une borne supérieure a v b;
— tous a, b € A ont une borne inférieure a A b.

* Tout a € A admet un complémentaire —a € A, tel que :

av-a=TetaA-a=1.
* adistribue sur v, et réciproquement.
Le complémentaire est unique. En effet, si b et b’ sont deux complémentaires de a, on a :
b=bAT=bA(avbd)=1v(bab)=bab =V

Exemple 1.2. * {1, T} avec L < T est une algebre de Boole.

* Pour tout ensemble X, (P(X), ) est une algebre de Boole.

* Si (R, +,-) est un anneau commutatif unitaire tel que, pour tout z € R, z? =z, alors la

relation a < b sur R définie par ab = a est un ordre qui fait de R une algebre de Boole. On
aalors1 =0, T=1,anb=ab,avb=a+b+abet-a=1-a. OnditqueRestunanneau
de Boole.
Réciproquement, si (A, <) est une algebre de Boole, alors si, pour tout a, b € A, on définit
alAb = (a A=b) v (bA-a),alors, (A, A, A) est un anneau commutatif unitaire et pour
tousa € A,a’=ara=a.De plus, itérer ces deux constructions nous ramene a l'algebre
ou I'anneau de départ; ce sont des équivalences de catégories.

"@@®® This work is licensed under a Creative Commons Attribution-ShareAlike 4.0 International License.
1Cst-a-dire un plus petit majorant.
?C’est-a-dire un plus grand minorant
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* Si(A,<) estune algebre de Boole, (A, >) est aussi une algebre de Boole, appelée 'algebre
duale.

Définition 1.3. Soient (A, <) et (B, <) des algebres de Boole. Un morphisme f : A — B est
une application de A dans B qui préserve tous les infimums et supremuns finis.

Un isomorphismes entre A et B est un morphisme A — B bijectif dont 'inverse est aussi un
morphisme.

Exemple 1.4. Le complémentaire est un isomorphisme entre (4, <) et (A4,2).

Remarque 1.5. Soit f: A - B une application.
* C’est un morphisme si et seulement si f(L1) = L, f(T) = T et, pour tous ai,as € A,

flaivaz) = f(a1) v f(az) et f(a1 Aaz) = f(a1) A f(az2).

¢ C’est un isomorphisme si et seulement elle est bijective croissante d’inverse croissante.

Définition 1.6. Soit (A, <) une algebre de Boole. Une sous-algebre de A est une partie B ¢ A
qui est contient tous les infimums et supremums de parties finies de B.

Exemple 1.7. Lensemble {Y ¢ X finis ou de complémentaire fini} est une sous-algebre de
(P(X),9).

Remarque 1.8. Soit (A4, <) une algebre de Boole et soit B ¢ A.
* Lensemble B est une sous-algebre de A si et seulement si il contient 1, T et by Vv by et
b1 A ba, pour tous by, bs.
* Si B est une sous-algebre de A alors c’est une algebre de Boole et I'inclusion est un mor-
phisme.

Soit (A, <) une algebre de Boole. On souhaite maintenant isoler une notion de « partie co-
hérente de A» :

Définition 1.9. Une partie F' ¢ A est un filtre si, pour tous a,be A :
e | ¢FetTeF;
*siae Feta<b,alorsbe F,;
* sia,be FalorsanbeF.

Un filtre maximal pour l'inclusion est appelé un ultrafilere.

Exemple 1.10. * L'ensemble {T} est un filtre.
* Pour tout élément a d’une algebre de Boole (A, <), 'ensemble (a) = {be A:a < b} est
un filtre. C’est un ultrafiltre si et seulement si a est un atome : pour tout b € A4,sib < a
alors b = 1. En, effet, si 1 # b < a alors le filtre (b) contient strictement (a).
* Soit X un ensemble infini, 'ensemble des parties cofinies de X est un filtre sur (P(X), <),
appelé le filtre de Fréchet.§

Remarque 1.11. Soit / un filtre pour 'algebre duale (A,>). On adonc:
e T¢Tetlel—cCestadirel ¢ Iet0e ] danslanneau associé;
* siaeletb<a,alorsbe ] — cest-a-dire, pour tout ¢ € I, comme ac < a, ac €
*sia,belalorsavbel —etdonca+b=a(l-b)vb(l-a)el. Réciproquement, si
I © A est clos par addition, alors, pour tousa,be [,avb=a+b+abe I.
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La notion de filtre est donc la notion duale de celle d’idéal, et les ultrafiltres sont les idéaux
maximaux de I'algebre duale.

Proposition 1.12. Tout filtre F de A est inclus dans un ultrafiltre.

Cette proposition est une conséquence de 'axiome du choix que l'on utilisera sous la forme
du lemme de Zorn :
* Unensemble ordonné (X, <) estditinductif si toute chaine de X (c’est-a-dire toute partie
totalement ordonnée de X') admet un majorant.
* Lemme de Zorn : tout ensemble inductif non vide admet un élément maximal.

Démonstration. Montrons que I'ensemble des filtres contenant un filtre F* est inductif pour
I'inclusion. La proposition 1.12 découle alors du lemme de Zorn. Soit donc (F;);es une chaine
de filtres contenant F'. Alors E' = UU; F; est un filtre qui contient F. En effet, L ¢ E, T € E et
pourtousa € E,be AetieItelsquea e Fjeta<b,alorsb e F; ¢ E.Enfin,sia,b € E,comme
les F; forment une chaine, on trouve i tel que a,b € F; etdoncanbe F; € E. O

Proposition 1.13. Soit X ¢ A dont toute partie finie a une borne inférienre distincte de 1. Alors

F={b>Nai:aicX}

est le plus petit filtre contenant X.
On l'appelle le filtre engendré par X et un tel X est appelé une base de filtre.

Démonstration. Vérifions que F est un filtre. Tout d’abord, l'intersection de la famille vide étant
T,onabien T € F. Si on avait 1 € F, alors il existerait a; € X, pour ¢ < n, tels que L > Ajcp a4
et donc Ajcpa; = L, ce qui contredit que X est une base de filtre. De plus, si b > A;, a; et
€ Ni<m Cir avec a;, ¢; € X, alorsb A 2 Njen @i A Njem C; et donccAb € F. Enfin, sic > b Ao, @i,
alors on a bien ¢ € F'. Donc F est un filtre.

Réciproquement, si E est un filtre qui contient X, alors, pour tous a; € X, pouri <n,ona
(par récurrence), Aj<p a; € E etdoncsib > Ajcpas,onbe E.Dou F C E. ]

Proposition 1.14. Soit F un filtre de A, sont équivalents :
(i) F est un ultrafiltre;
(i7) pourtousa,be A, siavbe F alorsae FoubeF;
(117) pour touta € A, a € F on -a € F.

Démonstration.

(i)=(ii) Supposons tout d’abord que F est un ultrafiltre et soient a,b € A tels que a v b € F. Si
F u{a} est une base de filtre, comme F' est maximal, le filtre engendré par F'u {a} est F
lui-méme et donc @ € F'. Sinon, il existe ¢ € F'telqueanc=1.0naalorsb>bAc=
Lv(bae)=(anc)v(brc)=(avb)Arce FetdoncbeF.

(ii)=(iii) Soita € A. Comme aV -a =T € F, il découle de la condition (ii) que a € F' ou —a € F.

(iii)=(i) Soit £ 2 F'unfiltre.Sia € E\F, parla condition (iii), ona-a € Fetdonc L = an-a € E,
ce qui contredit le fait que F est un filtre. Donc E € F' et F' est bien maximal. O
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Remarque 1.15. * Un ultrafiltre décide donc pour toute proposition a € A si elle est vraie
ou fausse en respectant la relation de conséquence. On peut donc voir un ultrafiltre F
comme un « modéle» de A. Pour tout a € A, on note alors F' £ a — F est un modele de
A—siaeF.

* On rappelle que les filtres maximaux sont exactement les filtres duaux des idéaux maxi-
maux. Puisque pour tout z dans un algebre de Boole, on a z2 -z = 0, la seule algebre
de Boole integre est le corps Z/27Z. 1l sensuit que tous les idéaux premiers d’un anneau
de Boole sont maximaux. Ceci donne une preuve alternative du fait qu’un filtre ' d’une
algebre de Boole (A, <) est un ultrafiltre si et seulement si la condition (ii) de proposi-
tion 1.14 est vérifide.

Rappel 1.16. Soit X un ensemble.
* Une partie 7 € P(X) est appelé une topologie si elle est close par intersection finie et
union quelconque (en particulier, elle contient & et X).
* Une partie U € 7 est appelé un ouvert et le complémentaire d’un ouvert est dit fermé.
* Etantdonné B ¢ P(X), la topologie engendrée par B est la plus petite topologie 7 conte-

nant B.On a
T= {U m Ul'j : Uij € B}
i j<n;

* Soient X et} des espaces topologiques. Une application f : X — Y est continue si, pour
tout U € Y ouvert, f~1(U) est ouvert. Cest un homéomorphisme si elle est bijective et
que son inverse est aussi continu. En d’autres termes, pour tout U €Y, U est ouvert si et
seulement si f~1(U) est ouvert.

Définition 1.17. On note S(A) I'ensemble des ultrafiltres de A. On le munit de la topologie
engendrée parles [a] = {F € S(A) : a € F'}, pour tout a € A.

Remarque 1.18. 1. Pourtouta € A, [-a] = S(A) \ [a]; en effet, un ultrafiltre ne peut pas
contenir 4 la fois a et —a et s’il ne contient pas g, il contient —a, par la proposition 1.14.
2. Pourtousa,be A, [aAb] =[a] n[b];en effet, si a,b € F alors, par définition a A b € F,
et réciproquement, sia Ab € F',commeaAb<a,b,onaa,beF.
3. Pour tous a,b € A, [aVvb] = [a] U [b];eneffet,siaVv b e Falorsa € Foub e F par
proposition 1.14, et réciproquement, si a € I alors,commea < avbonaavbeF (et
de mémesib e F).

Proposition 1.19. La topologie sur S(A) est :
o séparée : pour tous x,y € S(A) distincts, il existe des ouverts U,V ¢ S(A) disjoints tels que
zeUeyeV;
* engendrée par des ensembles onverts fermés;
* (quasi-)compacte : pour tout reconvvement Uer U; = S(A) d ouverts, il existe Iy € I fini tel
gue Uier, Ui = S(A) — de maniere équivalente, toute famille (X;)er de fermés de S(A),
dont toute intersection finie est non vide’, a une intersection non vide.

On ditque S(A) est un espace de Stone. On remarque que la séparation peut étre renforcée :
pour tout z,y € S(A) distincts, il existe un ouvert fermé U tel que z e U ety ¢ U.

?Cest-a-dire que c’est une base de filtre dans Ialgebre (P(S(A)), <).
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Démonstration. D’apres la remarque 1.18.1, 'ensemble [a] est ouvert fermé, ce qui conclut la
deuxi¢me affirmation. De plus, si F' et E sont des ultrafiltres distincts de A, Il existe a € F' \ E
etonadonc F € [a] et F € [-a].

Enfin, soient X; ¢ S(A) des fermés, pour i € I, dont toute intersection finie est non vide.
On a X; = Nj[ai;] et il suffit donc de montrer que N;;[a;] est non vide. Notons de plus que
pour tous Ig et Jig finis, on a Niezy jeio[@ij] 2 Nier, Xi # @. Donc, quitte 4 remplacer les X;
par les [a;;], on peut donc supposer que X; = [a;]. Lensemble {a; : i € I'} est alors une base de
filtre. En effet, s’il existe Iy € I fini tel que Ajez, @i = L, alors Nieg,[ai] = {F € S(A) : a; € F,
pour touti € Iy} € {F € S(A): 1L e F} estvide.

Soit donc F' un ultrafiltre contenant le filtre engendré par les a;. Pour tout i, ona a; € F et
donc F € [a;]. [

Exemple 1.20. Pour tout ensemble X, 'ensemble 2% muni de la topologie produit — engen-
dréeparles {f: f(z) =€} pourtoutz € X ete € {0,1} — est un espace de Stone. Sa compacité
n’est pas évidente, mais elle est assurée par le théoreme de Tychonoff. Par ailleurs, on verra plus
tard qu’il est homéomorphe a I'espace de Stone d’une algebre de Boole dont on vient de démon-
trer la compacité.

Si X est dénombrable, on I'appelle I'espace de Cantor.

Proposition 1.21. Pour tout espace de Stone X, l'ensemble B(X) des ouverts fermés de X forme
une sous-algebre de Boole de (P(X), <).

Démonstration. Les ensembles X et @ sont bien ouverts et fermés. Etsi Y, Z € X sont ouverts
fermés, alors c’estaussilecasde Y N Z, Y u Zet X \Y. ]

Théoréeme 1.22 (Dualité de Stone). Soit A une algebre de Boole et X un espace de Stone. Alors :

f:{ A~ B(S(A)) o g:{ X - S(B(X))

a [a] x v~ Fy = {onverts fermés contenant v}
sont, vespectivement, un isomorphisme d algebre de Boole et un homéomorphisme.

Plus précisément il y a une équivalence de catégorie entre la catégorie des algebres de Boole
et la catégorie opposée des espaces de Stone.

Démonstration. Montrons tout dabord quesia,b € A, alors
a < bsietseulementsi [a] € [b].

On suppose tout d’abord que a < b. Soit F' € [a], clest-a-dire @ € F. On a alors b € F et
donc F' ¢ [b]. Réciproquement, supposons que [a] € [b]. Tout filtre qui contient a contient
donc aussi b et donc {a,-b} n'est pas une base de filtre. c’est-d-dire a A -b = 1. On a donc
a=an(bv-b)=(anb)Vv(ar-b)=anbetdonca<b.

On a prouvé que l'application f est strictement croissante — en particulier, injective. Il reste
a montrer sa surjectivité. Soit X ¢ S(A) un ouvert fermé. Comme X est ouvert, on a donc
X = User[ai], ot a; € A. Comme S(A) = (S(A) N X) ul;[a;] est un recouvrement ouvert,
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il existe donc un ensemble fini Iy € I tel que S(A) = (S(A) \ X) U Ujez,[a:]- On a donc
X = Usery[ai] = [Vier,a:]. Lapplication f est donc bien surjective.

Considérons maintenant lapplication g. Pour tout z, on vérifie que F, est un ultrafiltre : il
contient X et pas &, il est clos par sur-ensemble et intersection, et pour tout ouvertfermé Y ¢ X,
x appartient soit a2 X, soit 2 son complémentaire (qui est, lui aussi, ouvert fermé). De plus, si
x,y € X sontdistincts, comme la topologie de X est séparée et engendrée par des ouverts fermés,
il existe un ouvert fermé Y ¢ X telquexz e Y ety ¢ Y. OnadoncY € F, \ Fy. Lapplication
g estdonc injective. Enfin, si F' est un ultrafiltre de B(X), par compacité, Ny Y contient un
point z. On a alors F' ¢ F,, et comme F est maximal, F' = F;. Donc g est surjective.

Il reste 2 montrer quelle est bicontinue. Soit donc U ¢ X un ouvert fermé. On a

g(U)={Fy:zeU}={F,:UeF,}=[U],

puisque g est surjective. Ceci conclut la preuve. [

1.2 Formules propositionnelles

On va maintenant introduire une algébre de Boole importante : I'algebre de Boole des for-
mules propositionnelles. On fixe V' un ensemble (dénombrable infini).

Définition 1.23. Lensemble des formules en les variables V" est le plus petit ensemble §(V') qui
contient :

* X, pourtout X € V;

L] J_ ;

* ¢ — 1, pour tous et 1) € F(V).

On considere, étant donné une formule, que 'on sait de quelle forme elle est (c’est une va-
riable, L ou I'implication entre deux formules). En termes de représentation concrete, on peut
considérer que les formules sont certains mots sur 'alphabet V' u {1, -}, mais se posent alors
des questions (pénibles) de lecture unique et potentiellement de parentheses. On considérera
donc plutét les formules comme des arbres binaires dontles feuilles sont étiquetées par VL {1}.

Par définition, on peut raisonner par récurrence sur les formules : pour définir une fonction
fsur §(V), il suffitde préciser f(X), pourtout X € V, f(L) et f(¢ — ) en fonction de f ()
et f(¢).

On souhaite donner un «sens» aux formules en les interprétant comme des fonctions qui
associent a chaque assignation des variables aux valeurs 0 ou 1, une valeur égale 2 0 ou 1. On
définit donc la sémantique (naturelle) suivante :

Définition 1.24. Soit ¢ € (V). On définit [¢] : {0,1}V — {0, 1} par récurrence sur . Pour
tout ov: V - {0,1} on pose:

* [X](e) = a(X);

* [1](e) =05

+ T~ l(@) = (-l @) - | § SO IO e
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Soit ¥ ¢ F(V'). On dit que ¥ est valide pour 'assignation «, ce qu’on note a = W, si, pour
tout ) € ¥, [] () = 1 — en d'autres termes [¥] () = infyew [1] (o) = 1 avec comme conven-
tion que inf @ = 1. Soit ¢ € F(V'), on dit que ¢ est une conséquence (sémantique) de ¥,
ce quon note ¥ E ¢, si, pour tout « tel que [¥](a) = 1, on ait [¢](a) = 1 — cest-a-dire

[W](e) < [el(e).

La relation ¢ = 1) est un pré-ordre4 :ona  E 1 siet seulement si, pour tout o : V' - {0,1},
[el() < [¥](a). Soit = la relation d¥équivalence associée — on a donc ¢ = 9 si, pour tout
a:V - {0,1}, [¢](a@) = [¢](a). On peut donc identifier la classe de ¢ avec la fonction
[l : {0,1}V - {0, 1}. Cet espace de fonction est une algébre de Boole pour lordre « point par
point» défini par f < g si pour tout a : {0,1}Y, f(a) < g(a) — cette algebre est isomorphe
aP(P(V)). Dans la suite, on sera surtout intéressé par les formules a équivalence pres et on
identifiera souvent une formule avec sa classe dans I'algebre de Boole § (V).

On peut alors vérifier que (V') = (F(V')/=, &) est une sous-algebre de Boole :

* lafonction [1] est constante égale 4 0, fonction qui est bien le plus petit élément;

* pour toute formule ¢ et toute a : {0,1}", ona [y — 1](a) = 1 si et seulement si
[el(c) =0, etdonc [ — L] = 1 - [¢] est bien le complémrtaire;

* lafonction [L — 1] est constante égale 4 1, fonction qui est bien plus grand élément;

* pour toutes formules ¢ et ¢ et toute o : {0,1}", ona [(¢ - 1) - ¥](a) = Osiet

seulementssi [o] () = [¢/](a) = O etdonc [(p — 1) = o] = inf{[¢], [¢]};
* pour toutes formules o et 1 et toute v : {0, 1}V, ona [(¢ = (¢ - 1)) - 1](a) = Lsiet

seulement si [i7] () = [¢](a) = 1 etdonc [(p » (¢ ~ 1)) ~ 1] = sup{[¢], [¥]}-

Remarque 1.25. Lalgebre de Boole § (V') est I'algebre de Boole libre sur V. Elle vérifie la pro-
priété universelle suivante : si A est une algebre de Boole et f : V' — A une fonction, il existe un
unique morphisme d’algebre de Boole §- (V') - A qui étend f.

La sémantique définie dans la définition 1.24 est exactement cet unique prolongement des
assignations de variables dans l'algebre de Boole Z/27Z.

On vérifie que

S(F=(V)) ~ 2V
F P lxep
{o:lel(a) =1} <«

ot 2V est muni de la topologie produit. Un point crucial est de vérifier, par récurrence sur ¢,
que:
¢ € F'sietseulementsi [¢](Lxer) = 1.

Par définition, on a [X[(Lxer) = 1 si et seulementsi X € F. De plus, [L](L1xer) =0et L ¢ F.
Enfin, Supposons que [¢ - ¥](Lxer) = 1, et donc, par récurrence ¢ ¢ F out € F. On
vérifie alors (par calcul) que ~¢ = ¢ - ¥ ety £ ¢ - 9, et donc, dans les deux cas, p — ) € F.
Réciproquement,sip — 1 € Fet [¢](1xer) = 1 (etdonc ¢ € F'),comme oA (¢ = 9) E 1), 0on
a1 e F,etdonc [¢](1xer) = 1. On a donc bien que si ¢ = 9 € F, alors [ — ¢ (Lxer) = 1.

“Elle est transitive et réflexive.
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Définition 1.26. Une partie ¥ ¢ §(V') est dite consistante s’il existe o : V' — {0,1} telle que
a E ¥ — en d’autres termes W # 1.

En effet, ¥ # 1 si et seulement §’il existe o : V' — {0, 1} telle que [¥] () =1 >0 = [L](«).

Corollaire 1.27 (Compacité de la logique propositionnelle). Soit W ¢ F(V') et soit ¢ € F(V').
1. La partie V est consistante si et seulement si, toute Wy c W ﬁnz’e est consistante.
2. OnaV e psietseulement sl existe Vo €V finie telle que Vg = .

Démonstration. Supposons que toute Uy C U est consistante et montrons que ¥ est consis-
tante — la réciproque est claire puisque toute partie d’un ensemble consistant est consistante.
Comme V¥ est consistante, Ayew, ¢ # L etdonc ¥ est une base de filtre de §- (V). Elle est donc
incluse dans un ultrafiltre F'. Pour tout ¢ € ¥, on a [¢](1xer) = 1; cest-a-dire Lxcp = P et
donc ¥ est consistante.

La deuxi¢me assertion découle alors de la premiere et du fait que ¥ £ ¢ si et seulement si
U U {-p} nest pas consistante. En effet, pour tout  : V' — {0,1} telle que [¥](a) = 1,
[¢](a) =1 —etdonc ¥ E ¢ — si et seulement si [-¢](a) = 0 — et donc ¥ U {—~¢} n’est pas
consistante. O

2 Logique du premier ordre

2.1 Langages, structures, formules

Définition 2.1. Un langage (du premier ordre) est la donnée, pour chaque entier n > 0,
* D’un ensemble §,, — les fonctions d’arité n;
* D’un ensemble R,, — les relations d’arité n.

Voir [ , Exemple 2.1.1].

Remarque 2.2. La définition ci-dessus est un cas particulier de langage du premier ordre avec
sortes qui est la donnée :

* D’un ensemble X de sortes;

* Pour tout upletde sortes X = (X;)o<i<n, d'un ensemble F x des fonctions [T;..S; = So;

* Pour tout uplet de sortes X = (X;)o<i<n, d’un ensemble R x des relations sur [;50 S;.
La définition 2.1 est le cas particulier ou I'ensemble des sortes est un singleton. Toutes les défi-
nitions et les résultats que 'on prouvera par la suite sadaptent a ce cadre général, mais on sen
tiendra aux langages 4 une sorte pour alléger les notations.

On fixe, a présent, un langage £.

Définition 2.3. Une £-structure M est la donnée :
* D’un ensemble A (M) non vide’;
* Pour tout F € §,, d’une fonction FM : A(M)" - A(M);
* Pour tout R € R,,, d’une partie R c A(M)™.

’0On pourrait tout 4 fait autoriser les structures vides, mais cela compliquerait un peu certaines constructions par
la suite. On se permettra donc d’ignorer ici cette (unique) structure.
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Voir [ , Exemple 2.1.2].
On fixe, 4 présent, un ensemble infini (dénombrable) V' de variables.

Définition 2.4. Lensemble T*(V') des termes du langage £ en les variables V' est le plus petit
ensemble qui contient :

* x,pourtoutx € V;

* Fty...t,, pourtout F € §, ettousty,... by € TE(V).

Définition 2.5. Lensemble §*(V') des formules du langage £ en les variables V" est le plus petit
ensemble qui contient :

* t1 =t pour tousty ety € TEV);

* Rty...t,, pourtout R e R, ettousty,...,ty € TEV);

. 1,

* o — 1, pour tous p et Y € FE(V);

* Vzp,pourtoutz e Vetype FE(V).

Les formules de la forme Rty ...t,, ot R € R, et tq,...,t, € TH(V), celles de la forme
t) = tg, ol ty et ty € TX(V), ainsi que la formule 1 sont dites atomiques.

La question de la représentation concrete des formules estici plus cruciale puisque la maniere
dont on décide de gérer les variables liées par des quantificateurs aura des conséquences sur la
suite. On pourrait choisir de les représenter par des arbres dont les sommets sont annotés par
Vu{=1,-,V}ul,(§,uMR,). Cela pose cependant la question du statut des variables lies par
des quantificateurs, du fait que la méme variable peut étre liée ou libre dans la méme formule,
voire liée par des quantificateurs disctints. Il faut donc travailler «a renommage des variables
lides» pres, ce qui peut étre assez pénible quand on fera des choses plus syntactiques.

Ici, on choisira donc plutdt de ne pas nommer les variables liées et de représenter les formules
comme des arbres ot1 les variables liées sont remplacée par un lien vers leur quantificateur. Tech-
niquement, les formules sont donc des graphes orientés pointés dont les sommets sont annotés
par Vu{= 1, V}ul, (S, uR,).

L’intérét de cette représentation et que pour tous p et ) € F-(V) ettouszety € V,

Va ¢ = Yy siet seulement si y n’a pas doccurrence dans ¢ et ¢ = p(y/z)

qui est la formule obtenue en remplagant toutes les occurences de x par y. Cette représentation
sera aussi tres pratique pour définir la substitution puisqu’elle évite la capture de variables par
les quantificateurs.

On interprete la « vérité » d’une formule suivant la sémantique naturelle suivante :

Définition 2.6. Soit M une structure et t € T*(V'). On définit [t]ps : A(M)Y - A(M) par
récurrence sur t. Pour tout o : V' - A(M), on pose :

+ [alne(@) = a(2);

. [[Ftl 2 tn]]M(a) = FM([[tl]]M(Oé), R [[tl]]M(Oé)).
Soit ¢ € F(V'). On définit aussi [¢]ar : A(M)Y — {0,1} par récurrence sur . Pour tout
a:V — M, onpose:

* [t = talm (@) = Tp 10 (0)=[ta]ar (o) 5

e [Rty...to] (@) = Lpm ([t1] (@), .., [t1]ar(@))s
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* [1]am(a) =05
* [ = Ylm(a) =sup{l - [p]m(a), [Y]am(a)};

* [Yo ¢l (a) = infaen ) [@]ar () ® Ol Quma (2) = aet apna(y) = a(y) siy # .
Si [¢]am (), on dit que ¢ est satisfaite par o dans M, ce que I'on note M £ p(«).

Remarque 2.7. On peut vérifier, par récurrence sur ¢, que [¢] a7 (o) ne dépend que des valeurs
de o pour les variables ayant une occurrence (libre) dans ¢; on rappelle que, par construction,
les variables liées par des quantificateurs n’apparaissent pas dans la formule ¢.

On écrira (1, ..., xy,) pour indiquer que les variables de ¢ apparaissent toutes parmi les
variables (distinctes deux a deux) x1, ..., z,. Pour tout ay,...,a, € A(M) on écrit alors M =
¢(a1,...,a,) pour signifier que M = ¢(a) pour tout choix de a : V' — A(M) telle que
a(x;) = aj, pour tout i < n.

Une formule est dite close, on parle aussi dénoncé, si aucune variable n’apparait dans . On
écrit alors M E ¢ si pour un choixde a : V' - A(M) (et donc pour tous), M = ¢(a). Un
ensemble de formules closes T" est aussi appelé une théorie. On dit qu’une structure M est un
modele de 7', ce que I'on note M & T, si pour tout ¢ € T, M = ¢ — cest-a-dire que [T s est
la fonction constante égale a 1.

Comme pour la logique propositionnelle, la relation ¢ & 1) est un pré-ordre et on note =
la relation d*équivalence associée. Lensemble ordonné FE(V) = (F(V)/=, &) est alors une
algebre de Boole. Pour toutes formules ¢ et 1, on a:

* un complémentaire ~p = ¢ - L;

* unsupremum @ V) = (=) = ¥;

* uninfimum p A Y = (¢ > (=1)).
On introduit aussi Iéquivalence ¢ < 1 = (¢ = ) A (¢ = ) et le quantificateur existentiel
dxp ==V -p.

On peut alors calculer la sémantique de ces nouveaux symboles. Pour toute structure M et

toute: V — A(M),ona:
* [elu(e) = 1- [elu(a);
* [ovolu(a) =sap{lp]m(a), [¥]rm(a)};
+ [p A vlu(a) = inf{lelu(a), [ (a) )3
* I o ¥l (@) = Lpgp (@)=[glar (@)
* [3z¢]m(a) = supgeaan [Pl v (zma).

2.2 Ultraproduits

On fixe dorénavant un langage £ et un ensemble de variables V. Soient (M; ) ;e des structures
et 4l un ultrafiltre sur l'algebre de Boole (P(1),<).

Définition 2.8. L'ultraproduit N = [, M; est la L-structure avec :

*Pour étre parfaitement correct, puisque ¥V ¢ n'est défini qu’a renommage de x pres, il faudrait plutdt considérer
inf yea a1y, yevar(va o) [0(Y/2) 0 (Qysa ). Mais on peut vérifier, a posteriors, par récurrence sur ¢ que ces deux
quantités sont égales.
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* ensemble sous-jacent A(N') = [T, A(M;)/~ ou
a~bsietseulementsi{iel:a;=b;}€ll;

* pour tout symbole de fonction F' € §,, darité netay, ..., an, € A(N),
FN(ay,...,a,) = (FMi(au, ceyGni)) ]~

ota; = (aji)/~;
* pour tout symbole de relation R € R,, darité netay,...,a, € A(N),
p y M )

(a1,...,ap) € RY si et seulement si {iel:(a1;,...,an;) € RM’L'} ey,
ot a; = (a3:)/

Il faut tout de méme montrer que ~ est bien une relation d¢quivalence et que les définitions
de FN et RN ne dépendent pas de choix de coordonnées.

Démonstration. Vérifions d’abord que ~ est bien une relation déquivalence. Elle est réflexive
puisque pour tout a € [T; A(M;), {i € I : a; = a;} = I € L. Elle est aussi symétrique puisque,
pour tout b € [T, A(M;), {i € I : a; = bj} = {i € I : b; = a;}. Montrons enfin quelle est
transitive. Pour tout ¢ € [J; A(M;),sia ~ betb ~ c,ona X = {i €l :a; = b} € et
Y ={iel:a;=b;} el Onaalors

XnYc{iel:a;=c}

qui est donc aussi un élément de 4. On a donc bien a ~ c et ~ est transitive.
Soit maintenant F' un symbole de fonction d’arité n et a,b € N™ tels que, pour tous j < n,
az ~ bj; et donc Xj = {Z el: a5 = bjﬂ'} € ﬂ, ou a; = (aj7z-)i61/~ et bj = (bj,i)iel/"‘- Comme

m Xj c {Z el: FMZ'((LLZ',. . .,am) = FMi(bLZ',... abn,i)}

j<n
ce dernier ensemble est un élément de 4 et donc
(FMi(CLLi, ceey an7i))igl ~ FMi(b17i7 ceey bn,i);
cest-a-dire que F N est bien défini. De méme, si R est un symbole de relation d’arité n,

ﬂij{iEI:(aLi,...,an,i) ERMi}E{Z’EIZ (bl,iy---;bn,i) ERMZ}

jsn
et donc, par symétrie,
. . MZ . . . . M7, .
{iel:(ai,...,an;) e R} elsietseulementsi{iel:(by,...,bn;) € R} ell;
ce qui montre que RY est bien défini. O

On n’a pas encore utilisé que 4 est un ultrafiltre, mais simplement que c’est un filtre. Le fait
que c’est un ultrafiltre est cependant nécessaire pour le résultat suivant :
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Théoreme 2.9 (L0s). Pour toute formule ¢ et tous o : V — A(M;), on a

[T Mi & p(a) si et seulement si {i : M; = p(a;)} € 4L,
il

on o(x) = (i (x))ier [~ pour tout x € V.

En d’autres termes, la définition choisie pour I'interprétation des relations dans 'ultraproduit
sétend aux formules.

Démonstration. Montrons tout d’abord que pour tout terme ¢, on a
[thn () = ([t]as, () Vier [~

On procede par récurrence sur le terme ¢. Si t estune variable z € V, [z] n (@) = (i())ier/~ =
([l ar, (i) )ier/~ par définition. Si ¢ est de la forme F't; ...t,, 0na

[tln () = FY (] n(e), ... [ta] n (@) par définition de [t]
= FN(([talar, (i) Jier/~, - - -, (Ttndar, (i) ier/~) par récurrence
= (FMi([t1] s, (i), - - - [ta]laz, () Vier [~ par définition de Y
= ([Ft1. .- tn] g, (i) dier [~ par définition de [[¢]

On prouve alors le théoreme par récurrence sur la formule . Si c’est une formule atomique
delaformety = ta,ona N E (t1 = t2)(«) si et seulementsi [t1] n () = [t2] v (), Cest-a-dire

{i el:M;E (t1 = tg)(ai)} = {7, el: [[tl]]Mi(ai) = [[tgﬂMi(ai)} € sl
Si p estdela forme Rty . ..t,, par définition de RV, ona N = (Rt ...t,)(c) si et seulement si
{iel:Mje (Rty...ty) ()} ={iel:([ti]ag (i), .., [ta]lar, (o)) € RMi} e gL,

Sipest l,onaN# L(a)et{iel: M;= 1(a;)} =@ ¢4l
Pour ce qui est des formules de forme ¢; — 13, on commence par considérer le cas des
formules de la forme -t et 11 A 1)5. Le cas de 'implication en découle puisque [¢1 — 2] =

[~ (1 A —42)].
Si ¢ est de la forme —),
N (=) (a) & N # ()
< {iel:M;Evy(a;)} ¢l par récurrence
< {iel: M;#(a;)} el puisque &l est un ultrafiltre

< {iel:M;=-(a;)} e sl
Si ¢ est de la forme 11 A )9,

Nk (1 Ath2)(a) < N Edi(a) et N o)
= X;j={iel: M;Eeyi(a;)} etlpourj=1,2
< XinXoeld
< {iel: M;E (1 A2)(as)}.
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La troisi¢me équivalence découle du fait que U est un filtre. En effet, si X1n X5 € &I, alors comme
X1 n X, < Xj,onabien X; € 4. La réciproque est vraie par définition des filtres. Cela conclut
le cas de la disjonction.

Il reste a traiter le cas ol ¢ est de la forme V. 0. Pour cela on considére d’abord le cas ot1 p est
de la forme 3z ¢. Le cas du quantificateur universel sen déduit puisque [V ] = [-3z -¢].

Si p est de la forme 3z 7). On a,

NE (Iz¢)(a) < ilexistea e A(N) tel que N E p(pa)
< il existe a; € [ JA(M;) tel que Xq, = {i € I : M; = p(tgrnq, ) } € 4

<Y ={iel:MEIzp(a)} el

La deuxieme équivalence découle de ’hypothese de récurrence’. Pour ce qui est de la derniere
équivalence, 'implication de haut en bas suit du fait que X,, ¢ Y. Pour la réciproque, pour
tout i € Y, soit a; tel que M; E ¢(azmq,) et a; quelconque sinon. On aalors Y ¢ X, ce qui
prouve I'implication de bas en haut. Ceci conclut la preuve. [l

Définition 2.10. Soit ® un ensemble de formules et ) une formule.

* On dit que ® est consistant s’il existe une structure M et une assignation o : V- — M
telles que, pour tout ¢ € ®, M £ p(«); cest-a-dire [®]ar(a) = infea[@]ar () = 1. On
dit aussi que « satisfait ® dans M et on écrit M = ®(«).

* On dit que ® est finiment consistant si toute ®o € P finie est consistante.

* On dit que ® a pour conséquence (sémantique) ¢ — ce qu’on note ® E 1) — si, pour
toute structure M et toute assignationa: V' — M, ona:

[@]ar (@) <a(y).

Théoréme 2.11 (Compacité de la logique du premier ordre). Soit ® un ensemble de formules et
Y une formule.

1. L'ensemble ® est consistant st et seulement sl est finiment consistant.

2. Ona ® = o s et seulement s’il existe Oy € O finie telle gue P = ).

Démeonstration. Montrons tout d’abord la premiére assertion et supposons que ® est finiment
consistant et prouvons qu’il est consistant — la réciproque découle du fait que toute partie d’'un
ensemble consistant est elle-méme consistante. Soit I 'ensemble des formules consistantes. Pour
tout ¢ € I, soit M, une structure et o, : V' - A(M,,) une assignation telles que M, = ¢(ay,).
Pour tout ¢ € I, on note (p) = {1 € I : ) = ¢}. Lensemble (®) = {(¢) : p € D} est alors une
base de filtre. En effet, comme @ est finiment consistante, pour tout ensemble fini ¢ ¢ P, la
formule Ageq, ¢ est consistante et, pour tout ¢ dans ®g, elle appartient a ().

Soit 4 un ultrafiltre qui contient (@), M = [,y My et : V - A(M) définie par z -
(awp(x))/~. Par le théoreme de £.os (théoreme 2.9), pour toute formule ¢ € ®, ona:

M = ¢(a) sietseulementsi {1 : My = @(aqy)} € Ll

’Etd’un petit usage discret de I'axiome du choix
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Mais si 1) € (), comme ¥ E ¢, on a My, E (o) et donc

{9 My = p(ay)} 2 {p) € 4.

Il sensuit que, M £ ®(«), ce qui conclut la preuve de la premiere assertion.

La seconde assertion en découle puisque ® & 1 si et seulement si ® U {1/} n’est pas consis-
tante. En effet, on a ¥ & ¢ si et seulement si, pour toute structure M et o : V' — M telle que
infep (@) = 1, on ait [1](«) = 1 et donc [-¢](cr) = 0; ce qui est équivalent au fait que
® U {1} n’est pas consistante. [l

Remarque 2.12. Soit T' une théorie telle que pour tout entier n il existe une structure M = T
avec A(M) de cardinal plus grand que n. Alors T' admet des modeles infinis. En effet, soit ¢,
les formule 31 ... 3z, Ajrj-~2; =2;.Ona

M E 1), < M est de taille au moins n.

Lensemble T'u {1, : n > 1} est finiment consistant, en effet, n’importe quel M = T de cardinal
plus grand que m satisfait 7' U {4, : n < m}. Par le théoreme de compacité (théoreme 2.11), il
est alors satisfait par une structure M. Cette structure est infinie puisque M satisfait v, pour
toutn > 1.

En particulier, il n’existe pas de théorie dont les modeles sont exactement les structures finies.

3 Théorie des modeles

3.1 Equivalence et morphismes élémentaires

On rappelle qu'on a fixé un langage £ et un ensemble de variables V' infini (dénombrable).

Définition 3.1. Soient M et N des structures.
1. On appelle théorie de M I'ensemble Th(M) = {¢ formule close : M & ¢}.
2. On dit que M et N sont élémentairement équivalents, ce que 'on note M = N si pour
toute formule close ¢,
M E psietseulementsi N E .

En d’autres termes, M = N si Th(M) = Th(N).
3. Une théorie T" est complete si elle est consistante et pour tous M, N =T,ona M = N.

Remarque 3.2. Une théorie consistante est complete si et seulement si pour toute formule close
o, T E@ouT £ —p. En effet, si cest le cas, pour tous M, N = T et toute formule close ¢, on
a M E @sietseulementsi T & ¢ sietseulement si N £ ¢. Réciproquement, si T n’est pas
complete, il existe M, N £ T qui ne sont pas élémentairement équivalents. Il existe don une
formule clos ¢ telle que M = pet N = —-p.Onadoncni T = ¢, ni T E —¢.

Exemple 3.3.
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* Lesanneaux Q, R et C ne sont pas élémentairement équivalents. On a
Redzx-z=1+1maisQ#¥ Izx-z=1+1.

et
Crdzz-z+1=0

mais ce n’est pas le cas des deux autres structures.

* Les groupes additifs Q, R et C sont élémentairement équivalents (voir exemple 3.26, mais
on ne sait pas encore le démontrer).

* Les anneaux Q* (cloture algébrique de Q) et C sont élémentairement équivalents (on le
démontrera plus tard aussi). On verra que la théorie des corps algébriquement clos de
caractéristique fixée est complete.

* Lesanneaux Q* n R et R le sont aussi (mais on ne le démontrera pas).

Définition 3.4. Soient M et N deux structureset f : A(M) - A(N) une fonction.
* Cllstun morphisme8 si, pour tout a = (a;)i<n € A(M)", tout F' € §p, et tout R € R,

F(FM(a)) = FN(f(a)) etsia e RM alors f(a) e RN

ou f(a) = (f(a:))i<n-
* Clest un plongementsi f est injective et si, pour tout a = (a;)i<, € A(M)", tout F € §,
et tout R € R,

F(FM(a)) = FN(f(a)) eta e RM sietseulementsi f(a) € RY.
¢ C’est un isomorphisme si c’est un plongement surjectif.

Remarque 3.5. Un isomorphisme est exactement un plongement inversible, dont I'inverse est
encore un plongement. C’est aussi exactement un morphisme inversible, dont 'inverse est un
morphisme.

Proposition 3.6. Soient M et N des structures et soit f : A(M) - A(N) une application.
1. Si f est un plongement M — N, alors pour tout o.: V. — A(M) et tout terme t,

F([tae () = [E]n (f o ).

2. La fonction f est un plongement M — N si et seulement si, pour toute formule sans quan-
tificateurs” p(x) et toute o= V — A(M),

[elar(@) = [pln (f o @)

Cest-a-dire que pour toute formule sans quantificateurs p(z1,...,2,) et tout ay, ..., a, €
A(M),
M = p(ay,...,an) sietseulementsi N = o(f(a1),..., f(an)).

80n utilisera trés peu cette notion.
?L'ensemble des formules sans quantificateurs est le plus petit ensemble de formules clos par implication et qui
contient L et les formules atomiques.
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Démonstration. Supposons que f est un plongement et montrons la premiere assertion par
récurrence sur ¢. Si ¢ est une variable z, on a f([z] (@) = f(a(z)) = [z]n(f o ). Sit est de
laforme F't;...t,,ona

F(IFt - tala (@) = FEY (] ar(a), . Ttal ()
= FN(f([tdar (), F([tndar(e)))
=F¥([t]n(foa),....taln(f o))
= [[Ftl ...tn]]N(foOé).

Montrons maintenant, en supposant toujours que f est un plongement, que M £ ¢(«) si
et seulement si N £ ¢(f o ), par récurrence sur ¢ — ce qui prouvera la seconde assertion
puisque que la réciproque se déduit en considérant les formules F'z1, ..., z, = y, pour F' € §,
et Rxq,...,zy, pour R € R,,.

Sipestdelaformet; =ty,0ona

M & (t1=t2)(a) < [t1i]m(a) = [t2] m ()
< f([t1]nm(a)) = f([t2]mr ()
< [tiln(foa)=[t2]N(foa)
NE (t1 = tg)(f o Oé).

Sipestdelaforme Rty ...t,,0ona

M (Rty...tp)(e) < ([ti]a (), ..., [ta]ar(e)) e RM
< (f([t]ar(@)), .- f([talar(e))) € RY
< ([taln(foa), .., [taln(fo@)) e RY
< NE(Rty...t)(f o).

Si p est de la forme 1, on a

[L]ar(e) =0 =[L]N(f o).

Finalement, si ¢ est de la forme ¢) - 6, on a

M = (¢ = 0) (@) < [$lar(e) <[0]ar ()
< [YIn(fea) <[]n(fea)
< NE (@ - 0)(foaw). U

Remarque 3.7. Plus précisément, ce quion a démontré, cest quessi f : M — N est un plonge-
ment, I'ensemble des formules telles que, pour tout a: V- — A(M), [¢] () = [@]n(f o @),
contient les formules atomiques et est clos par implication (et donc par toutes les opérations
booléennes).

Remarque 3.8. Pour montrer que f est un plongement, il suffit de vérifier que pour toute
formule sans quantificateurs p(z) et toute e : V-~ A(M), si M & p(«) alors N & o(f o ).

En effet, on a alors aussi que si N = ¢(f o ) alors N # —¢( f o ) et donc M # ¢(a), dont
il découle que M = ¢(a).
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Définition 3.9. Soient M et N des structures et f : A(M) - A(N') une fonction. On dit que
c’est un morphisme élémentaire de M dans N si pour toute formule p et tout e : V- > A (M),

[¢lar (@) = [l v (f o ).

En d’autres termes, pour toute formule ¢(z1,...,z,) ettoutay,...,a, € A(M),
M = p(ay,...,an) sietseulementsi N = o(f(a1),..., f(an)).

Il suffit aussi de vérifier que, pour toute formule ¢ et toute ac: V' — A(M), si M = () alors
N e/ o).

Exemple 3.10. On consideére la structure Z = (Z, +). Le plongement f : Z — Z tel que f(z) =
2z n’est pas élémentaire :

ZwJzxx+x=1lalorsque Z F3zx+x = f(1).

Cetexemple montre qu’un plongement entre structures élémentairement équivalentes (iciiden-
tiques) n’est pas toujours élémentaire.

Par contre, si f : M — N est élémentaire, alors M = N.
Cest en général compliqué de prouver qu'un morphisme est élémentaire, 3 moins que ce soit
un isomorphisme :

Proposition 3.11. Soient M et N des structures. Tout isomorphisme f : M — N est élémentaire.

Démonstration. On montre par récurrence sur ¢ que, pour tout o : V- A(M), M = p(«a)
si et seulement si M = ¢(f o a)). Comme f est un plongement, d’apres remarque 3.7, le seul
nouveau cas a considérer est celui ol ¢ est de la forme V. 1). On a alors

M E (Vzv)(a) < pourtouta € A(M), M E Y(agea)
< pour touta € A(M), M = ((f o)z f(a))

< pourtoutbe A(N), N £ ¢p((foa)zp) puisque f est surjective
< NEe (Vz)(f o). O

Remarque 3.12. Les ultraproduits fournissent un autre exemple de morphisme élémentaire.
Soit M une structure, I un ensemble et £ un ultrafiltre sur I. On note M% I'ultraproduit
[T,y M. Alors le morphisme diagonal d : M — M* défini par x = (z);cr/~ est élémentaire.

En effet, pour toute formule g et tout o : V' — A(M), par le théoreme de Lo$ (théoreme 2.9),
ona MY & p(doa)sietseulementsi X = {i: M = o(a)} =€ 4. Si M £ p(a),ona X =T el
et donc M* = p(d o ), sinon,ona X = @ ¢ et donc M* ¥ ¢(do a).

On va maintenant considérer une caractérisation alternative des morphismes élémentaires
(proposition 3.15). Cette caractérisation d’apparence plus simple est tres utile, comme on le
verra, dans les arguments abstraits. Cependant, dans la pratique, elle n’aide pas vraiment puis-
qu’il faut encore considérer toutes les formules. Commengons par introduire la notion de sous-
structure.
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Définition 3.13. Soit M une structure et soit £ € A(M ) non vide.

1. On dit que E est une sous-structure de M, ce quon note £ < M si, pour tout F' € §,, et
touta € E", f(a) € E. Il existe alors une unique structure (induite par M) sur E qui fait
de l'inclusion £ — A(M) un plongement.

2. Sice plongement est élémentaire, on dit que £ est une sous-structure élémentaire de M,
ce quon note ' < M.

Une sous-structure £ < M est donc élémentaire si pour toute formule p(z1, ..., ;) et tous
61,...,en€E,

M e ¢(ei,...,e,)sietseulementsi E E p(eq, ..., e,).

Remarque 3.14. Un plongement f : M — N est élémentaire si et seulement si f(A(M)) <
N. Comme, de plus, tout plongement est élémentaire sur son image par proposition 3.11, les
plongements élémentaires sont exactement les composées d’une inclusion élémentaire et d’un
isomorphisme.

Proposition 3.15 (Test de Tarski-Vaught). Soit M une structure et soit E € A(M ) un ensemble.
Si, pour toute formule p(x,y1,...,yn) et tousey ...e, € E tels que M = Jx p(x,€1,...,€y), i
existe e € E tel que M & p(e, e, ..., ey), alors E < M.

Démonstration. Montrons tout dabord que E < M. Soit F' € §, ete € E". Comme M
3z f(e) = x, par hypothese, il existe a € E tel que M = f(e) = aetdonc f(e) = a € E. Notons
aussi E la structure induite par M sur 'ensemble E.

Prouvons a présent, par récurrence sur ¢ que pour tout : V' — E, M & ¢(«) sietseulement
si E £ ¢(a). Comme l'inclusion E — A (M) est un plongement, par la remarque 3.7, il reste a
vérifier que, le cas o ¢ est de la forme 3z 9. On a alors,

M e (Fz¢)(a) = ilexistee € E, M = Y (pe) par hypothese
< ilexistee € E, F = Y (azoe) par récurrence
< FE(Jzv)(a).

Ce qui conclut la preuve puisque la réciproque est claire : s’il existe un e € E tel que M &

V(pse) alors M E (Fx ) (). O]

Petit a parte sur la cardinalité. Etant donné deux ensembles X et Y, on dit que le cardinal
de X est plus petit que le cardinal de Y §’il existe une injection de X dans Y. On dit que X et
Y sont équipotents s’il existe une bijection entre X et Y.

D’apres le théoreme de Cantor-Bernstein, si le cardinal de X est plus petit que le cardinal
de Y qui est lui-méme plus petit que le cardinal de X, X et Y sont équipotents. C'est-a-dire
que «avoir plus petite cardinalité» est une relation d’ordre sur les classes déquipotences. Il
découle de 'axiome du choix que cet ordre est total; c’est-a-dire que I'on peut toujours comparer
la cardinalité de deux ensembles. Il en découle aussi que la cardinalité de X est plus grande que
la cardinalité de Y si et seulement s’il existe une surjection de X sur Y.

Pour tout ensemble X, on note | X| sa classe déquipotence, qu'on appelle aussi sa cardinalité.
Un résultat important que 'on démontrera plus tard est que :
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Fait 3.16. Pour tout ensemble infini X est équipotent a son carré cartésien X 2,

On en déduit alors que la cardinalité de d’une union U,y X, ot les X; sont de méme cardi-
nalité, est inférieure au maximum de la cardinalité des X; et de celle de 1.

On peut alors vérifier que la cardinalité de 'ensemble des formules est égale au maximum
de la cardinalité de £ (c’est-a-dire la cardinalité de 'union disjointe des ensembles §,, et Ry,) et
de la cardinalité de V' (que I'on a supposé dénombrable). En effet, le nombre d’arbres finis est
dénombrable et 2 chaque formule on peut associer un arbre fini ¢ (vu comme 'ensemble de ses
noeuds dans l'arbre binaire infini {0, 1}") et une fonction de + — qui est un ensemble fini —
vers £U V' Ut — qui est un ensemble de cardinalité inférieure au maximum de celles de Let V.

Théoréme 3.17 (Lowenheim-Skolem descendant). Soit M une structure et soit E € A(M). 1]
existe N < M contenant E de cardinalité inférienre au maximum des cardinalités de £ et E et
de la cardinalité dénombrable.

Démonstration. On construit, par récurrence sur i € N, un ensemble F; ¢ A(M) contenant F
et de cardinalité inférieure au maximum de la cardinalité de I'ensemble des formules et de celle
de E.

Onpose Ey = E et supposons E; construit. Pour tout 4, toute formule p(x, 41, ..., yn) ete =
(€i)icn € E" telsque M = 3z p(x,€1,...,ep),s0itay . € A(M) tel que M E p(a,e1,...,e,).
Lensemble E; 1 estalors'union de E; et de I'ensemble des ay, . tels qu’au-dessus. La cardinalité
de Ej,1 est donc inférieure a celle du produit de I'ensemble des formules et du U,,50 £}, qui est
inférieure au maximum de celle de E; et celle de 'ensemble des formules. Elle est donc bien
inférieure au maximum de la cardinalité de 'ensemble des formules et de celle de E.

Soit N = |J; F; dont la cardinalité est aussi inférieure au maximum de la cardinalité de I'en-
semble des formules et de celle de E. Par construction, N vérifie 'hypothese du test de Tarski-

Vaught (proposition 3.15). En effet, soit ¢(x, 91, ..., yn) une formule et soiente; ..., e, € N
tels que M = Jyo(y,e1,...,ey). Il existe un entier m tel que e; € E,,, pour tout ¢ < n, et il
existe donc e € Ey,.1 € N tel que M = (e, eq,. .., e,). llen découle que N < M. O

Remarque 3.18. 1. D’apresle théoreme de Lowenheim-Skolem descendant (théoreme 3.17),
il existe une sous-structure élémentaire dénombrable de 'anneau ordonné R, qui ne peut
donc pas étre complete. La théorie de 'anneau ordonné R n’implique donc pas la com-
plétude.

2. De méme, il existe une sous-structure élémentaire dénombrable de 'anneau C. Sa théorie
n’implique donc pas non plus la complétude.

Concluons cette section par la définition des sous-ensembles définissables d’une structure
qui sont (plus que les structures ou leurs théories) l'objet principal détude de la théorie des
modeéles moderne.

Définition 3.19. Soit M une structure et E € A(M). Un sous-ensemble X ¢ A(M)" est dit
définissable sur E s’il existe une formule ¢(x1,...,2n, y1,...,Ym), et a € E™ tels que

X={b€A(M)n2M|=gD(bl,...,bT“al,...,CLm)}=g0(M,a).
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Proposition 3.20. Soit f : M — N un morphisme elémentaire. Soit p(x1,...,Tn, Y1, Ym)
une formule et soient ai, . . ., am € A(M). Le sous-ensemble définissable o(N, f(a)) est lunigue
sous-ensemble’Y € A(N)" definissable sur f(A(M)) tel que

FHY) = (M, a),
on on étend f a A(M)"™ coordonnée par coordonnée.

Démonstration. Prouvonstoutd’abord que f~(¢(N, f(a))) = ¢(M, a).Pourtousby,. .., by, €
A(M), f(b) € o(N, f(a))sietseulementsi N = ¢(f(b), f(a)), cest-a-dire que, puisque f est
élémentaire, M = p(b,a),i.e. b e (M, a).
Soit maintenant Y définissable sur f(A(M)) tel que f71(Y) = (M, a). Par définition,
il existe ¥(z1,...,2n,21,...,2r) €t c1,...,¢p € A(M) tel que Y = (NN, f(c)). On a alors
P(M,c) = f1(Y) = p(M,a), Cest-a-dire M & Vxip(x,c) < o(x,a). Comme f est élémen-
taire, il sensuit que N = Yz ¢(z, f(c)) < ¢(z, f(a)),etdoncY = (N, f(c)) = (N, f(a)).
O

Remarque 3.21. Un sous-ensemble définissable de A (A/)" sétend donc naturellementa toutes
les extensions élémentaires de M. Plus précisément, a la formule ¢(z,y) et a, on associe un
«foncteur des points» qui a tout morphisme élémentaire f : M — N associe le sous-ensemble
définissable (N, f(a)).

Ce foncteur est enticrement déterminé par n’importe laquelle de ses images et il détermine
¢(x,a) aéquivalence pres.

3.2 Diagrammes

On rappelle qu'on a fixé un langage £ et un ensemble de variables V' infini dénombrable.

Définition 3.22. Soit M une £-structure. On note £(M) le langage obtenu en rajoutant a
£ une nouvelle constante ¢, (c'est-a-dire une fonction d’arité zéro) pour chaque élément a €
A(M). On munit M de sa £(M )-structure naturelle obtenue en interprétant ¢, par a.
* Le diagramme élémentaire de M, noté D°'(M) est la théorie de la £(M )-structure M.
Clest-a-dire,
DNM) = {p(cays. .- ca,): M p(a, ... an)}.

* Le diagramme sans quantificateurs de M, noté D*1(M) est la théorie
D*Y(M) ={¢(cqa,>---,Ca,) : psans quantificateurs et M £ p(a1,...,a,)}.

Ces diagrammes caractérisent l'existence d’un morphisme élémentaire (respectivement d’un
plongement) :

Proposition 3.23. Soit N une L-structure.
1. 1l existe un plongement f : M — N si et seulement s’il existe une L(M )-structure Ny sur
A(N) qui étend N et telle que Nyy = D¥Y(M).
2. 1l existe un morphisme élémentaive f : M — N si et seulement s7il existe une £(M)-
structure Ny sur A(N) qui étend N et telle que Ny = D (M).
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Démonstration. Supposons tout d’abord qu’il existe une £(M)-structure Ny sur A(N) qui
étend N et telle que Ny; £ D%U(M). On définit alors, pour tout a € A(M), f(a) = Y™ €
A(N). On aalors, pour toute £-formule (1, ..., z,) sans quantificateurs,

M= p(al,...,an) < @(cayy- -, Ca,) € D(M)
= Ny = o(Cayy---5Cap)

< NEep(f(ar),...,f(an)).

On conclut alors que f est un plongement par la remarque 3.8. Si, de plus Njs = DY M), alors
en considérant une £-formule ¢ quelconque, on montre comme ci-dessus que f est élémen-
taire.

Réciproquement, soit f : M — N un plongement. On enrichit N en une £(M)-structure
Ny en posant )™ = f(a). Pour toute formule ¢(cqy, ..., ¢q,) € D¥I(M), par définition
M e ¢(aq,...,a,) et, comme ¢ est sans quantificateurs, N = ¢(f(a1),..., f(an)). Il sensuit
que Ny E @(cays-- -, Ca, ) etdonc Ny = D¥(M).

Sile plongement f est élémentaire, on déduit de méme que Ny = D(M). O

Théoréme 3.24 (Lowenheim-Skolem ascendant). Soit M une structure infinie et X un ensemble
infini de cardinalité plus grande que celles de £ et M. Alors il existe un plongement élémentaire
f:M — N tel que N est équipotent a X.

Ici, la cardinalité d’une structure M fait référence a celle de A(M).

Démonstration. Soit £'lelangage obtenu en rajoutant £(M ) une nouvelle constante d,, pour
tout élément z € X. La £'-théorie D*'(M) U {c, # ¢, : = # y € X } est finiment consistante. En
effet, pour toute partie finie Xy € X, on peut construire une £/-structure M’ qui étend M et
qui est un modele de D' (M) u{c, # ¢, : x # y € Xo} en choisissant une injection Xo - A (M)
eten posant ¥’ = f(x) pour tout x € Xo — en prenant d2/" quelconque sinon.

Par compacité de la logique de premier ordre (théoréme 2.11), il existe une £'-structure N’
qui est un modele de DN(M) U {c, # ¢, :  # y € X}. Soit N la £-structure sous-jacente.
D’aprés la proposition 3.23, il existe un morphisme élémentaire f : M — N.

Soit g : X - A(N) la fonction telle que g(z) = d " Elle est injective par construction. Par
le théoréme de Lowenheim-Skolem descendant (théoréme 3.17), il existe une sous-structure
élémentaire N < N, contenant f(A(M)) et g(X), de cardinalité inférieure i celle de X. Les
ensembles A(V') et X sont alors équipotents.

Enfin, pour toute £-formule ¢ et toute v : V — A(M), M E p(a) si et seulement si N =
@o(f o @), ce qui est équivalent, puisque foa: V - A(N),a N E ¢(f o ). Ceci montre que
f M — N est élémentaire. O

Corollaire 3.25. Soit T une théorie qui admet un modele infini. Elle admet un modeéle de toute
cardinalité infinie plus grande que celle de £.

Démonstration. Soit M & T infini. Alors par le théoreme 3.17 il existe une sous-structure él¢-
mentaire N de M, qui est donc aussi un modele de T de cardinalité infinie inférieure 4 celle de
£. Par le théoreme 3.24, N se plonge élémentairement dans des structures, qui sont dont aussi
des modeles de T', de tout cardinalité infinie plus grande celle de £. ]
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Exemple 3.26. Soit K un corps. On considére le langage LK -ev qui contient une opération
binaire +, une constante 0 et, pour tous a € K, une fonction unaire \, (interprétée, dans les K-
espaces vectoriels par la multiplication scalaire par a). Soient V' et W deux K-espaces vectoriels
infinis et f : V' — W une application K-linéaire injective — z.e. un £x_-plongement.

Par le théoreme de Lowenheim-Skolem ascendant (théoreme 3.24), il existe des espaces vec-
toriels V* et W* de méme cardinalité infinie strictement plus grande que celles de K et V' et des
morphismes élémentaires g : V - V*eth: W - W*.Soit V" un supplémentaire de g(V') dans
V* et W un supplémentaire de h(f(V')) dans W*. Le cardinal d’une base de V()" est alors égal
au cardinal de V* qui est donc égal au cardinal d’une base de W et ces deux espaces vectoriels
sont donc isomorphes. On en déduit un isomorphisme [ : V* = g(V) @ V" = h(f(V)) @ W
tel que le diagramme

V* l W*

T
v s w

commute. Il sensuit que f est élémentaire. En particulier, V' et W sont élémentairement équi-
valents et donc la théorie des K -espaces vectoriels infinis est complete.

En prenant K = Q, on en déduit que les inclusions Q ¢ R ¢ C sont élémentaires, en tant que
Q-espaces vectoriels, mais donc aussi en tant que groupes additifs.

Concluons cette section par un résultat qui relie ['équivalence élémentaire a des morphismes
élémentaires.

Proposition 3.27 (Plongement joint de A. Robinson). Soient My et My des structures. Elles
sont élémentaivement équivalentes si et seulement s’il existe une structure N et des plongements
élémentaires f1: My — N et fo: My — N.

Démonstration. Side tels plongements existent, on abien M; = N = My, il reste donc a démon-
trer la réciproque. Supposons que M; = Ma, d’apres la proposition 3.23, il suffit de démontrer
que la théorie D(M;) U D (M>) est consistante — ici, et c’est trés important, on considére
que les constantes rajoutées dans £( M) et £( M) sont distinctes.

Si ce n’est pas le cas, d’apres le théoreme de compacité (théoreme 2.11), il existe des £( M )-
formules @; € D(M)), pour i < n, et des £(My)-formules 1; € DY(My), pour j < m, telles
que {; : i <n}u{e;: j < m} estinconsistante. Soit p une £( M )-formule, soit ¢ (z1, ..., z;)
une £-formuleetsoientay, ..., a, € A(Ms) telsque v = Ajcp, @iet¥(Cay, - Ca,) = Njem ¥j €
D (My). On a alors ¢ & -9(Cay,- -, Ca,). Comme les constantes c,, pour a € Ma, n'appa-
raissent pas dans ¢ (qui est une £(M; )-formule), il en découle que

En effet, Pour toute £( M )-structure N et toute o : V' — A(N) telle que N £ ¢(a), quitte
a interpréter ¢,, comme o(z;), on obtient une £(M;) u £(M>z)-structure qui vérifie donc
-(Cays---,Ca, ), cCest-a-dire N £ -p(a).

Comme M; E ¢, il en découle que My = Vai...Vz, 1), qui est une £-formule close.
Comme My = M; en tant que £-structure, on a donc aussi My = Vai...Vz, -1 et donc
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My & —~tp(ay, ..., a,), ce qui contredit que 1(cqy, - - -, Ca, ) € D (Ma). On a donc montré que
DY (M) u D (My) est consistante, ce qui conclut la preuve, par proposition 3.23. O]

Remarque 3.28. Un théoreme (beaucoup plus tardif) de Keisler et Shelah donne une forme
plus «concrete» a N : il existe un ultrafiltre 4 (qui ne dépend que la cardinalité de £) tel que
M = My si et seulement si Mi' ~ Mj' — on rappelle (remarque 3.12) que le plongement
diagonal M; — M} est élémentaire.

3.3 Elimination des quantificateurs

Comme mentionné précédemment, prouver qu’un morphisme est élémentaire est souvent

difficile. Une solution radicale 4 ce probléme est de se restreindre aux théories telles que les plon-
p q p
gements entre modeles sont toujours élémentaires (on parle alors de théorie modele complete).
Ces théories sont moins rares qu’on ne pourrait le croire.
q p

Ici, on étudiera une propriété encore plus forte, 'élimination des quantificateurs. On rappelle

qu’on a fixé un langage £ et un ensemble de variables V' infini.

Définition 3.29. Soit T" une théorie. Elle élimine les quantificateurs si pour toute formule
o(x1,...,2n), il existe une formule sans quantificateurs ¥ (z1, ..., z,,) telle que

TEVx).. Yr,p <.

Remarque 3.30. Supposons que 7' élimine les quantificateurs.

* Tout plongement f : M — N entre modeles de T est élémentaire. Soit ¢(x1,...,Zy)
une formule et soient ay,...,a, € A(M). Par élimination des quantificateurs, il existe
une formule ¥ (z1, ..., x,) sans quantificateurs telle que 7' = V1, ..., 2, ¢ < 9. Ona
donc

M e p(ay,...,an) = MEY(a,... ap)
< Ney(flar),.... f(an))
< NEp(f(ar),..., f(an)).

* SiT est consistante et le langage £ ne contient pas de constante, alors la théorie 7" est com-
plete. En effet, toute formule close ¢ est équivalente 4 une formule close sans quantifica-
teurs qui est donc, comme £ ne contient pas de constantes, une combinaison booléenne
de L. Une telle formule est équivalente, soit 4 T, en quel cas T' = ¢, soit a 1, en quel cas

TE .
Proposition 3.31. Soit T une théorie et soit p(x1, . ..,y ) une formule. Sont équivalents :
1. 1l existe une formule (x1, ..., x,) sans quantificateurs telle gue

TEVz.. Yr,p <

2. Pour tout M,N & T, tous a1,...,an € A(M) et tous by, ..., b, € A(N), si pour toute
formule sans quantificatenrs (1, ..., Ty),

M eyY(ar,...,an) impliqgue N = (b1,...,by,)
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alors
M e g(ai,... an) implique N & o(by,...,by).

Au vu de la condition 2, il est naturel d’introduire la définition suivante :

Définition 3.32. Soit M, N des structures, soit £ ¢ A(M) (potentiellement vide). Une fonc-
tion f : E - A(M) estun plongement de E dans N — on parle aussi de plongement partiel de
M dans N de domaine E — si pour toute formule sans quantificateurs ¢(z1, ..., z,) et tous
el...,ep € Eyona

M e (eq,...,e,)sietseulementsi N =¥ (f(er),..., f(en)).

II suffit, de nouveau de vérifier I'implication.

Remarque 3.33. La condition 2 de la proposition 3.31 se réécrit alors :
2. Pour tout M, N E T, tout E ¢ A(M), tout plongement f : E - N ettousey,...,e, €
E,
M E p(er,...,e,) implique N E o(f(e1),..., f(en)).

Preuve de la proposition 3.31. Si ¢ est équivalente (dans 7") 2 une formule sans quantificateurs,
alors la condition 2 est trivialement vérifiée. Réciproquement, supposons la condition 2. Soit
M = T etsoita € A(M)" tel que M E ¢(a). On définit ¥, = {1 sans quantificateurs : M
1 (a)}. La condition 2 exprime exactement que

TuV, E .

Par compacité (théoreme 2.11), il existe 91, ..., 9, € Wy tel que T U {¢); : i < m} = p(a),
cest-a-dire, en notant 6, = A; ¢, tel que T' E 6, — .

Lensemble T'u {¢} U {-6, : il existe M = T eta € A(M)" tels que M = ¢(a)} estinconsis-
tant. Eneffet,si M = T'eta € A(M)" esttel que M & ¢(a),alors, par construction, M & 6,(a).
Par compacité (théoreme 2.11), il existe des a;, pour j < 7, tels que Tu{p}u{f,, : j < 7} estin-
constante. En notant 6 = \/; 9%., onaalorsT = ¢ — 6. Comme, pour tout 5, T'F Haj - p,ilen
découleque T & ¢ < O,etdoncT & V...V, ¢ < 6, 0ufestbien sans quantificateurs. [

Remarque 3.34. * La preuve ci-dessus est la traduction d’une preuve purement topolo-
gique. Soit S, (71") I'espace de Stone des formules 4 variables dans le uplet « 4 équivalence
dans T pres et soit Sy '(T') Lespace de Stone de la sous-algebre des formules sans quantifi-
cateurs. Lapplication naturelle r : S, (1) — S;*(T') est continue surjective entre espaces
compacts. La condition 2 exprime exactement que ! (r([¢])) = [¢]. Lensembler([¢])
est donc un ouvert fermé de S;*(T") qui est donc de la forme [¢] pour une certaine for-
mule ¢ () sans quantificateurs.

* Laproposition 3.31 est un cas particulier d’un résultat plus général ot en remplace «sans
quantificateurs » par « appartenant a un ensemble de formules A » ot A est clos par A et
Vv (a équivalence dans T pres).

Nous allons maintenant montrer notre principal outil pour prouver qu’une théorie élimine
les quantificateurs.
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Définition 3.35. Soit M une structure et £ ¢ A(M). On note £(F) le langage obtenu en
rajoutant 2 £ une nouvelle constante ¢, pour tout élément de E. On note D} (E) la théorie
{e(cey,- .- ce, ) @ sans quantificateurs et M = @(eq, ..., en)}.

Théoréme 3.36. Soit T une théorie. Sont équivalents :
1. La théorie T élimine les quantificatenrs;
2. pour tout M = T et tout E ¢ A(M), la £(E)-théorie T u DY} (E) est compléte;
3. Pour tous M, N & T, tout E ¢ A(M) et tout plongement f : E — N et tout a € A(M),
il existe une structure N*, un morphisme élémentaire h : N — N* et un plongement g :
Eu{a} - N* tels que g\, = h o f, cest-a-dire que le diagramme

commute;

4. Pour tous M,N & T, tout E ¢ A(M), tout plongement f : E — N, toute formule
o(y,x1,...,xn) sans quantificatenrs, tous ex, .. ., e, € E et tout a € A(M) tel que M =
o(a,er,... en), il existebe A(N) tel que N & p(b, f(e1),..., f(en));

S. Pour toute formule sans quantificatenrs o(y, 1, . . ., Tr), 1l existe une formule sans quan-
tificateurs Y(xq, . .., xy) telle que

TeEVry... Vo, (yp) < .

Dans les conditions 2, 3 et 4, E peut étre vide (et cC’est trés important pour que Iéquivalence
soit vérifiée).

Démonstration. Prouvons les implications suivantes 1 =2 =3=4=5=1.

1= 2 Supposons que T élimine les quantificateurs. Soit p(x1, . . ., 25, ) une £-formule et soient
e1,...,en € E.Parélimination des quantificateurs, il existe une £-formule ¢ (z1, ..., z,)
telle que T &= ¢ < 9. Soit N = T UDH(E).Ona N E ¢(ce,, - . ., Ce, ) si et seulement si
N = Y(ceys-- -, e, ), sietseulementsitp(ce,, . . ., ce, ) € DiF(E). Comme cette derniere
caractérisation ne dépend pas de N, la théorie T U D} (E) est bien complete.

2=3 Soit M,N = T,E ¢ A(M)et f: E - N un plongement et supposons que la théorie
Tu D?\‘}(E) est complete. Par définition, la £( E)-structure naturelle Mg qui étend M
est un modele de 7'u D} (E). De méme, en interprétant ¢, par f(e), pour tout e € F,
on munit N d’une £(E)-structure Ng = T U D}}(E). Comme cette théorie est com-
plete, par le théoréme de plongement joint de Robinson (proposition 3.27), il existe une
£(FE)-structure N, (de £-structure sous-jacente N *), un £( E)-morphisme élémentaire
h: N — N* etun £(E)-plongement (élémentaire) g : M — N*. Pour toute € E/,on a
alors

h(f(e)) = co'® = g(e).

En particulier, £ est £-€lémentaire et g|p, ¢, est un £-plongement et la condition 3 est
vérifide.
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3= 4 Soient M, N, E, f, ¢, e1,..., ey eta tels que dans la condition 4. D’apres la condition
3, il existe un morphisme élémentaire h : N - N* et un plongement g : F'u {a} —
N~ tel que gl = ho f.Onaalors N* = ¢(g(a),g(e1),...,g(en)) et donc N*
390y h(F(e1))s -, h(F(en)))s Dot N = oy, Flen), ., Fen)).

4= 5 D’apresla proposition 3.31, la condition 2 implique que, pour toute formule sans quan-
tifcateurs ¢(y, x1, ..., 2y ), la formule 3y ¢ est équivalente 4 une formule sans quantifi-
cateurs (1, ..., Ty).

5= 1 Supposons la condition S et montrons, par récurrence, que toute formule p(z1, ..., z,)
est équivalente 4 une formule sans quantificateurs ¢ (z1, ..., z,) dans 7. Si ¢ est ato-
mique ou de la forme ¢ — 6, on conclut immédiatement (par récurrence dans le dernier
cas). Il reste donc a considérer le cas o p est de la forme 3y v. Par récurrence, ¥ (y, 1, . . ., Ty)
est équivalente dans 7" 2 une formule sans quantificateurs 6(y, z1, . .., ). La formule ¢
estdonc équivalente a Jy 6 qui est équivalente a une formule sans quantificateurs, d’apres
la condition 5. ]

Remarque 3.37. Il existe de nombreuses autres énoncés équivalents a I'élimination des quanti-
ficateurs.
* Dans les conditions 3 et 4, on peut supposer que E est fini. En effet, dans la condition 4,
il suffit de considérer E = {e, ..., ey}, etla condition 3 avec F fini est un cas particulier
qui suffit donc a prouver la condition 4.
¢ Comme on le voit dans la preuve de 2= 3, dansla condition 3, on peut méme, 4 posteriori,
trouver un tel g défini sur tout M et qui plus est élémentaire.

Exemple 3.38. On reprend les notations de I'exemple 3.26. Soit V' et W des espaces vectoriels
etsoit £ ¢ V. Tout plongement f : E — W induit une (unique) application K-linéaire injec-
tive U - W. Soient V* et W* des extensions élémentaires de V' et W respectivement de méme
grande cardinalité. On peut alors construire (exactement comme dans la exemple 3.26) un iso-
morphisme V* — W* qui étend f. On a donc montré que la condition 3 du théoréme 3.36 est
vérifiée pour la théorie des K -espaces vectoriels infinis. Cette théorie élimine donc les quantifi-
cateurs.

Exemple 3.39. On considere le langage des ordres £,:4 dont le seul symbole est un symbole
relationnel binaire <. La théorie des ordres totaux denses sans extrémité est la théorie constituée
des énoncés suivants :

VaVyVz(r<yAy<z) >z <z (transitif)
Ve-xz <z (anti-réflexif)
VeVyr<yvaz=yvy<z (total)
VeVyr<y— (Izz<zAz<y) (dense)
Vedydzax<ynrz<ax (sans extrémités)

Par exemple (Q, <) et (R, <) sont des modeles de cette théorie.
La théorie des ordres denses sans extrémités élimine les quantificateurs. On va montrer la
condition 2 du théoré¢me 3.36. Soient M et N des modeles de cette théorie, soit E € A(M)
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fini, soit f : E — A(N) croissante, soit a € A(M) et soit p(z) une £(E)-formule sans quan-
tificateurs telle que M £ ¢(a). On munit N de la £(E)-structure obtenue en interprétant c.
par f(e) pour toute € E.

Sia e E,alors = ¢(f(a)). On peut donc supposer a ¢ E. Soit g = max{e € F : a < e}
(on pose g = —oo si cet ensemble est vide) et soit d = min{e € E : a < e} (on pose d = +oo
si cet ensemble est vide). La formule ¢, < x < ¢4 — avec les conventions évidentes si g = —oo
oud = +oo — implique (dans 7' u D*4(E)) toutes les £( F)-formules atomiques et négations
de £(E)-formules atomiques 6(x) qui sont vérifiés par a'’, elle implique donc toute £(E)-
formule sans quantificateurs 6(x) qui est vérifié par a. En particulier, on a

TUuDH(E) E (cg < <cq) > o(x).

Tout b e A(N) tel que f(g) < b < f(d) — qui existe puisque l'ordre est dense sans extrémités
— vérifie alors ¢ (). Ce qui conclut la preuve de la condition 2.

On en déduit, par exemple, que l'inclusion Q ¢ R est élémentaire (en temps qu’ordre) et que,
puisque le langage £,,q ne contient pas de constante, la théorie des ordres dense sans extrémités
est complete — ¢f. remarque 3.30.

3.4 Corps algébriquement clos

On travaille dans cette section dans le langage £, des anneaux qui contient deux fonctions
binaires + et -, une fonction unaire — et deux constantes 0 et 1. On considére la théorie CAC
des corps algébriquement clos qui contient la théorie des corps, et pour tout entier n > 0, la
formule

Vag... Va,dyy™t + > ziy' = 0.
i<n

Théoreme 3.40 (Tarski). La théorie des corps algebriquement clos élimine les quantificateurs.

Démonstration. Montrons la condition 3 du théoréme 3.36. Soient M et NV des corps algébri-
quement clos, soit £ ¢ A(M), soit f : E - N un plongement et soit a € A(M). Soit Ey < M
le corps engendré par E. Le plongement f sétend uniquement a £y en posant

f(P(er, ... en)[Qer- . en)) = P(f(e1), .-, f(en))[Q(f(e1),- .-, f(en)),

ou P,Q € Z[x1,...,x,]. Ce morphisme est bien défini puisque Pi(e)/Q1(e) = Pa(e)/Q2(e)
(ot1e € E™)sietseulement si P (e)Q2(e) = P2(e)Q1(e) qui est une formule sans quantifica-
teurs et donc préservée par f. On peut donc supposer que £ = Ey < M est un sous-corps.
Supposons qu’il existe un polynéme unitaire P € E[z] tel que P(a) = 0, que I'on peut
supposer de degré minimal. Alors pour tout @ € E[z], Q(a) = 0 si et seulement si P divise
Q. En effet, par division euclidienne = SP + R ou deg(R) < deg(P). Comme 0 = Q(a) =
S(a)P(a)+R(a) = R(a), par minimalité du degré de P, R = 0 etdonc @ = SP. Soitb € A(N)
une racine f(P) € f(E)[x]. Onaalors f(Q)(b) = 0si et seulementsi f(P) divisie f(Q), si et
seulement si P divise @, si et seulement si P(a) = 0. Le morphisme danneau E[a] - N défini

par Q(a) — f(Q)(b) est donc bien défini et il étend f.

19U dessin aide!
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Supposons maintenant que pour tout polynéme non nul P € E[z], P(a) # 0. Lensemble
de formules D'(N) u{P(x) # 0: P € f(F)[x] non nul} est finiment consistant puisque tout
polynéme non nul 4 un nombre fini de racines et le corps IV est infini puisque algébriquement
clos. Il existe donc h : N - N* élémentaire et b € N* tel que P(b) # 0 pour tout P € f(E)[z].
Le orphisme d’anneau E[a] - N défini par P(a) = f(P)(b) estalors bien défini et il étend f.
Ceci conclut la preuve de la condition 3 et donc de Iélimination des quantificateurs. [

Corollaire 3.41 (Chevalley). Tout ensemble définissable dans un corps algébriguement clos est
combinaison booléenne d’ensembles de zéro d’équations polynomiales (en plusienrs variables) —
on parle d’ensembles constructibles.

En particulier, si K est un corps algébriguement clos, st X ¢ K™ est constructible et si f - K" —
K™ est polynomiale, alors f(X) est constructible.

Corollaire 3.42. Les complétions de la théorie des corps algebriquement clos sont exactement les
théories CAC,, des corps algébriquement clos de caractéristique p, pour p premier on nul.

Démonstration. A équivalence prés, les seuls énoncés sans quantificateurs dans CAC sont des
combinaisons booléennes de formules de la formen = 0O oun € Z. Si M £ CAC,, toutes
ces formules sont équivalentes 4 L si n est non nul. Si M = CAC,, pour p > 0, cette formule
est équivalente a T si p divise n et équivalente a 1 sinon. Dans les deux cas, tous les énoncés
sans quantificateurs sont équivalents 4 des combinaisons booléennes de 1 (indépendamment
du modele de CAC,, choisi), c’est-a-dire a L ou T. Comme tous les énoncés sont équivalents a
des énoncés sans quantificateurs (théoréme 3.40), ces théories sont completes. [

Remarque 3.43. Soit K = CAC. Soitx = (2;)i<n. Onnote S, (K') 'espace de Stone de I'algebre
de Boole des £.nn (K)-formules (). On a alors une bijection continue

Sz(K) — {idéaux premierp ¢ K[x]}
p —» {PeK[z]:prP=0}

ou l'ensemble a droite (le spectre de K[z ]) est muni de la topologie de Zariski dont les fermés
sont engendrés par les ensembles de la forme [P] = {p ¢ K[z] : P € p}. L'injectivité de cette
application découle de I'élimination des quantificateurs (théoreme 3.40).

Corollaire 3.44 (Nullstellensatz faible). Soit K un corps algébriguement clos et soient P . . ., Py, €
Klxy,...,xn). St lidéal engendré par les P; est propre, alors il existe a € K™ tel que Pi(a) = 0
pour tout i < m.

Démonstration. Soitm € K[x1,...,xy,] unidéal maximal qui contient I'idéal engendré par les
P; etsoit L = K[z]/m. Soit cla classe de z dans L. Ona L £ A; P;(¢) = 0. Si L* une cloture al-
gébrique de L,on a L* = 3z A; P;(c) = 0. Par élimination des quantificateurs (théoreme 3.40),
Pinclusion K < L* est élémentaire, et donc K = 3z A; P;(¢) = 0. ]

Remarque 3.45. On peut raffiner un peu cet argument pour obtenir le Nullstellensatz fort.
Soit @ € K[z] un polynéme qui sannule sur le lieu des zéros communs des polynémes P;.
Pour tout idéal premier p qui tous les P;, soit L un corps algébriquement clos qui contient
K[z]/p.Ona K EVz \; Pi(z) =0 - Q(x) =0,dou L = Vz A; Pi(z) =0 - Q(x) =0et
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donc K[z]/pE Yz A\; P;(z) =0 - Q(x) = 0. Soit cla classe de = dans K[z]/p. Comme P; € p,
ona P;(c) = 0, pour tout 4, et donc Q(c), c’est-a-dire, Q € p.

On a montré que @ est dans tous les idéaux premiers qui contiennent les P; et donc dans le
radical de I'idéal engendré par les P;.

Corollaire 3.46 (Principe de Lefshetz). Sozt p un énoncé (du langage des anneaux). Sont équi-
valents :
1. Pour tout corps K algébriguement clos de caracteristique zéro K = ;
2. Il existe un corps K algébriguement clos de caractéristique zéro tel que K = ;
3. Il existe un entier n > 0 tel que tout corps algebriquement clos de caractéristique plus grande
que n satisfait p.
4. Il existe un ensemble infini de corps algébriquement clos de caractéristiques positives dis-
tinctes qui satisfont tous ;

Démonstration. Léquivalence entre les conditions 1 et 2 est une conséquence de la complétude
de la théorie des corps algébriquement clos de caractéristique zéro (corollaire 3.42).

Si la condition 1 est vérifiée alors CACy = CACu {n # 0 : n > 0} = ¢. Par compacité
(théoreme 2.11), il existe m tel que CAC U {n # 0 : n > m} £ ¢. Donc pour tout p > n,
CAC,, & ¢ etla condition 3 est vérifiée.

Puisqu’il existe de modeles de CAC,, pour tout p premier, la condition 3 implique la condi-
tion 4.

Enfin, si la condition 1 n’est pas vérifiée, par complétude de CACy, CACy £ -¢ et donc
(comme la condition 1 implique la condition 3), il existe un entier m > 0 tel que pour tout
p 2 m, CAC), = —¢. Les modeles de ¢ sont donc tous de caractéristique inférieure a m, ce qui
contredit la condition 4. Ceci conclut la preuve. ]

Théoréme 3.47 (Ax). Soit f : C"* — C" une application polynomiale injective. Alors f est sur-
Jective.

Démonstration. Pour tout entiers n et d, soit ¢, 4 'énoncé du langage des anneaux qui exprime
que toute application polynomiale K™ — K" de degré borné par d qui est injective est surjec-
tive.

Parle principe de Lefshetz (corollaire 3.46), pour montrer que C & ¢y, 4, il suffitdele montrer
dans la cloture algébrique 3, de IF), pour tout premier p. Soit f : (F;)"™ — (IF;)" polynomiale
eta € (F5)". Comme F} = U, Fyn, il existe un entier m > 0 tel que tous les coefficients de f et
toutes les coordonnées de a sont dans Fyym. Alors f(Fjm ) € Fjm et comme f est injective sur le

H mn H H H . ) H mn a1
corps ﬁI?l IE‘}.,m, elle est aussi surjective sur [y Il sensuit que a € f(IFjm) € f((F5)") et f est
bien surjective. O

4 Preuves formelles

4.1 Logique propositionnelle

On fixe V un ensemble de variables propositionnelles.
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Définition 4.1. Un séquent est une paire de deux ensembles finis de formules I et A

On dit que le séquent I'; A est (universellement) valide — ce quon note I' =, A — si, pour
tout a : V' — {0,1}, il existe ¢ € I' tel que [](a) = 0ou ) € A tel que [¢](a) =1 — en
dautres termes, inf e [¢] () < supyea[10](a)'?, ou encore, si Ager ¢ est valide alors Vyea 1
est valide (pour «).

Définition 4.2. L'ensemble © des séquents démontrables est le plus petit ensemble de séquents
tel que, pour tous I', A ¢ F(V') finis et tous ¢, 9 € F(V) :

* Lipi A p;

e SilA LeDalorsT; A e®;

e Sil,p; AypeDalors T A, (¢ = ) € D;

e SilA,p>peDetTl; A, palors T AL € D.
On note I' - A le fait que I'; A est dénombrable.

Notation 4.3. Etant donné des ensembles de formule Tjcp,, Ajcp, I' et A. On note :

Fll—Al Fnl—An
r'-A

le fait que si les séquents I';; A;, pour i < n, sont démontrables, le séquent I'; A Test aussi. On
note aussi

le fait que les séquents I';; A;, pour ¢ < n, sont démontrables si et seulement si le séquent I'; A
lest.

Les regles de démonstration données par la définition 4.1 sont donc les suivantes, pour tous

FLACE(V)etp, e

1 AL

Fio-Ap ﬁEl

Lo A D Ao Fl—A,(pE
TrA oot LAY *

On représentera aussi les enchainements de régles qui montrent qu’un séquent est démon-
trable par des «arbres de preuve ». Par exemple :

(p—>1)=>Lprp, L !
(p=>1)=>1lrFp(p—>1)—>1 (wﬁi)%w%@ﬁi}:
(p=>1)>1rp, 1

(p>1)~>1Fp
F((p=>1)—>1) =

L

"Pour alléger les notations, étant donné T € § et ¢ € §, on notera I', ¢ l'ensemble I' U {p}. Pour éviter les confu-
sions, on notera donc les séquents I'; A
"2 Avec la convention que inf(@) = 1 etsup(@) =0
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La conclusion de cette preuve est une forme du tiers exclus qu’on on vient donc de démontrer
dans notre syst¢tme logique.

Montrons tout d’abord que nos régles de démonstration ne contredisent pas la sémantique
que l'on s’est fixée :

Proposition 4.4. Pour tousT',A € F(V') finis, si '+ A alorsT &, A

Démonstration. Par récurrence, il suffit de montrer que si les prémisses d’une des quatre regles
sont valides, alors sa conclusion l'est aussi. Soit o : V' — {0, 1}. Pour I, comme ¢ apparait des
deux cotés, on a bien inf{[¢] (), [0](«) : 0 € T} < [] (@) < sup{[e](@), [x](a) : x € A}.
Pour Ej,siT" =y A, 1, puisque [L](a) = 0, soit infper [0] () = 0, soit sup,ea[x](a) = 1et
doncT &, A.

PourD_,,siT, ¢ =y A, 4, alors, soit infger [0] () = 0, soitsup,ca [x](a) = 1 —en quels cas
I'ey AetdoncT'Ey A, = ¢ — [p](a) = 0,s0it [¢] () =1 —en quels cas [ - Y] (a) = 1
etdonc 'y A, p — ).

Enfin,pourE,sil" Fy A, p > YetT =y A, ¢, maisqueinfyer[0](a) # 0etsup,a[x] () #
1,onaalors [ - ¢](a) = 1 — et donc [¢] (@) < [¥](a) — et [¢] () = 1. Dot [¢](e) = 1
et ey A, O

On verra plus loin le fait remarquable que la réciproque est aussi vraie. Mais avant cela, nous
allons introduire d’autres regles utiles qui découlent des quatre regles de base :

Proposition 4.5. Pour tousT',A c F(V) finiset o, € F(V) :

I'-A ' A — G,
Toor A AG Trag AD ,i+A
Trae=¢ Prde Tpra o Trde  Dyvrd o
T,or A - -A Co—>vYrA -

De plus ces regles (et leurs réciproques, le cas échéant) préservent la validité des séquents.

Démonstration. Pour AG— et AD— on remarque tout d’abord que tout les quatre regles de
base, si on rajoute un formule 3 I" ou A, on obtient encore une instance de la méme regle. Len-
semble des séquents I'; A tels que I', p - A et I = A, ¢ est donc préservé par toutes les regles et
contient donc ©. En d’autres termes, sil’ - A alors T, o - AetT'F A, .

De plus, siI" =, A, alors, pour tout o : V' — {0, 1}, infper [0] () < sup,ea[x](). Dot

inf{[e] (), [0](c) : 6 € I'} < sup[x] ()
XEA

et
inf[0] (@) < sup{[¢)(a), [xJ(a) : x € A},

ce qui montre que les regles AG et AD préservent la validité des séquents.
Pour ce qui est des quatre autres regles, les déductions suivantes :
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FirA L é I'cA ey A
BTN AN oAy ¢
Loor Ay -

oA
FeorA L
F'EAp—>1 7 I‘n—A,apE
I'-A,L ~
r-A

AD

E,

To=¢rAp=9 ' Trage, LyrA

I AN T Io—>9,9-A
Fe—-yrA

AG
C

nkawwI | A AD
F'FApo—9y Fw*¢FA¢C
T'-Ap

CoprAd ' Tp-urA

Doyp-ANgp->yp 77 Topo->9prA
yrA

AD
C

permettent de conclure non seulement que ces regles préservent bien la démonstrabilité, mais
aussi aussi qu'elles préserventla validitié puisque les 4 regles de base et les regles d’affaiblissement
la préservent. [

On rappelle que pour toutes formules ¢ et 7, on avait défini :
Cp=p L
* T=nl;
*pvip=(=p) > P
oA = (5 (=),

Proposition 4.6. Pour tousU', A F(V)et p,p e F(V):

A p Fpr A T
S i '-A,T
F,ﬁng—A G_‘ FFA,-@D D_‘ "
Lerd  DyeA o el ey
Toviyr A v I'-A,pvey Y
Leyrd o el  Trdd o
Loaypr-A 7 LA pnt "
Démonstration. On a, par exemple :
redp TirA O Trdey o
Lo—>1+A - _Lier Ay D
'+~ Aa (_'SO) - w
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On voudrait a présent prouver que la réciproque de la proposition 4.4 est vraie :
Proposition 4.7. SiT' =y A alorsT + A

Démonstration. On procede par récurrence sur le nombre de — qui apparaissent dans I" et A.
S’iln’y en aaucun alorsI" et A ne contiennent que des variables propositionnelles et la formule
1.SiLeT,alorsT + A parlaregle G,. Sinon, comme I =, A est valide, la méme variable X ap-
parait a droite et 2 gauche — sinon, tout assignation qui vaut 1 sur (les variables qui composent)
I" et 0 sur (celles qui composent) A contredit sa validité. Mais on a alors I" = A par L.

Supposons maintnenant que I' contienne une formule de la forme ¢ — 1) et soit T’y = I' \
{o = ¥}. Alors, Ty =y A,petTy,9 £y A. Cela suit soit d’un calcul explicite, soit de la
proposition 4.5 qui montre que les réciproques de la regle G_, préserve la validité des séquents.
Par récurrence, ces séquents (qui contiennent une — de moins) sont démontrables, et donc
Lo, > ¢+~ Aparlaregle G_..

Supposons enfin que A contienne une formule de la forme ¢ — ¥ etsoit Ag = A~ {p — 1},
Par la proposition 4.5, on aI', p =, Ag, 1) et ce séquent est donc démontrable par récurrence.
OnadoncaussiI' - Ag, ¢ - 9 parlaregle D_,. ]

Corollaire 4.8 (Complétude de la logique propositionnelle). Pour tousT', A € F(V),
T+ Asietseulement siT =y A.

Corollaire 4.9 (Elimination des coupures pour la logique propositionnelle). Pour tous T, A ¢
S(V),siT w A, ce séquent est démontrable en utilisant seulement les regles I, G, G-, et D_,.

Démonstration. Onremarque que dansla preuve dela proposition 4.7, on a utilisé uniquement
les regles I, G, G-, et D_.. On a donc en fait démontré que si I' =, A alors ce séquent est
démontrable en utilisant uniquement les regles I, G,, G et D.. SiI" -~ A, on a dong, par la
proposition 4.4, que I' =, A et la remarque ci-dessus permet donc de conclure. ]

Remarque 4.10. On peutalors revisiter la dualité de Stone pour I'algebre de Boole des formules.
Soit §- (V') I'algebre de Boole associée au préordre - sur F(V). Le fait que ce soit une algebre
de Boole découle des regles de démonstration que I'on a introduites. Par exemple, la regle C est
la transitivité de -, la regle I est sa réflexivité. La regle G, implique que ¢ A 9 est un minorant
de p et 9 etlaregle D, que cest le plus grand minorant.

Le théoréme de complétude peut alors se réinterpréter comme ’homéomorphisme :

S(F-(V)) ~ 2V
F = Lxer
filtre engendré par { X)) : X eV} «  «a

ot X! = X et X = = X. Clest un homéomorphisme entre un objet syntactique a gauche et un
objet sémantique a droite.

Pour étre précis, ’homéomorphisme ci-dessus identifie les points de [¢] € S(F-(V')) avec
les assignations o € 2V telles que [p]a = 1; ceci se vérifie par récurrence sur ¢ (voir la re-
marque 1.25). Il indique donc bien (entre autres choses) que si ¢ # 1, clest-a-dire [¢] # &,
alors il existe v € 2V telle que [p]ar = 1.
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4.2 Logique du premier ordre

On fixe un langage £ et un ensemble V' infini (dénombrable) de variables. Pour définir les
preuves en logique du premier ordre, il nous faut (enfin) définir la substitution :

Définition 4.11. Soit ¢, s des termes et = une variable. On définit, par induction sur s la sub-
stitution s(t/2) comme étant le terme obtenu en remplagant toutes les occurrences de = dans
(Parbre encodant) s par ('arbre encodant) le terme ¢.

Soit i une formule, on définit aussi, la substitution ¢(¢/x) comme étant la formule obtenue
en remplagant toutes les occurrences de  dans (le graphe encodant) ¢ par (arbre encodant) le
terme ¢.

On a alors que

* x(t/x)estégaleat;

e y(t/x)estégaleay,siy + x;

* (Fsi...sn)(t/x)estégalea Fsi(t/x)...sp(t/x).

* (s1=s2)(t/z)estégalea si(t/x) = sa(t/z);

* (Rsi...5p)(t/z) estégaled Rsi(t/x)...sn(t/z);

* L(t/x)estégalea 1;

* (1= Y2)(t/x) estégale atpi (t/x) - Ya(t/z);

* (Vo)(t/x) estégalea Vi

* (Yyu)(t/z) estégalea Vyi)(t/x),siy # = et y n'apparait pas dans t.
On peut vérifier alors que la substitution est compatible a la substitution au sens suivant :

Lemme 4.12. Pour toute structure M, toute assignation o 'V — A(M), tout variable x, tous
termes t et s et toute formule o,

[s(t/x)]ar () = [s]ar (g0 ()
ot
[e(t/z)]a () = [@] v (Qanfar(a))-

Démonstration. Ces égalités se prouvent par induction sur s, respectivement . Le cas subtil
est celui du calcul de [(Vy @) (t/x)] s () siy est différent de x. Soit z un variable distincte de
x qui n’apparait pas dans ¢ ni dans ¢, alors Vy ¢ = Yz p(2/y). On aalors

[(Vy ) (/)] ar (@) = [(Vz @(2/y)) (/)] a (@)
=[Vzo(z/y)(t/2)]m(a)

I N CODICED) IO

= aegg\/[) [[Sp(z/y)ﬂM(azwa,xw[[t]]M(azHa))

PR TN CICT) PGS TS

= [Vzo(2/y) M ( Qo] 1 (o))
= [Vy el m(apn g (a))

L’avant-derniere égalité est due au fait que z n’apparait pas dans ¢. [
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Définition 4.13. La relation (I'; A) € © sur les paires densembles finis de formules I" et A
est la plut petite relation telle que, pour tous ensembles finis de formules I et A, pour toutes
formules ¢ et 9, toute variable 2 (qui n’apparait ni dans I' ni dans A pour la régle Dy) et pour
tous termes t et s :

' A ' A

oA AG A p AD

S A1

Do A TCoA E,
LorAdy o I'-Ap—>9 Trlde o
CTAp—y 7 '+ A -
| AN D I'rA,Vxop
T-AVeg 7 LA o(t/z) "
- '-A,t=s ' A, p(t/x
I-At=t D- e(tfz) E-

' A po(s/x) -

On écritaussi I' £, A si pour toute structure M et assignation o : V' — A(M),

inf [o]ar(a) < sup[¢]nr(a).
e PeA

Proposition 4.14. Les régles ci-dessus préservent la validité des séquents : si les prémisses sont
valides, les conclusions aussi. En particulier, pour tous ensembles finis de formules I et A,

'~ Aimpligue T’ =, A.

Démonstration. Pour les six premiceres regles, la preuve est la méme que pour la logique pro-
positionnelle. Considérons maintenant Dy. Supposons donc que I' =, A, ¢ et soit M une
structure et a : V' — A(M) une assignation. Si infger [0] 17 () = 0 ou sup,ea[x] (@) = 1,
alors " =y A,V . Sinon, on doit avoir [¢]as = 1. De plus, comme x n’apparait ni dans I ni
dans A, pour tout a € M, infocr[0]ar(ara) = infger[0]ar(a) = 0 et supyea[X](zoa) =
sup,ea[x](a) = 1. Onadoncaussi [¢] i (zea) = 1 et donc [V ] pr () = 1.

On considere maintenant Ey et supposons queI' =, A,V ¢, que infger[0] a7 (a) = 1 et que
supea [X](@) = 0.Onadone [ @l () = Tetdonc, [p(¢/2)]a1(@) = [£1ar(Cmfiia(a)) =
1.

Pour ce qui est de D, comme [t = ¢]p(«) = 1,onabienI' =, A, ¢ = t. Il reste donc a
considérer E_. Supposonsdonc queI' =, A, t = s,quel =y A, p(t/x), queinfoer[0]ar () = 1
et que sup,ca[x](a) = 0. Onadonc [t = s]y(a) = 1 —etdonc [t]ar(a) = [s]ar(a) — et
[o(t/z)]am(a) = 1. Onaalors

[o(s/e)]n (@) = []ar(Qonfsta@)

= [l m (Qpn g ar(a))

= [e(t/x)]a ()
=1. ]
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Les regles supplémentaires introduites en logique propositionelle (proposition 4.5) restent
vérifiées. Mais on peut aussi en introduire de nouvelles en lien avec la quantification universelle
et Iégalité :

Proposition 4.15. Pour tous ensembles finis de formules T et A, toutes formules ¢ et 1), toute
variable x, tout symbole de fonction F et tout symbole de relation R d arité n et tous termest, s, t;
et si, pouri < n:

I'-AVzo Lyo(t/z) - A
— =Y D ’
'-Ap Dy I)Vzpr A Gy
71“7|—7A7,§=7375 '-Ajt=s 'A,s=u T
T'A,s=t '-At=u -
At =51 '-At, =5, F
Fl—A,Ftl...thFsl...Sn -
FI—A,tlzsl FI—A,tTL:Sn Fl—A,Rtl...tn R
I'-A,Rsq...5, -
Démonstration. Larégle Dy est un cas particulier de Ey. Pour la regle Gy, ona
L,Vzp+ A Vrp I Lo(t/z) - A AG
DVzor- A p(t/z) Y CoVz e, p(t/z) - A c
LVzpr A

Pour laregle S, on remplace ¢ par s dans (« = t)(t/x) avec la regle E_. Pour T-, on remplace
sparudans (¢t = z)(s/x). Deméme, F- et R_ se montrent en itérant E- pour remplacer certains
des t; par des s; dans les formules F't; .. .t, = Fty...t, et Rty ...y, ]

Les regles pour la négation, la conjonction, la disjonction et le vrai (proposition 4.6) restent
valides mais on aussi les régles suivantes pour le quantificateur existentiel. On rappele que, par
définition, 3z ¢ = =V —¢.

Proposition 4.16. Pour tous ensembles finis de formules T' et A, toutes formules ¢ et 1), toute
variable x (qui n’est libre ni dans T ni dans A pour la régle G3) et tout terme t,

LA L' A p(t/x)
IdzprA 7 F+A 3z

Tprd DA, p(te)

T4, o T,-p(tjr) - A "
******** DV Gv
,]'i 'i ,A’,v,x,_ﬁo, G Fv Va A A D
L -Ve-p-A 7 ' A -Vz-p 7
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On peut alors vérifier que FE(V) := (F5(V)/=,+) est une algebre de Boole. De plus, elle
garde une trace des quantificateurs :

Lemme 4.17. Pour toute formule o et toute variable x,

Vo= inf t/x
o= ot p(t/z).
Démonstration. Parlarégle Ev, Yoy + o(t/x) pour tout termet. Il reste donc a vérifier que c’est
un plus grand minorant. Soit donc ¢ telle que ¢ - (¢/x) pour tout terme ¢. Soit y une variable
qui n’apparait ni dans ¢, ni dans ¢». Comme ¢ F ¢(y/x), par Dy, onav + Yy @(y/z) et cette
derniére formule est égal 3 Y ¢. Ce qui conclutla preuve que c’est un plus grand minorant. [

Définition 4.18. Un ultrafiltre 4 sur FE(V) est V-complet, si pour toute formule ¢ et toute
variable z telle que, pour tout terme ¢, p(t/z) € L, ona Va ¢ € 4.

On remarque que, puisque Vx ¢ - (t/z), par la regle Gy, la réciproque est toujours vraie.

Soit  un ultrafiltre ¥-complet. On définit la relation ~ sur l'ensemble T4 (V') des termes par
t ~ ssit=s el Cest une relation déquivalence. Soit A(M) = T£(V)/~. On en fait une
L-structure en posant, pour toute fonction F' et relation R darité n :

FM(ty ), ty)2) = (Fty .. )]~

et
(t1)=, ... tn)=) e RM iRty .. .t, el

Ces interprétations sont bien définies par les regles F- et R_.

Proposition 4.19. Soit o : V. — A(M) telle que, pour tout x € V, ax) = x/~ Pour toute
Sformule o,
M = p(@) si et seulement si p € L.

Démonstration. On prouve d’abord par induction sur les termes ¢ que [t]a(a) = t/~ On
prouve ensuite la proposition par induction sur les formules.

Le cas nouveau est celui des formules de la forme Yz ¢. Si M E Va p(a), alors pour tout
terme t, d’apres le lemme 4.12, on a [o(t/x)]ar (@) = [@]a(@gesty~) = 1. Par induction, on a
donc p(t/z) € 4. Comme Ll est V-complet, on a donc V¢ € 4L

Réciproquement, supposons que Yz ¢ € 4 et fixons un terme ¢. Alors, comme Yz ¢ +
@(t/z), on a p(t/x) € L Par induction, on a donc [¢]ar(agety=) = [@(t/z)]m(a) = 1et
donc M E Vx . Il

Proposition 4.20. Supposons que le langage L est dénombrable. Lensemble des ultrafiltres V-
complets dans S(FE(V')) est alors une intersection dénombrable d onverts denses.

Démonstration. Un ultrafiltre 4 n’est pas V-complet s’il existe une formule ¢ et une variable x
telle que 4l est dans I'ensemble :

Xy = Ow(t/w) [Vze].
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Comme l'ensemble des formules est dénombrable, il suffit donc de démontrer que I'ensemble
X, est fermé d’intérieur vide. Comme les [p(¢/x)] sont fermés et que [V ¢] est ouvert, il est
bien fermé. Considérons maintenant une formule ¢ telle que [¢/] € X,,. Pour tout terme ¢, on
a[¢] ¢ [p(t/z)] et donc ¢ + p(t/x). Il découle donc du lemme 4.17, que ¢ — VY . Mais
comme [¢] N [Vz ] = @, on doit avoir [¢)] = @. Lensemble X, est donc bien d’intérieur
vide. O

Proposition 4.21 (Baire-Cech). Soit X un espace compact (séparé). Toute intersection dénom-
brable d’ouverts denses de X est dense dans X.

Démonstration. Soit F' ¢ X un fermé et soit z € X \ F'. Pour tout y € F, puisque X est séparé,
il existe U, et V, ouverts disjoints tels que x € Uy ety € Vj,. Onaalors X = (X \ F')uU, V}, un
recouvrement ouvert. Par compacité, il existe y1, ..., y, tels que F' € Uicp V- Soit V = U; V,,
et U = N; Uy,. Ce sont des ouverts disjoints, et on a € U et F' ¢ V. En particulier, on a
reUcX\VcX\F.

Revenons a la preuve de la proposition. Soient (U )iz des ouverts denses de X etsoit U ¢ X
un ouvert. Comme Uy est dense, il existe g € Uy n U # @. Par le paragraphe précédent, il
existe un ouvert Vy ¢ X tel que z € V) € Vo € Uy n U. Par récurrence, on construit de méme
Zi+1 € Uis1 0V et Viur € X ouvert tel que x4 € Viyy © Vis1 SUi NV

Les V; forment une suite décroissante de fermés non vide. Par compacité, il existe z € ;50 V;c
M; U; nU. Lensemble N; U; est donc bien dense dans X.

Théoréme 4.22. Pour toute formule o si o v L, il existe une structure M et une assignation
a:V > A(M) telle gue
M e p(a).

Démonstration. Supposons tout d’abord que £ est dénombrable. Par la proposition 4.20, I'en-
semble des ultrafiltres ¥-complets dans S(FE(V)) est alors une intersection dénombrable d'ou-
verts denses. Par la proposition 4.21, il existe donc un ultrafiltre 4l dans [] qui soit V-complet.
Soit M et v tels que dans la proposition 4.19. Comme ¢ € 41, a alors M = ¢(a).

En général, soit Lo < £ un langage dénombrable qui contient tous les symboles qui ap-
paraissent dans ¢. Comme toute preuve dans L est une preuve dans £, on n’a pas non plus
¢+ L dans Lo, et donc, par le cas précédent, on trouve une Lo-structure M et une assignation
a:V = A(My) telle que My £ p(a). Soit M une L-structure d’ensemble de base A (M)
et dans laquelle les interprétations des symboles de Lo coincident avec celles de My — une
telle structure existe toujours en choisissant les interprétations des symboles de £ \ £y de ma-
niere arbitraire. Comme les seuls symboles qui apparaissent dans ¢ sont dans £, on a toujours
M = p(a). U

Corollaire 4.23 (Complétude de la logique du premier ordre). Pour tous ensembles finis de for-
mules T et A,
T+ Asietseulement siT e, A.

Démonstration. Au vue de la proposition 4.14, il reste a montrer quesiI' =, A alorsT' = A. Si
I' =y A, alors Ager @A Aygea —9 estinconsistante. Par le théoreme 4.22, Ayer ¢ A Ayen =10 + L
etdonc '+ A parlesregles E;, 1G, et 1G_. ]
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5 Arithmétique de Peano

5.1 Formules >;

Soit £, le langage contenant une constante 0, un symbole fonctionnel unaire S, deux sym-
boles fonctionnels binaire + et-. On souhaite comprendre la théorie delastructure (N, 0, S, +, ),
que 'on notera Ng;.

Définition 5.1. On note PA( la théorie (appelée arithmétique de R. Robinson) :
* VxSt +0;
* Vex+0—> (JySy=1);
* VaVySx =Sy > x=y;
* Vex+0=u;
* VaVyx+S(y) =S(x+vy);
e Vrx-0=0;
s VaVyx-S(y)=z-y+ux;
On note PA la théorie (appellée arithmétique de Peano) obtenue en ajoutant  PAg le principe
de récurrence suivant :
* Pour toute formule p(z,y), ou y est le uple de variables y1, . . ., yn,

Vy (0(0,y) A (Vo o(z,y) > 0(5(x),y))) = Yz o(z,y).
On note x < y la formule 3z 2 + z = y. Si + est associatif, c’est un ordre.

Remarque 5.2. 1. OnaNg E PA.
2. Il existe des modeles de PA( dans lesquels + et - ne sont pas commutatifs ni associatifs.
3. Il existe des modeles de PA dans lesquels < est un ordre qui n’est pas total.

Le principal intérét de la théorie PA( est quelle axiomatise un fragment (important) de la
théorie de Ng;.
Pour tout n € N, on défini par récurrence le terme n par :
* 0=0;
*n+1=>5n.

Lemme 5.3. Soit M = PAg, alors f : n — @M est un plongement Ngg — M et son image est un
segment inital : pour tout a € A(M) 5’il existe n € N tel que a < n™, alors il existe m € N tel que
a=n".
Démonstration. On vérifie (par récurrence sur n € N) que, pour tout m € N :

* PAgen+m+1#n(etdonc f estinjective);

* PAg Em+n=m+n(etdonc f préserve +);

* PAgEm-n=m-n(etdonc f préserve-).

* PAgE Vz, x <= n V¢, ¢ = i (et donc 'image est un segment initial).
Prouvons la derniere assertion. Soit M & PAgeta € A(M) tel que a < n™. Par définition, il
existe b € A(M) tel que b+ a = n. Sia = 0, on a rien 2 démontrer. Sinon, il existe ¢ € A(M)
tel que a = S(c). Onaalors S(b+c) = b+ S(c) = b+a =n.Lecasn = 0 contredit le fait
que 0 n’est pas dans 'image de S. Onadoncn =m +1et S(b+c) = Sm;etdoncb+c=m,
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comme S est injective. Par récurrence sur n, on a donc ¢ = i pour un ¢ < m. Il sensuit que
a=Sc=Si=i+1. O

Définition 5.4. L'ensemble des formules 31 est le plus petit ensemble de formules qui :
* contient les formules atomiques et leurs négations;
* estclospar Aetv;
* estclos par quantification universelle bornée : si (o, . . ., 2, y) est £q alors Vy y < zg -
¢ — que l'on note aussi Yy < xg, ¢ est aussi X1 ;
* est clos par quantification existentielle.

Proposition 5.5. Soit p(x1,...,xy) une formule ¥y et ay, . .., an €N, alors
Ngt £ (a1, ..., an) stet seulement si PAg = (aq,...,a,).
Démonstration. Puisque Ny £ PAy, il suffit de démonter que si Ny, £ ¢(az,...,a,), alors

pour tout M & PAg, si Ny = ¢(a1,...,a,) alors M E p(ay,...,a,).

On procede par récurrence sur . Si ¢ est atomique (ou négation d’atomique, voire plus
généralement sans quantificateurs), alors d’apres le lemme 5.3, on a Ny = (a1, ..., a,) siet
seulementsi M & ¢(aq,...,a,).

Si p est de la forme 1)1 A 1, ol 91 et ¥y sont 3 alors, par récurrence,

Ng E p(a1,...,a,) < Ng E1(aq,...,an) et Ny Eho(aq,...,an)
<:>*"7\4-':'lpl(glv”'agn) etM':wQ(le"an)
< MEgp(ay, ..., a,).

Le cas ou ¢ est de la forme 1)1 Vv 15 est traité de maniére similaire.

Supposons a présent que ¢ est de la forme Yo < z1, 1), o1 ¢ est X1. Pour touta € A(M), si
a < a; alors, comme'image de f : n = n estun segmentinitial, onaa = a, pour un certain ag €
N inférieur a ag. Si Ng; = Vg < a1, ¥(x0,a1,...,a,), onaNg = ¥(ag,a1,...,a,) et dong,
par récurrence, ona M E ¢(agy, a4, ..,q,). Onadoncbien M £ Vaq < x1, ¥(ay,...,q,).

Considérons enfin le cas ot ¢ est de la forme Jy . SiN = Jy p(y, a1, ..., a,) alors il exists
ag € N tel que Nyt = ¥(ag,a1,...,ay). Par récurrence, on a alors M £ ¢(ay,a4,...,4a,), et
donc M E Jy(y,aq,...,qa,). O

5.2 Fonction récursives

La théorie de Ny est liée de maniére intrinseque a la calculabilité. On va donc introduire dans
cette section ce qu'on entend par une fonction « calculable » (que I'on appellera une fonction
récursive totale ici). Puis on expliquera le lien entre calculabilité et PA.

Définition 5.6. L'ensemble des fonction récursives (totales) est le plus petit ensemble R de fonc-
tions f : N - N (pour un n qui n’est pas fix¢é) qui :
* contient la fonction constante nulle, la fonction S : z = z + Let 7" : (x)o<jcn ~ Tis
pour toutn > 0et0<i<n;
* est stable par composition : si f : N — N est récursive, ainsi que g; : N — N, pour tout
0 <i < n,alorslafonction x € N v f(g1(x),...,gn(x)) est récursive;
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* stable par récurrence : si g : N™ — Net h : N™*2 sont récursives alors la fonction f :
N+ N définie par :

{ f(z,0) = g(=)
fxy+1) = h(z,y, f(z,9))

est récursive;
* stable par schéma y total : si f : N"*! — N est récursive et que pour tout z € N" il existe
y € Ntel que f(z,y) = 0alors py f : N — N définie par

py f:xe N »min{yeN: f(z,y) =0}
est récursive.

Exemple 5.7. * L’addition est récursive. Elle est définie par la récurrence suivante :

z+0 = x
{x+(y+1) (x+y)+1.

* De méme la multiplication et 'exponentiation (x,y) ~ x¥ sont récursives.
* La fonction -y = max{x — y,0} est récursive. Elle est définie par les deux schémas de
récurrences suivants :

{ 0;1:06t{ -0 = =z
(z+1)-1 x z=(y+1) (z-y)-1.

* Lafonction 1 est récursive. Elle est définie par le schéma de récurrence suivant :

{ 1-0(0)
]].zo(x + 1)

1

* On en déduit que 1<(z,y) = 1-o(x-y) est récursice, ainsi que 1-(z,y) = L<(z,y) -
1<(y,x) ouencore 1.(z,y) = S(0)-1<(y,x).

Remarque 5.8. Toutes ces fonctions sont en fait « primitives récursives », le schéma y total n’est
pas nécessaire pour les définir. Une fonction récursice non primitive récursive est la fonction
d’Ackermann A : N? - N (voir [ , proposition 4.5.4]) définie par le schéma (qui n’est pas
un schéma de récurrence au sens de la définition définition 5.6) :

A(z,0) = z+1
A(0,y+1) = A(ly)
Alz+1,y+1) = A(A(z,y+1),y).

Définition 5.9. Un ensemble X ¢ N" est dit récursif (ou encore décidable) si sa fonction ca-
ractéristique 1y lest.

Remarque 5.10. Les ensembles récursifs sont clos par combinaisons booléennes. En effet :
e si X ¢ N alors Iyn x () = S(0)-1x(x);
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*si X, Y cN%alors Lyny(z) = 1x(x) - Ly (z).

Le principal résulat que 'on utilisera sur les fonctions récursives est que contrairement a ce
que leur nom indique, la récurrence n’est pas nécessaire dans leur définition si I'on rajoute suf-
fisament de fonctions de base.

Proposition 5.11. L ensemble des fonctions récursives est le plus petit ensemble qui :
* contient la fonction constante 0, les fonctions S, +, - et 1< ainsi que les fonctions ' pour tous
1< Ny
e est stable par composition;;
e est stable par schéma yu total.

En termes informatiques, le schéma p est une «boucle while» (dont on s'est assuré qu’elle
termine toujours). Le résultat énoncé dans le théoréme est ce que fait tout compilateur de lan-
gage fonctionnel vers un language impératif : simuler la récurrence avec des « boucles while »,
habituellement en introduisant des listes.

Démonstration. Pour les besoins de la preuve, appelons fortement récursive une fonction dans
ensemble défini ci-dessus (et fortement récursif tout ensemble dont la fonction caractéristique
est fortement récursive). Toute fonction récursive est fortement récursive (voir exemple 5.7
pour les nouvelles fonctions de base).

Pour prouver la réciproque on établit une liste de résultat intermédiaires sur les fonctions
fortement récursives. Tout d’abord, on remarque que, puisque13 x=y = pz, © < S(y+z), cette
fonction est fortement récursive. Il en découle que les ensembles fortement récursifs sont clos
par combinaisons booléennes (¢f. remarque 5.10).

De plus les ensembles fortement récursifs sont clos par quantification bornée : si X ¢ N™*1
est fortement récursif alors l'ensemble {(x1,...,7,) € N*™ : 3y < 1, (21,...,2n,y) € X}
est fortement récursif (par passage au complémentaire, c’est aussi le cas de {(z1,...,2,) e N":
Vy < 1, (#1,...,%n,y) € X}). En effet, posons f(z) = py, (z,y) € X vy = S(x1) quiest
fortement récursive. Alors 3y < x1, (z,y) € X sietseulementsi f(x) < S(x1).

Affirmation 5.11.1 (Fonction 3 de Gédel). 7/ existe une fonction 3 : N* — N fortement récursive
telle que, pour tous cq, . . ., cy. il existe a,b € N tels que, pour tout i <n, B(a,b,1) = ¢;.

Démonstration. Lensemble {(x,y,2) e N3: 2=y mod z} = {(z,y,2) e N3 : Jw<a+y, x =
y+2zwVy=x+zw} est fortement récursif.

Soit b e N divisible par n! et tel que b > max; ¢;. Alors, pour tous ¢ < n, les (i + 1)b + 1 sont
premiers deux a deux. En effet, sii < j et p premier divise (i+1)b+1 et (j+1)b+1, alors p divise
(j —1)b mais ne divise pas b. Il sensuit que p divise j —i et donc n!. Ceci contredit le fait que p ne
divise pas b. D’apres le théoreme des restes, il existe donc a e Ntel que a = ¢; mod (i +1)b+1,
pour tous 0 <7 < n.

On pose B(z,y,2) = ps, s = x mod (z + 1)y + 1. Comme ¢; < (i + 1)b + 1, on a bien

/B(a7b7i) = G 0

BPour alléger les notations, on écrit souvent py p(x,y) pour la fonction py, 1-1 (4 4.
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Pour conclure la preuve de la proposition 5.11, il suffit de montrer que I'ensemble des fonc-
tions fortement récursives est clos par récurrence. Soient g : N* - Net h : N2 - N et soit
f: N1 - N définie par le schéma de récurrence :

{ f(2,0)
f(z,y+1)

g(x)
h(z,y, f(x,y))

Posons X l'ensemble fortement récursif défini par (z,y,a,b) € N"*3si B(a,b,0) = g(z) et
si pour tout i <y, f(a,b,i+ 1) = h(x,1,5(a,b,1)). On vérifie par récurrence sur i < y que, si
(z,y,a,b) € X alors f(a,b,i) = f(x,1).

En effet, 5(a,b,0) = g(x) = f(2,0) etsi 5(a,b,i) = f(x,i) eti <y, alors

B(a,b,i+1) =h(z,i,5(a,b,1i))

= h(z,i, f(x,7))
= f(z,i+1).

On pose alors e(z,y) = ps, Ja < s3b< s, (x,y,a,b) € X eton aalors
f(z,y) = pz, Ja<e(zr,y)3b<e(x,y), (v,y,a,b) € X Az = B(a,b,y). u

Remarque 5.12. On a montré dans la preuve que les ensembles récursifs (qui sont tous forte-
ment récursifs) sont clos par quantification bornée.

On peut maintenant expliciter le lien entre les fonctions récursives et PA.

Définition 5.13. Une fonction f : N — N est dite X -représentable s’il existe une formule
o(z1,...,2n,y) de L4 quiest Xy et telle que, pour tous a = (ay, ..., a,) € N”, on ait

PAg = Vyp(a,y) <y = f(a).

Théoreme 5.14. Toute fonction récursive est ¥y -représentable.

Démonstration. D’apres la proposition 5.11, il nous faut montrer que I'ensemble des fonctions
¥1-représentables contient les fonctions 0, S, +, -, 1< et 7}', est stable par composition et par
schéma p total.

Pour ce qui est est des fonctions de base, la fonction constante 0 est représentée par ¢(z,y) =
y = 0. En effet, on a bien PAy £ Vy, y = 0 <> y = 0. De méme les fonctions S, +, - et 7} sont
représentées (respectivement) pary = S(x),y = €1 + 2,y = 1 - T2 ety = ;. La fonction 1.
est représentée par

(y=0A3z<ae, S(x1+2)=22) vV(y=S(0) AV2< w9, S(x1 +2) #+ x2).

Montrons a présent que cet ensemble est stable par composition. Soit f : N* - Nreprésentée
par o(x1,...,2Tn,y) et soient g; : N — N représentée par ¥;(21,...,Zm,y), pour 0 < i < n.
Alors z 1(x),...,gn(x)) est représentée par

g yeees g Y p

0($17' . '7xmay) = ElZl . ..ElZn, gp(yvzlw' . 7271) A/\wi(‘xl7"‘ ,ZEm,Zi)-
(]
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En effet, pour tout a € N", tout M = PAg et toutbe A(M),ona
ME 0(@7 b) e w(g(a), b) A /\wi(g7 gl(a))
< b= f(g(a)),

ot g(a) = (g9i(a))o<icn-

Enfin montrons que cet ensemble est clos par schéma y total. Soit f : N**! — N représentée
par (1, ..., %n, 2,y) telle que, pour tout @ € N, il existe b € N tel que f(a,b) = 0. Alors puz f
est représentée par

O0(x1,...,xn,y) =p(x,2,0) AVEL 2, t =2V 3s(p(x,2,8) As+0).

En effet, pour tout a € N”, soit b € N minimal tel que f(a,b) = 0. On alors PAg = ¢(a,b,0).
De plus, pour tout ¢ € M = PAg, si ¢ < balors, dapres le lemme 5.3, ¢ = d avec d € Net d < b.
Alorse = f(a,d) # 0etdonc M & ¢(a,d,e) Ae # 0. Il sensuit que M = 6(a,b).

Réciproquement, soit ¢ € A(M) tel que M E 6(a,c). Sic = iaveci < b, alors comme
f(a,i) #0,ona M = -p(a,c,0), ce qui contredit que M E 6(a, c). Comme

Meb<ev\e=i
i<b
(ceci se vérifie par récurrence sur b), on adonc b < ¢. Si ¢ # b, puisque M = 6(a,c), il existe
e # 0tel que M £ ¢(a,b,e). Mais, comme ¢ représente f,onaaussi e = f(a,b) =0, ce qui est
contradictoire. On a donc nécessairement ¢ = b, ce qui conclut la preuve. O

Définition 5.15. Un ensemble X ¢ N" est dit récursivement énumérable s’il existe Y ¢ N**!
récrusif tel que X = 7(Y"), ot 7 est la projection sur les n premiéres variables.

Proposition 5.16. Un ensemble X < N" est récursif si et seulement si X et N* \ X sont récursi-
vement énumérables.

Démonstration. Supposons que X est récursif. Comme X = (X x N), il est aussi récursive-
ment énumérable. De méme, comme N™ \ X est aussi récursif, il est récursivement énumérable.

Réciproquement, si X = 7(Y) et N* N\ X = 7n(Z) alors 1 x(x) = 1y (x, pt (z,t) e Y U Z)
qui est bien récusive si 1y et 17 le sont. ]

Proposition 5.17. Un ensemble X est récursivement énumerable si et seulement s’il est définis-
sables dans Ny, par une formule X1 ; c’'est-a-dire qu’il existe une formule o(x1, . .., xy) qui soit
Y1 et telle que X = p(Ng).

Démonstration. Supposons X récursivement énumérable et donc qu’il existe Y ¢ N récursif
tel que X = 7(Y"), ou 7 est la projection sur les n premicéres variables. Alors, par théoreme 5.14,
il existe une formule (1, ..., 2y, 2,y) quiest £ et qui représente 1y . Alors X est défini dans
Nyt par Iz @(x1, ..., 2n, 2, 1), qui est bien ¥;.

Réciproquement, Comme les interprétations des symboles fonctionels de £, dans Ng; sont
toutes récursives, il sensuit que I'interprétation de tout terme lest aussi. Comme 1_ est récur-
sive, les ensembles définissables par les formules atomiques sont aussi récursifs. Les ensembles
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définis par des formules atomiques et des négations de formules atomiques sont donc bien ré-
cursivement énumérables'.

Il reste donc a vérifier que les ensembles récursivement énumérables sont clos par disjonction,
conjonction, quantification bornée et quantification existentielle. Avant cela, on va introduire
des fonctions auxiliaires pour coder les paires.

Lemme S.18. 1/ existe des fonctions récursives as : N> > Net 8 : N > N, pouri = 0, 1 telles que
x> (B1(x), B2(x)) est linverse de a.

Démonstration. La fonction définie par a(z,y) = 3(z +y)(z + y + 1) + z est récursive et bi-
jective. Notons que, pour tout z,y € N, a(z,y) > max{x,y}. Les fonctions 31 (z) = pax (Jy <
z, az,y) = z) et fa(2) = py (I < 2z, oz, y) = z) ont donc les propriétés requises. O

Soient Y7,Ys ¢ N™*! des ensembles récursifs, alors 2 € (Y1) u w(Y3) si et seulement si
x e m(Y1UY2). Les ensembles récursivement énumérables sont donc bien clos par disjonction.
Pour ce qui est de la conjonction, onax € w(Y1) n7(Y2) si et seulement s’il existe y € N tel que
(:Ea ﬁl(y)) €Yjet (1'7 62(y)) €Yo.

Pour ce qui est de la quantification universelle bornée, on a Vz < s, (s,2,2) € n(Y) si
et seulement s’il existe yo, ..., ys € N tels que pour tout z < s, (s,2,2,y.) € Y; en d’autres
termes, il existe y € N tel que pour tout z < s, (s, 2,2, 3(51(y), B2(y),2)) € Y. Enfin, pour
la quantification universelle, on a 3z, (z,2) € m(Y") si et seulement s’il existe y € N tel que

(z,B1(y), B2(y)) € Y, ce qui conclut la preuve. [
Remarque 5.19. Pour tout n, il existe une fonction récursive bijective o, : N - N d’inverse
bijective. On peut par exemple considérer o, (1, ..., %) = aa(z1, an(22,...,2,)). On note
(BT, .., By) son inverse.

Théoréme 5.20. Soit f : N" — N. Sont équivalents :
(i) la fonction f est récursive;
(i7) la fonction f est ¥1-représentable;
(171) le graphe de f est récursivement énumérable.

Démonstration. On a montré que (i)=(ii) dans la théoreme 5.14. Si f est représentée par une
formule ¢(x,y) qui est Xy alors, pour tout a € N" et b € N, b = f(a) si et seulement si Ny =
¢(a,b) etdonc ¢ définie le graphe de f dans Ny ; c’est-a-dire que (ii)=(iii).

Enfin montrons que (iii)=(i). Si, pour tout a € N" et b € N, b = f(a) si et seulement si
(a,b) e 7(Y), ou Y c N2 est récursif, alors f(a) = B1(pz, (a,81(z),B2(2)) € Y), qui est
bien récusive. O

Remarque 5.21. Un théoreme remarquable (du a Davis—Putnam-]. Robinson-Matijasevich)
raffine Iéquivalence que 'on a démontré : un ensemble X ¢ N™ est récursivement énumérable
si et seulement s’il est de la forme 3y ... Iy, P(z1,...,Tn,¥1,...yn) = 0, 00 P est un poly-
nome 2 coefficient dans Z.

147] découle de la remarque 5.10 que cest aussi le cas des formules définissables sans quantificateurs.
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Ceci donne une réponse négative au 10° probleme de Hilbert qui demandait si, pour tout
polyndéme P(x1,...,%n,Y1,...Yn) & coeflicients entiers, l'ensemble = € IyP(z,y) = 0 est ré-
cursif — en d’autres termes si I'on peut décider de maniére algorithmique l'existence de solu-
tions aux équations diophantiennes. La solution négative au 10° probleme de Hilbert est alors
une conséquence immédiate de l'existence d’ensembles récursivement énumérables non récur-
sifs (voir, par exemple, le corollaire 5.33).

5.3 Incomplétude

Fixons £ un language au plus dénombrable et V' un ensemble dénombrable. On veut as-
socier 4 chaque formule ¢ € F(V') un entier (son code) de maniere injective telle que diverses
opérations (combinaison booléenne, substitution, ...) soient récursives sur les codes. La maniere
exacte de le faire n’a aucune importance, mais on choisit le codage (arbitraire) suivant.

On fixe des énumérations ( f*); des symboles fonctionnels de £ darité n, (R}’ ); des symboles
relationnels de £ d’arité n et (x;); de V.

Définition 5.22. Pour tout terme ¢ € T(V'), on définit #t par récurrence sur ¢ :
* #x; = an(0,4), pour tout i € N;
o #(fl't1.. . tn) = ansa(1,0,#t1,. .., #ty), pour tous i et n.
Pour toute formule ¢ € F(V'), on définit #¢ par récurrence sur ¢ :
* #1=0;
 #(Rty...tn) = ans1 (1,9, #t1,. .., #1y,), pour tous i et n;
* #(t1 =t2) estaz(2, #Y1, #12);
* F#(Y1 — U2) = a3(3, #Y1, #1h2);
* #(Vavp) = az(4,14,1), ol i est minimal parmi les j tels que Va0 = Vajp(zj/2;).

On vérifie alors :

Lemme 5.23. Les ensembles suivants sont récursifs :
o {#t:teZT(V)};
* {Fp:peT(V)};
o {#¢: @ énoncé};
* {(1,#) i estlibre dans p}.
Les fonctions suivantes sont récursives’ :
© (#t,#s,1) = #t(s/zi);
¢ (#90’ #$, l) = #@(S/xl)

Enfin, on définit #(p1,. .., ¥n) = ans1(n, #¢1, . . ., #¢n). Dans ce qui suit on identifie un
uplet de formules avec 'ensemble de ses coordonnées. On vérifie alors que :

Proposition 5.24. L'ensemble D des o1 (0, (F#01, #A1), ..., (#Dn, #Ay)), tels que la liste
des JéqumtsJ ©Ty; A; est une preuve, est récursif.

15Par convention, ces fonctions sont nulles [3 ot on ne les a pas définies.
1°En identifiant un uplet avec 'ensemble de ses coordonnées
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On remarque que, par construction, pour tout 7, Bt = B2 et donc la longueur d’une

preuve est une fonction bien définie de son code. On a alors I' = A si et seulement s’il existe
n>letde D tel que By (d) =net 7+ (d) = (#I, #A). On en déduit donc que :

Corollaire 5.25. L'ensemble des (#1I', #A) tels que T — A est récursivement énumérable.

Définition 5.26. Soit T" une théorie.
1. Onnote #T ={#p:peT};
2. Onnote Thm(7T") = {énoncés ¢ : T = ¢};
3. T estdite récursivement axiomatisable s’il existe une théorie 7" telle que #71" est récursif
et Thm(7T") = Thm(7").
4. T est dite décidable si #Thm(T") est récursif.

Lemme 5.27. Soit T une théorie.
1. SiT est récursivement axiomatisable alors #Thm(T) est récursivement énumérable.
2. SiT est récursivement axiomatisable et compléte alors T est décidable.

Démonstration. 1. SiT est récursivement axiomatisable, on peut supposer que #7" est ré-
cursif sans changer Thm(T"). Par compacité et complétude, T' £ ¢ si et seulement s’il
existe T € T fini tel que Ty - . Onadonc T E pssiet seulements’il existen > 1etd € D
qui encode une preuve de longueur n dont le dernier élément est I'; ¢ avec I" € Tp. Clest
donc bien un ensemble récursivement énumérable.

2. Si T est de plus complete alors T # ¢ si et seulement si T = —p. Lensemble #7" et son
complémentaire (dans I'ensemble récursif des codes d’énoncés) sont donc récursivement
énumérable par énoncé précédent. Il sont donc récursifs par la proposition 5.16. O]

Exemple 5.28. * La théorie CAC,, pour p premier ou nul, est décidable.
e La théorie CAC est décidable.

Le premier exemple découle du lemme précédent mais le second énoncé nécessite une preuve.
D’apres le lemme précédent #CAC est récursivement énumérable. Par ailleurs, par la corol-
laire 3.46, on a CAC ¥ ¢ si et seulement s’il existe un premier p tel que CAC,, # ¢; en d’autres
termes, CAC & p = 0 - —¢p. Le complémentaire de #CAC est donc bien récursivement énu-
mérable et donc #CAC est récursif.

Pour 'instant, nous avons démontré deux énoncés positifs17 :

¢ Larithmétique (PA pour étre précis) est suffisamment riche pour définir toutes les fonc-
tions récursives — il suffit méme de formules X1 pour le faire.

* Si une théorie a une axiomatique raisonnable (comprendre, récursive) alors on sait en
calculer les conséquences.

Cependant mis ensemble ces deux énoncés disent que l'arithmétique est suffisamment ex-
pressive pour parler de ses propres conséquences, ce qui ouvre la porte au paradoxe du menteur :
on peut trouver une formule qui énonce que sa négation est une conséquence de l'arithmétique!
Ni cette formule, ni sa négation ne peuvent donc étre conséquence de l'arithmétique.

1 N , . . .
7 Au sens ol ce sont des énoncés d’existence et pas de non existence.
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Formellement la construction de cette formule suit du théoréme de point fixe suivant'®.

Théoreme 5.29 (Point fixe de PAg). Pour toute formule o(x), il existe 1) un énoncé tel que

PAo E o(#1) < 9.

Démonstration. La fonction s : (#p,n) — #p(n) est récursive. Soit o(z,y, z) une formule
¥1 quila représente. Soit H,, = 3z, (o(z,2,2) A p(2)), soitng = #Hyp et Ay = Hp(n,).
Puisque o représente s, ona PAg F Vz o (n,,n,, 2) < 2 = #A,. Il sensuit que

PAo E p(#Ay) « 3z, (a(n,,n,,2) A p(2)).
Mais cette derniere formule n’est autre que Hy(n,) = Ay O]

En appliquant I'énoncé ci-dessus a -, on obtient I'¥noncé, beaucoup plus problématique,
suivant :

Corollaire 5.30. Pour toute formule p(x), il existe 1 un énoncé tel que

PAg E o(#¢) < 0.

Corollaire 5.31 (Tarski). Soit M = PAq. Il n'existe pas de formule () telle que, pour tout
énoncé 1, M = p(#1) si et seulement si M & ).

Démonstration. Supposons qu’une telle ¢ existe. Soit 1 telle que PAg = ¢(#v¢) < —¢. On
aurait alors M E 1) si et seulement si M = @(#1)), si et seulement si M = —p. Une telle ¢ ne
peut donc pas exister. m

Proposition 5.32 (Church). ST 2 PAg est décidable alors T est inconsistante.

Démonstration. Soit p(x,y) une formule X1 qui représente 1y (7). Soit A telle que PAg =
©(#A,1) < -A. On aalors
TeEA < NgE @(#_A}l)
< PAo = p(#A,1)
< PAyE-A
=Tk -A.

Si T est consistante, il sensuit que 7' # A et donc

PAgE V2, o(#A,2) < 2=0=PAg = ~p(#A,1)
< PAgEA
=TEA,

et donc T est inconsistante. O

'8Ce théoréme revient essentiellement 2 écrire un programme qui écrit son propre code. Je vous invite 2 le faire dans
votre langage de programmation favori! Vous arriverez vraisemblablement 4 une solution similaire 4 celle de la
preuve ci-dessous
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Corollaire 5.33. L'ensemble #Thm(PAg) est récursivement énumérable mais il n’est pas récur-
En fait, puisque PAg est fini, {#¢ : ¢ est universellement valide} est récursivement énumé-
rable non récursif.

Corollaire 5.34 (Premier théoreme d’incomplétude, Godel). Toute théorie T 2 PAqg récursive-
ment axiomatisable est incomplete.

Démonstration. Si T était complete, elle serait décidable par lemme 5.27, ce qui contredit le
proposition 5.32. ]

On peut méme améliorer le résultat précédent pour obtenir une formule explicite telle que ni
cette formule ni sa négation ne sont démontrables. Soit T’ 2 PAg récursivement axiomatisable.

On rappelle (voir lemme 5.27) que I'ensemble Dy des paires (#¢, d) ou d est le code d’une
preuve de ¢ dans T est récursif. Soit P(z, y, z) une formule 3¢ qui représente Dr. Soit N (z, 2)
une formule 31 qui représente la fonction récursive #¢ = #-¢. Soit ¢(z,y) la formule

P(,,1) A2 < y3u (N (z,u) A P(u,2,0)).
Soit A telle que PAg = 3yp(#4,y) < -A.
Proposition 5.35 (Rosser). ST est consistante alors T # A et T i -A.

Démonstration. Si'T £ A, alors il existe d € N tel que PAg & P(#A,d,1). Comme T est
consistante, alors pour tout e € N (en particulier si e < d), ona PAg = P(#-A,¢,0). Il sensuit
que

PAy E Jyp(#-A,y) < PAg E -A
=TE —|A,

ce qui contredit la consistance de T'.

SiT  -A, alors il existe d € N tel que PAg = P(#-A,d,1), et, comme T est consistante,
pourtoute € N,PAg = P(#A,¢,0).Soit M = PAgeta e A(M)telque M = o(#A,a). Alors
a < detdonc a =i avec i € N. Il sensuit que PAg £ -P(#A,i,1) etdonc M = ~P(#A,a,1),
ce que contredit que M = @(#A, a). - -

On a donc montré que -

PAg E Vy-p(#A,y) < PAgE A
=TEA,

ce qui contredit, une fois de plus, la consistance de T'. O

Pour finir ce chapitre, nous allons esquisser la preuve du second théoreme d’incomplétude
qui consiste essentiellement a constater que I'on peut faire la preuve du premier théoreme d’in-
complétude directement dans PA. Pour cela il nous faut un ingrédient technique que l'on ne
démontrera pas.

Soit T' 2 PA récursivement axiomatisable.
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Proposition 5.36. 1/ existe une formule Pr(x) qui est ¥y et telle que, si on note Oy la formule

Pr(#e) :
1. PAg = Orpsiet seulement si'T = p;

2 TE (DTQO A DT((p —> ’(ﬁ)) — DTdJ;
3. TIZDT(p—>E|TDT(p.

Remarque 5.37. * On peut prendre pour Pr(z) la formule «il existe une preuve de
dans T'», mais dans ce cas 14, la propriété 4 est compliquée 4 démontrer (voir [ s
Lemme 6.35])).

* On peut prendre pour Pr(x) laformule «il existe une preuve de « dans TuThy;, (Ngt ) »,
mais il faut alors montrer que c’est une formule X; (voir [ ,p- 5.6.1]) pour en déduire
4.

* En fait, ces deux formules sont équivalentes dans PA.

Proposition 5.38. Pour tout énoncé p, on a

T e op(Ore - ¢) - Ore.
Démonstration. Par le théoréme de point fixe (théoreme 5.29), il existe un énoncé v tel que
PAg ¢ < (Or¢Y > ).
Affirmation 5.38.1. Pour tous énoncés 6 et x, si T & 0 — x alors T = 076 — Orx.

Démonstration. En eftet, si T = 6 — Y, alors, par la Iénoncé 1 de proposition 5.36, ona T &
07 (0 — x). Par énoncé 2, on aalors T' = Opf — Ory. O

Comme T 2 PAg = ¢ - (079 — ), on a donc, par laffirmation 5.38.1, T' = O7¢) —
Or(Ory — ¢). Comme, par I'énoncé 3 de la proposition 5.36,ona T & Opty) - O Or 1. il
découle de laIénoncé 2 que

T e DTw — Orp. (1)

On adonc

T E(Ore > ) > (079 = »)

(Ore = ) > par définition de ¢
Or (Ore = @) > Oy par l'affirmation 5.38.1
Or (Ore = ¢) = Ore par Iéquation (1). Il

Corollaire 5.39. ST = -~ 07 @ alors T E Or.
En particulier, if 7" est consistante alors 7' # — O7 ¢

Démonstration. SiT & -O7 p alors T = Orp — ¢ et donc, par Iénoncé 3 de proposition 5.36,
T = o07p(Ory - ¢). Il découle alors de la proposition 5.38 que T' = O7p. [

On note Coh(T") = - O7 L qui exprime que L n’est pas démontrable dans T, c’est-a-dire que
T est cohérente.
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Corollaire 5.40 (Second théoreme d’incomplétude, Godel). SiT 2 PA est consistante et récur-

stvement axiomatisable, alors
T i Coh(T).

Remarque 5.41. 1. Si T est consistante alors Ng; = CohT.
2. Ilest possible que 7" soit consistante mais que 7' = ~CohT'. C’est le cas, par exemple de la
théorie T'u {~CohT'} dont le second théore¢me d’incomplétude énonce la consistance!

6 La théorie des ensembles de von Neumann-Bernays-Godel

On travaille dans le langage £e,¢ contenant un unique symbole binaire €. On souhaite définir
une théorie NBG mais certains de ces axiomes nécessitent des constructions qui dépendent des
axiomes précédents. On va donc introduire les axiomes un 4 un en faisant les constructions
nécessaires au fur et & mesure. Les points d’un « modele» de NBG s’appellent des classes. Les
ensembles sont les éléments des classes. Ils sont définis par la formule

U(r)=3AzeA.

On notera ¥V le quantificateur universel restreint 2 U, c’est-a-dire, ¥z ¢ = Yz U(z) - ¢. De
méme, on définit le quantificateur existentiel restrient 2 U par 3z ¢ = 3z U(x) A .
Le premier axiome de NBG est 'axiome d’extensionalité, il spécifie I'égalité entre classes :

VAVB(VCCeA«< CeB)— A=B. (Ext)

Si Aet Bsontdes classes, on dit que A estincluse dans B, ce quonnote A ¢ B, si tout élément
de X etun élément de Y. Lextensionalité peut alors se réécrire BC ANAc B - A=B.

Le second axiome de NBG est I'axiome de la paire, qui, étant donné deux ensembles x et y,
spécifie l'existence d’un (unique) ensemble {x,y} dont les deux seuls éléments sont x et y.

V0avYyalsvA Adez o (A=azv A=y). (Pair)

L’axiome de la paire implique aussi 'existence pour tout ensemble = du singleton {x} dontle
seul élément est z. Si et y sont des ensembles, on notera aussi (z, y) le couple {{z}, {z,y}}.

Remarque 6.1. Si 1, x2, y1, y2 sont des ensembles et (x1,y1) = (22,y2) alors 21 = x2 et
y1 = y2. Eneffet, si {{z1}, {z1,51}} = {{z2}, {x2,92}}, le singleton {1} est un élément de
la paire {{x2},{z2,y2}} et donc il est égal & {z2} ou a {x2,ya}. S'il est égal & {z2,y2} alors
x1 =9 = yp etdonc {x2} = {z2,y2}. Onadoncaussi {x1,y1} = {z2} etdonc y; = x2 = yo.

Sinon {z1} = {x2}, alors z1 = x2. Si {x1,y1} = {x2}, comme précédemment, onaz; =y,
x2 = y2. On peut donc supposer {x1,y1 } = {x2,y2} etdoncy; = x2 (en quel cas y; = z2 = 4
Y2) OU Y1 = Y2.

On définit aussi, par récurrence, pour tous ensembles x1, ..., zy,
(21, oy xn) = (1, -+, Tp-1), ),

et (r1) = x1.
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Les axiomes suivants sont les axiomes d’existence de classe, tout d’abord I'existence du graphe
de € sur les ensembles :
3ICVYavYy (z,y) € C oz ey, (Ee)

lexistence de 'intersection A N B de deux classes A et B :
VAVBACVS SeC < (Se AnSeB), (En)
Iexistence du complémentaire A° d’une classe A :
VAICV sz e C o (¢ A) (E-)
la cl6ture des classes sous projection :
VAICVYz 2 e C o (3 (2,y) € A), (E3)
Iexistence du produit avec U :
VAICVY vy (2,y) e C >z e A, (ExU)
la cl6ture sous transposition des triplets :
vAICYYzvYyvY 2 (z,y,2) e C < (y,z,2) € A, (ET12)

et
VAICVY v YyvY 2 (2,y,2) € C o (z,2,y) € A. (Ema,3)

On remarque que 'axiome (Ee) stipule I'existence d’une classe E. Par I'intersection et le com-
plémentaire, il existe alors une classe @ = E'n E°. Par définition, cette classe n’a pas d¢léments.
Onnote U = @°. On aalors NBG = U(x) <> € U — ce qui justifie 'abus de notation.

La cloture par intersection et complémentaire implique la cloture des classes par union. Si A
et B sont des classes, on note A u B leur union.

Remarque 6.2. Toute classe C est une sous classe de U. En effet, si x est un élément de C' alors,
par définition, NBG £ U(z) etdonc z € U.

Définition 6.3. L'ensemble des formules prédicatives est le plus petit ensemble de £ens-formules
qui contient les formules atomiques, qui est clos par opérations booléennes et par les quantifi-
cateurs ensemblistes VU et V.

Théoréme 6.4 (Existence de classes). Soit p(z1,...,20,Y1,...,Y:m) une formule prédicative
alors

NBG £ VY] ... VY, 3CVYae Ve, (21,...,20) € C o o(x1,. .., 20, Y1,..., V).

Démonstration. On commence par démontrer les cas particulier suivants. Soit A une classe,
0 <i < j < ndesentiers. Il existe des classes C; et C7; telles que :

Vo WWay,, (z1,...,2,) € Cij < (zi,zj) € A

52



6 La théorie des ensembles de von Neumann-Bernays-Godel

et
VWi, . v, (x1,...,2n) € C’;-ll- < (zj,2;) e A

On considére tout d’abord le cas n = 3. Lexistence de C}, est donnée par I'axiome (ExU). Lexis-
tence des 5 autres classes découle des axiomes (E72) et (ET23) et du fait que le groupe symétrique
&3 est engendré par les transpositions 712 et To3.

Dans le cas n = 2 découle du cas n = 3 en rajoutant une troisieme variable avec 'axiome
(ExU), variable que l'on peut ensuite retirer avec (E3).

Dansle cas général, il suit de I'existence de 05’3 quel’on peut trouver By tel que (x4, . . ., xi, ;)
((x1,...),2;,2;) € By sietseulementsi (x;,2;) € A. En utilisant l'existence de C}5, on trouve,
en rajoutant les variables entre z; et x, une a4 une de gauche a droite, une classe B telle que
(1,...,2;) € By sietseulement si (z;,z; € A). Enfin, on peut rajouter les variables apres z;
en utilisant l'existence de CTy, pour obtenir 7.

Lexistence de C7; découle alors de lexistence de C3, : en effet il existe une classe A’ telle que
(zi,25) € A”si et seulement si (z;,2;) € A. Lexistence de C7; appliquée 3 A’ permet alors de
conclure.

Soit ¢ une formule prédicative. Si on remplace toutes les formules atomiques de la forme
s € t, ol s est un Yj ou alors s et t sont la méme variable, par la formule Wyy=sayetet,
ensuite, toutes les formules atomiques de la forme s = t par YUy y € s <> y € ¢, on obtient une
formule prédicative équivalente a ¢ dans laquelle les seules formules atomiques qui apparaissent
sont de la forme s € t o1 s est soit quantifiées, soit une variable x; et ¢ est soit quantifiée, soit
une variable x;, soit une variable Yj et les variables s et ¢ sont distinctes. On peut donc supposer
que ¢ est de cette forme et démontrons maintenant le théoréme par récurrence sur ¢.

Si ¢ est atomique elle est soit de la forme x; € x5, soit de la forme x; € Y. Si elle est de la
forme z; € Y}, il sufhit de prendre C telle que (1, ..., 2,) € C'siet seulementsi z; € Y. Sielle
est de la forme z; € x, soit E telle que dans 'axiome (Ee). Il suffit alors de prendre C' telle que
(z1,...,2n) € Csietseulementsi (z;,z;) € E.

Si ¢ est de la forme -1 et que C est telle que dans le théoreme pour 1 alors il suffit de consi-
dérer C°. Si ¢ estde la forme 1)y A 7)o et Cj est tel que dans le théoréme pour 9, alors il sufhit de
considérer C1 n Cy. Comme - et A suffisent 4 engendrer l'algebre de Boole, cela conclut le cas
ou ¢ est une combinaison booléenne de formules auxquelles le théoremes sapplique.

Enfin, si ¢ est de la forme 3Vyy)(x1,..., 20,4y, Y1,..., ) et que C est telle que dans le
théoreme pour 1, alors il suffit de considérer la projection de C sur les n premieres variables.
Comme le quantificateur universel ensembliste est obtenu par combinaison Booléenne a partir
du quantificateur universel ensembliste, ceci conclut la preuve. ]

On peut maintenant écrire les axiomes d’existence d’ensembles. Si X est une classe, on note
U X Punion de X. Clestla classe telle que = € U X si et seulementsi 3Vy y € X Az € y. Laxiome
de 'union stipule alors que 'union d’un ensemble est un ensemble :

Ve U(Jx). (Union)

Si X est une classe, on note (X ) la classe des sous-ensembles de X. C’est la classe telle que
z € P(X) sietseulementsi VVy y € z - x € X. L'axiome des parties stipule alors que la classe
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des sous-ensembles d’un ensemble est un ensemble :
vz UGB (2)). (Parties)

Soient C et F' deux classes. On définit'image de C par F', notée F*C' comme la classe définie
par z € F*C'si et seulement si 3Vy y € C A (y,z) € F. Laxiome de remplacement stipule que
I'image d’un ensemble par une classe fonctionnelle est un ensemble :

VF [VUsVYt VYt ((s,t1) e FA(s,t3) € F) » 51 = s3] » VWa U(F*x). (Rempl.)

Proposition 6.5 (Principe de compréhension). Sz C' est une classe et x un ensemble, la classe
C Nz est un ensemble.

Démonstration. Par le théoreme d’existence de classes, il existe une classe D telle que (s,t) € D
si et seulementsis = t A s € C. Clest une classe fonctionnelle et I'image de = par D est la classe
C n z qui est donc un ensemble. O

Enfin, Paxiome de infini'’ stipule I'existence d’un ensemble infini :
Ve (sexnvVWyyer»yu{ylex). (Infini)

Remarque 6.6. Une conséquence de I'axiome de I'infini est que la classe vide est un ensemble
(on ne le savait pas encore!). En fait, on ne savait pas encore qu’il existe des ensembles...

La classe U ne peut pas étre un ensemble. C’est le paradoxe de Russell. En effet, par com-
préhension, toute classe serait un ensemble, en particulier la classe C' des ensembles x tels que
z ¢ x.Onaalors C € Csietseulementsi C ¢ C.

Remarque 6.7. La classe U est un modele de la théorie ZF de Zermelo-Frankel. Elle vérifie :
* lextensionalité: VaVy(Vzzex < z€ey) >z =y;
* l'axiome delunion: Vz3yVz (z €y) <> Issexnzes;
* laxiome des parties : VoIyVz (z € y) < (Vssez > sex);
* le schéma d’'axiomes de remplacement : pour toute formule (s, ¢, u1, ..., uy),

Vug ... Vu, [VsVE Via(p(s,t1,ur ... un) Ap(s,ta,ur ... up)) = t1 = ta]
> VzyVz (zey) < (Issexnp(s, z,ur...,up));

* laxiome de linfini: 3z ez A (Vyyex »yu {y} ex)?.

Si A et B sont deux classes, on définit leur produit A x B comme la classe telle que x € Ax B
si et seulement s’il existe a € A et b € B tel que z soit égal au couple (a, b).

Proposition 6.8. Soient X et'Y des ensembles. La classe X x'Y est un ensemble.

YContrairement i 'habitude, on ne considére pasici que NBG contient I'axiome du choix et 'axiome de fondation
dont on discutera plus tard.

»Pour que cet axiome ait un sens, il faut d’abord construire un ensemble 2 deux éléments (par exemple, ‘B (2)) puis
I'utiliser pour construire la paire par remplacement et enfin construire 'union binaire en considérant 'union de
la paire.
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Démonstration. Eneftet,siz € X ety € Y, alors (z,y) = {{z},{z,y}} e P(P(X UY)).La
classe X x Y est donc incluse dans I'ensemble B(P(X uY')) et c’est donc un ensemble. [

Définition 6.9. Soient A et B deux classes, on appelle application de A dans B une sous-classe
F ¢ A x B est qui fonctionnelle et telle que la projection sur la premicre variable soit égale 3 A.
En d’autres termes :

vWae ARy (z,y) e F) A (VWi ¥Wys (z,91) € F A (2,42) € F = y1 = y2).

On écrit alors F' : A - B. Pour tout a € A, on note F(a), ou F,, 'unique ensemble tel que
(a,F(a)) € F.

Soient I et X des ensembles. Toute application f : I — X est une sous-classe de I'ensemble
I x X et c’est donc un ensemble. La classe des applications de I dans X est une sous-classe de
Iensemble P(I x X) et c’est donc aussi un ensemble.

Soita : I - X une application. On définit le produit [T;; a; comme le sous-ensemble des
applications f de I dans U X telles que pour touti € I, f(i) € a;.
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