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TD de Logique 2 (Ordinaux)

3 et 6 octobre 2014

Les exercices qui ne sont pas abordés en cours, seront (certainement) corrigés sur ma page personelle (voir ci-
dessus).

Exercice 1 (Contre-exemples) :
1. Donner des ordinaux «, o, § tels que (o + a’) 8 # aff + o/ B.

2. Trouver une suite strictement croissante (v, )n<, dordinaux et un ordinal g tels que (U,,<,, @ )f soit diffé-
rent de U, <., (an ).

3. Trouver Setl<a,a’ <fBtelsqueaf=F+a'Seta.
4. Trouver «, B et 7y tels que (o) + a7 57.

5. Trouver A limite et a tels que A* # supg_, 5.

Exercice 2 (Calcul ordinal) :

2 ww?, W’ w, w(w? + 1), (W +1)w.

1. Calculer w.w
2. Soit o un ordinal infini, montrer qu'il existe 3 limite et n € w tel que o = § + n.

3. Montrer qu'il nexiste pas d’ordinal o tel que w? = o + w.

Exercice 3 (Ordinaux et topologie) :
Soit & un ordinal muni de la topologie de l'ordre (i.e. la topologie dont une base d’'ouverts est donnée par les inter-

vales ouverts (a,b) avec a < b € U {+00, —00 }). Montrer que :
I. « estséparé.
2. [3 € v est isolé si et seulement si 3 est successeur ou zéro.
3. «est discret si et seulement si a € w.

4. « est compact si et seulement si a est successeur ou zéro.

Exercice 4 (Points fixes) :
Soit F' une fonction croissante des ordinaux dans les ordinaux, on dit que F' est continue si, pour tout ordinal limite

A, F()\) = Ua<r F(a)

1. Trouver un ordinal « tel que o = w + o, un ordinal 3 tel que § = w3 et un ordinal ~y tel que v = w”.

2. Soit F' croissante continue telle que F'(«) > « pour tout ordinal a. Montrer que pour tout ordinal «, il existe
un plus petit point fixe de F' qui soit supérieur a .

3. Si G est une autre telle application, montrer qu’il existe un point fixe commun a F' et G.

4. Montrer que o = w + a si et seulement si o > w?.

5. Montrer que o = wa si et seulement s'il existe (3 tel que a = w* .

Exercice 5 (Forme normale de Cantor) :
On appelle forme normale de Cantor, toute écriture de la forme :

Wk + o+ Wk,

avecn e N, ky,....k, ew {0} etag > > .



1. Montrer que, si o est non nul, il existe 3 tel que w” < a < w?*1.
2. Montrer que tout ordinal admet une unique forme normale de Cantor.
3. Décrire l'ordre et l'addition pour des ordinaux en forme normale de Cantor.
Exercice 6 (Somme naturelle sur les ordinaux) :
Soient « et 3 des ordinaux. On choisit une suite finie dordinaux v; > --- > ,, telle que
a=wki ++wmk, et B=w+-+wml,

avec k;, l; € w pour 1 < i < n. La somme naturelle de o et 8 est définie ainsi :

a®f=w (ki +1l1)+ -+ (kp+1,)
I. Montrer que ® est commutative.
2. Montrer que 8 < 8’ entraine « @ 8 < a ® 8 pour tout .
3. Montrer que a + 5 < a @ 8 pour tout « et 3.

4. Montrer que toute opération binaire @* sur les ordinaux qui est strictement croissante dans les deux argu-
ments est minorée par @.

Exercice 7 (Suites de Goodstein) :

Soient n, p deux entiers. On définit 'écriture de n en base p-itérée de la maniere suivante : on écrit d’abord n en
base p (par exemple pour n = 35, p = 2, 35 = 2° + 2+ 1.) Ensuite, on écrit les exposants eux-mémes en base p et ainsi
de suite de sorte que tous les nombres écrits sont inférieurs a p. Ainsi on écrira 35 = 92°+1 194 1.

Pour g > p > 2, on définit la fonction f, , de N dans N de la maniere suivante : Soit » un entier. On écrit n en base
p itérée et on remplace dans cette écriture tous les p par des ¢. Le nombre ainsi formé est f, ;(n). On définit de la
méme maniere les fonctions f), ., en remplagant p par w (dans le cas ot1 p > 2, on écrira les coefficients a droite des

P").
I. Quevaut f33(35)?et f3,,(35)?

2. Montrer que pourtousw 2 r>¢>p22,0na fg,0 fpq= fpr

3. Montrer que les fonctions f, ., sont strictement croissantes.

Pour tout entier a, on appelle suite de Goodstein de a la suite (g, (a))ns2 définie par :

g2(a)=a et gpi(a)= { gn,n+1(gn(a)) o :iggr(la) o

4. Calculer les 5 premiers termes de la suite de Goodstein pour s.
5. Soit a un entier. Etudier la monotonie de la suite des f,, ., (g,(a)).

6. Montrer que pour tout entier ¢ la suite de Goodstein pour a est nulle a partir d’'un certain rang.

Exercice 8 (Qui sont ces charmants messieurs?) :




