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Exercice 3 (Groupes pseudo-finis) :

1. Lathéorie T' = T U {—¢p,, : n € N} fait l'affaire. De plus, tous les G; étant des groupes, ils sont tous modeles
des énoncés de la théorie des corps qui est donc incluse dans Ty, i.e tout modele de Tj et donc a fortiori ses
modeles infinis sont des groupes.

2. Montrons que sup{|G;|} = w est nécessaire et suffisant. En effet si sup{|G;|} = n < w, énoncé ¢, =
VooV, Vicjx; = x; estvraie dans tout G; et est donc dans T que ne peut donc avoir de modele de cardinal
plus grand que n.

Réciproquement, si sup{|G;|} = w, la théorie T est consistante, i.e. Ty admet un modele infini. En effet, par
compacité, il suffit de considérer 77 ¢ T fini, i.e. T" € To U {-p, : n < m}. Mais alors tout G; de cardinal
strictement plus grand que m est modeéle de 7.

3. Par le théoréme de compacité, tout énoncé ¢ qui est conséquence de T' est conséquence d’une partie finie
de T qui est donc incluse dans Ty U {=p,, : n < m}. Lénoncé ¢ est donc vérifié dans tout GG; de cardinal
strictement plus grand que m. Réciproquement, si ¢ est vrai dans tous les G;de cardinal plus grand qu'un
certain m, alors la formule ¢,,, —  est vraie dans tous les G, et est donc vraie dans tout modeéle de T. Les
modeéles infinis de T} étant tous modeéles de ¢,,, il s'en suit que ¢ est vraie dans tout modele de 7T'.

Exercice 4 (Modéles non-standards) :

1. Soit ¢ une nouvelle constante. On pose T* = T'u {3z, nx = ¢: n € N\{0}}. Par le théoréme de compacité, la
théorie T est consistante si et seulement si tout bout fini de 7" l'est, i.e. T'u {3z, iz = ¢: 0 <n < k}. Il suffit
alors de prendre comme modéle A ot ¢ est interprété par k!. Un modéle M de T* est bien un modéle de T’
contenant un point ¢ qui est divisible par tout 7 pour n € N'\{0}, en particulier, il est plus grand que tout
7.

2. Si M E Jz-p[z] alors N E Jz—p[z] et donc il existe n € N, tel que N £ —¢[n] et donc M E —¢[n]. On a
montré la contraposée de la question.

3. Soit ¢[x] tel que M = p[m] si et seulement si m = 7 pour un n € N. En particulier M = ¢[7i] pour tout
n € N et donc par la question précédente M £ Vz, [z], ce qui est absurde.

Exercice 5 (Préservation, le retour) :
1. Voir le cours sur les diagrammes.

2. Soit N ¢ M e T et = V1V, ¢¥[z1,...,7,] universelle (ol ¥ est sans quantificateurs) conséquence de
T.Comme M = T, on a aussi M E . Pour tout c¢y,...,¢, € N, on aalors M & ¢[ci,...,c,] et donc
NEeopler,...,cnl
Réciproquement soit N & Ty et soit T’ = A(N) uT. Soit Ty € T” fini. Comme A(N) clos par conjonction
finie, on peut supposer Ty = {¢[cny, - - -, Cn, |} UT oltles ¢, n'apparaissent pas dans T et N = p[n1, ..., ng].
Si Tp était inconsistante, par un résultat du cours, on aurait T = V... Vo ~¢[x1,. .., 2] et donc, comme
NETy, N eV ... Vg -p[z1,...,21] et donc N E ~¢[n1,...,ng], ce qui est absurde.

Un modele de T’ étant exactement un modéle de T' dans lequel se plonge N/, on a bien montré le résultat
voulu.
3. Comme Ty est universelle il est évident que Ty (et donc T') qui lui est équivalente est stable par sous-structure.

Réciproquement, comme 7Y est conséquence de 7" par définition, il suffit de montrer que 7" est conséquence
de Ty. Soit M un modéle de Ty . Par la question précédente M se plonge dans A/ = T. Mais comme T est
stable par sous-structure, M = T



4. Lénoncé -y est préservé par sous-structure, en effet si M = —p et N' ¢ M alors si on a pas N &= -, il
s'en suit que N ¢ et donc, par hypothése sur ¢, M = ¢, ce qui est absurde. Par la question précédente (et
le théoréme de compacité), il existe une formule universelle 1) qui soit équivalente & -~ et donc —) qui est
existentielle est équivalente a (.

On pourrait aussi démontrer I'équivalent de la question précédente (i.e. avec une théorie plutét qu'une for-
mule) dans le cas existentiel, mais ce n’est pas une conséquence immédiate de la question précédente et néces-
site sa propre démonstration (utilisant le méme genre de techniques que Lowenheim-Skolem descendant).

Exercice 6 (Types et nombres de modeéles dénombrables) :

1. Soient ¢y, ..., ¢, de nouvelles constantes et considérons 7}, la théorie T' U p[¢]. Lensemble de formules p est
un type si et seulement si T, est consistante, et donc par compacité, si et seulement si toute partie fini de 7,
est consistant. Mais toute partie fini de T, est inclu dans T}, avec py < p fini, i.e. T}, est finiment consistante
si et seulement si toute partie finie de p est consistante avec 7.

2. Soit pg € p fini et posons @, = Agep, - Comme T est complete elle a pour conséquence soit 37 ¢, [T] soit
VT -y, [Z], mais ce dernier cas contredit le fait que T}, soit consistante.

Montrons maintenant que D(M) U p[c] est consistante. En effet une partie finie de cette théorie est de la
forme D(M) u po[€] pour py fini. Mais comme 3Z¢,,,[Z] une conséquence de T" est donc est vraie dans
M, on peut trouver des interprétation pour les ¢; dans M telle que la nouvelle structure soit un modele de
D(M) Upg[e]. Par compacité cette théorie est consistante et par Lowenheim-Skolem, on peut en trouver un
modéle de méme cardinal que M.

3. Comme ¢ est consistante avec T" et que T" et compleéte, comme on I'a vu, ¢ est réalisée dans tout modele de 7.
Soit alors M = T et a tel que M E p[a]. Comme T VZp[T] — [Z], pour tout ¢ € p, on a bien M = ¢[a]]
pour tout ¢ € p, i.e. a réalise p.

Le deuxiéme cas est similaire. On pose c tel que M = ¢[a, c] et on conclut de la méme maniere.
4. Lensemble de formules tp(¢) est bien évidemment consistant avec 7' vu qu’il est réalisé dans M.

5. Onpose M = {m; : i € N} etn = {n; : i € N} et on construit par récurence une famille cohérente de f; de
domaine ¢ fini tel que tp(¢) = tp(f;(¢)) et tels le domaine de f5; contient m; et 'image de f2;,1 contient n;.
On pose f_; de domaine vide.

Soit ¢ le domaine de fo;_1. Si m; € ¢il n’y a rien & faire. Sinon, soit ¢ qui isole tp(¢m; ), comme Jyp[Z, y] €
tp(€), onaaussi N £ Fyp[ f2;-1(€), y]. Par la question 3, il existe b € N tel que tp(c¢m;) = tp(f2;-1(¢)b) (dans
le cas ¢ = 0 on applique simplement la premiere partie de la question). On pose alors fa;(c;) = f2i-1(c;) et
f2:(my) = b. La construction de fy;,; est symétrique.

11 suffit alors de considérer [ = U;ey fi-

6. Supposons que T ait un type p non isolé. Par le résultat admis il existe M = T" dénombrable tel que p ne
soit pas réalisé dans M. Soit alors A/ une extension élémentaire dénombrable dans laquelle p est réalisée (qui
existe par la question 2). 11 est alors impossible que N et M soit isomorphes car une réalisation de p dans
serait envoyée sur une réalisation de p dans M.

La question précédente nous donne exactement la réciproque.

7. Soit pun type de T'. Soit b € N & T qui réalise p. Comme T est compléte, par 'exercice 3, M et A se plongent
tous deux élémentairement dans O. Comme le plongement est élémentaire, 'image d’'une réalisation de p
dans NV est une réalisation de p dans O £ D(¢). 11 s’en suit donc que p est aussi un type de D(c).
Si p est isolé dans D(¢), il existe [¢, 7] tel que pour tout 8 € p, D(¢) + V7 [, 7] — 0[y]. Par compacité
il existe ¢[¢] telle que T + Yy(¢[c,y] A ¥[¢]) - 0[y] et donc T + VZVy(p[Z,y] A ¥[Z]) - 0[y] dou
T+ Vy(Izp[z,y] Av[T]) — 0[y], ce qui implique que p est isolé dans T
Par la question précédente, on a donc montré que si D(¢) est Rg-catégorique, T l'est aussi.

8. Soit T' qui n'est pas Rg-catégorique. 1l existe donc une type non isolé p et des modéles dénombrables M et

N de T tels que dans M p ne soit pas réalisé mais il est réalisé dans NV. Soit ¢ une réalisation de p dans N.
Quitte a grossir p, on peut supposer p = tp(¢) (il ne sera toujours pas réalisé dans M).



Par la question précédente, D(¢) nest pas Rg-catégorique non plus. 1l existe donc un type ¢[¢, 7] de D(¢) qui
soit non isolé dans D(¢). Quitte a changer N on peut supposer que ¢[¢, 7] nest pas réalisé dans . Soit alors
N <O tel que pour tout ¢ € N qui réalise p, q[c/, 7] est réalisé dans O (un tel O existe par compacité car
pour toute partie finie {¢;} de ¢, 3y A; ¥;[¢,y] is in D(¢) et donc Iy A; 1;[¢, 7] € p[x]). De plus, on peut
prendre O dénombrable car, comme N est dénombrable, il y a donc au plus un nombre dénombrable de tels
). Quitte a itérer et a prendre l'union de la chaine ainsi construite, on peut supposer que O vérifie que pour
tout ¢ € O qui réalise p, g[c/, 7] est réalisé dans O.

Comme p est réalisé dans A et O et nest pas réalisé dans M, il est évident que M ¢ N et M ¢ O. Enfin
si f est un isomorphisme entre N et O, f(¢) est une réalisation de p dans O et donc il existe b qui réalise
q[f(€), 7], mais alors f~!(b) réalise ¢[¢,y] dans N, ce qui est absurde.

Exercice 7 (Qui sont ces charmants messieurs?) :
De gauche a droite :

o Kurt Godel, a qui l'on doit le théoréme de complétude (et plus tard les théorémes d'incomplétudes...);

o Leon Henkin qui a donné son nom aux témoins de Henkin qui apparaissent (anonymement) dans la preuve
du théoréme de complétude;;

* Aristote, des les écrits duquel on trouve énoncé certains principes de la logique propositionnelle, donc le
Modus Ponens (enfin lui il dit ¢a en grec).



