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Exercice 3 (Groupes pseudo-finis) :

1. La théorie T = T0 ∪ {¬φn ∶ n ∈ N} fait l’affaire. De plus, tous les Gi étant des groupes, ils sont tous modèles
des énoncés de la théorie des corps qui est donc incluse dans T0, i.e tout modèle de T0 et donc a fortiori ses
modèles infinis sont des groupes.

2. Montrons que sup{∣Gi∣} = ω est nécessaire et suffisant. En effet si sup{∣Gi∣} = n < ω, l’énoncé φn =
∀x0∀xn ⋁i<j xi = xj est vraie dans toutGi et est donc dans T0 que ne peut donc avoir de modèle de cardinal
plus grand que n.

Réciproquement, si sup{∣Gi∣} = ω, la théorie T est consistante, i.e. T0 admet un modèle infini. En effet, par
compacité, il suffit de considérer T ′ ⊆ T fini, i.e. T ′ ⊆ T0 ∪ {¬φn ∶ n < m}. Mais alors tout Gi de cardinal
strictement plus grand quem est modèle de T ′.

3. Par le théorème de compacité, tout énoncé φ qui est conséquence de T est conséquence d’une partie finie
de T qui est donc incluse dans T0 ∪ {¬φn ∶ n < m}. L’énoncé φ est donc vérifié dans tout Gi de cardinal
strictement plus grand que m. Réciproquement, si φ est vrai dans tous les Gide cardinal plus grand qu’un
certainm, alors la formule φm → φ est vraie dans tous les Gi et est donc vraie dans tout modèle de T0. Les
modèles infinis de T0 étant tous modèles de φm, il s’en suit que φ est vraie dans tout modèle de T .

Exercice 4 (Modèles non-standards) :

1. Soit c une nouvelle constante. On pose T ⋆ = T ∪ {∃x, n̄x = c ∶ n ∈ N /{0}}. Par le théorème de compacité, la
théorie T ⋆ est consistante si et seulement si tout bout fini de T l’est, i.e. T ∪ {∃x, n̄x = c ∶ 0 < n < k}. Il suffit
alors de prendre comme modèleN où c est interprété par k!. Un modèleM de T ⋆ est bien un modèle de T
contenant un point cM qui est divisible par tout n̄ pour n ∈ N /{0}, en particulier, il est plus grand que tout
n̄.

2. SiM ⊧ ∃x¬φ[x] alors N ⊧ ∃x¬φ[x] et donc il existe n ∈ N, tel que N ⊧ ¬φ[n̄] et doncM ⊧ ¬φ[n̄]. On a
montré la contraposée de la question.

3. Soit φ[x] tel queM ⊧ φ[m] si et seulement si m = n̄ pour un n ∈ N. En particulierM ⊧ φ[n̄] pour tout
n ∈ N et donc par la question précédenteM ⊧ ∀x, φ[x], ce qui est absurde.

Exercice 5 (Préservation, le retour) :

1. Voir le cours sur les diagrammes.

2. Soit N ⊆M ⊧ T et φ = ∀x1∀xn ψ[x1, . . . , xn] universelle (où ψ est sans quantificateurs) conséquence de
T . CommeM ⊧ T , on a aussiM ⊧ φ. Pour tout c1, . . . , cn ∈ N , on a alorsM ⊧ φ[c1, . . . , cn] et donc
N ⊧ φ[c1, . . . , cn].
Réciproquement soit N ⊧ T∀ et soit T ′ = ∆(N ) ∪ T . Soit T0 ⊆ T ′ fini. Comme∆(N ) clos par conjonction
finie, on peut supposer T0 = {φ[cn1 , . . . , cnk

]}∪T où les cni n’apparaissent pas dans T etN ⊧ φ[n1, . . . , nk].
Si T0 était inconsistante, par un résultat du cours, on aurait T ⊧ ∀x1 . . .∀xk ¬φ[x1, . . . , xk] et donc, comme
N ⊧ T∀,N ⊧ ∀x1 . . .∀xk ¬φ[x1, . . . , xk] et doncN ⊧ ¬φ[n1, . . . , nk], ce qui est absurde.
Un modèle de T ′ étant exactement un modèle de T dans lequel se plonge N , on a bien montré le résultat
voulu.

3. CommeT∀ est universelle il est évident queT∀ (et doncT ) qui lui est équivalente est stable par sous-structure.

Réciproquement, comme T∀ est conséquence de T par définition, il suffit de montrer que T est conséquence
de T∀. SoitM un modèle de T∀. Par la question précédenteM se plonge dans N ⊧ T . Mais comme T est
stable par sous-structure,M ⊧ T .
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4. L’énoncé ¬φ est préservé par sous-structure, en effet siM ⊧ ¬φ et N ⊆ M alors si on a pas N ⊧ ¬φ, il
s’en suit queN ⊧ φ et donc, par hypothèse sur φ,M ⊧ φ, ce qui est absurde. Par la question précédente (et
le théorème de compacité), il existe une formule universelle ψ qui soit équivalente à ¬φ et donc ¬ψ qui est
existentielle est équivalente à φ.

On pourrait aussi démontrer l’équivalent de la question précédente (i.e. avec une théorie plutôt qu’une for-
mule) dans le cas existentiel,mais ce n’est pas une conséquence immédiate de la question précédente et néces-
site sa propre démonstration (utilisant le même genre de techniques que Lowenheim-Skolem descendant).

Exercice 6 (Types et nombres de modèles dénombrables) :

1. Soient c1, . . . , cn de nouvelles constantes et considérons Tp la théorie T ∪ p[c]. L’ensemble de formules p est
un type si et seulement si Tp est consistante, et donc par compacité, si et seulement si toute partie fini de Tp
est consistant. Mais toute partie fini de Tp est inclu dans Tp0 avec p0 ⊆ p fini, i.e. Tp est finiment consistante
si et seulement si toute partie finie de p est consistante avec T .

2. Soit p0 ⊆ p fini et posons φp0 = ⋀φ∈p0
φ. Comme T est complète elle a pour conséquence soit ∃x φp0[x] soit

∀x ¬φp0[x], mais ce dernier cas contredit le fait que Tp0 soit consistante.

Montrons maintenant que D(M) ∪ p[c] est consistante. En effet une partie finie de cette théorie est de la
forme D(M) ∪ p0[c] pour p0 fini. Mais comme ∃xφp0[x] une conséquence de T est donc est vraie dans
M, on peut trouver des interprétation pour les ci dansM telle que la nouvelle structure soit un modèle de
D(M)∪p0[c]. Par compacité cette théorie est consistante et par Lowenheim-Skolem, on peut en trouver un
modèle de même cardinal queM.

3. Commeφ est consistante avec T et que T et complète, comme on l’a vu,φ est réalisée dans toutmodèle de T .
Soit alorsM ⊧ T et a tel queM ⊧ φ[a]. Comme T ⊧ ∀xφ[x]→ ψ[x], pour tout ψ ∈ p, on a bienM ⊧ ψ[a]]
pour tout ψ ∈ p, i.e. a réalise p.
Le deuxième cas est similaire. On pose c tel queM ⊧ φ[a, c] et on conclut de la même manière.

4. L’ensemble de formules tp(c) est bien évidemment consistant avec T vu qu’il est réalisé dansM.

5. On poseM = {mi ∶ i ∈ N} et n = {ni ∶ i ∈ N} et on construit par récurence une famille cohérente de fi de
domaine c fini tel que tp(c) = tp(fi(c)) et tels le domaine de f2i contientmi et l’image de f2i+1 contient ni.
On pose f−1 de domaine vide.

Soit c le domaine de f2i−1. Simi ∈ c il n’y a rien à faire. Sinon, soit φ qui isole tp(cmi), comme ∃yφ[x, y] ∈
tp(c), on a aussiN ⊧ ∃yφ[f2i−1(c), y]. Par la question 3, il existe b ∈ N tel que tp(cmi) = tp(f2i−1(c)b) (dans
le cas i = 0 on applique simplement la première partie de la question). On pose alors f2i(cj) = f2i−1(cj) et
f2i(mi) = b. La construction de f2i+1 est symétrique.
Il suffit alors de considérer f = ⋃i∈N fi.

6. Supposons que T ait un type p non isolé. Par le résultat admis il existeM ⊧ T dénombrable tel que p ne
soit pas réalisé dansM. Soit alorsN une extension élémentaire dénombrable dans laquelle p est réalisée (qui
existe par la question 2). Il est alors impossible queN etM soit isomorphes car une réalisation de p dansN
serait envoyée sur une réalisation de p dansM.

La question précédente nous donne exactement la réciproque.

7. Soit p un type de T . Soit b ∈N ⊧ T qui réalise p. Comme T est complète, par l’exercice 3,M etN se plongent
tous deux élémentairement dans O. Comme le plongement est élémentaire, l’image d’une réalisation de p
dansN est une réalisation de p dansO ⊧ D(c). Il s’en suit donc que p est aussi un type deD(c).
Si p est isolé dans D(c), il existe φ[c, y] tel que pour tout θ ∈ p, D(c) ⊢ ∀y φ[c, y] → θ[y]. Par compacité
il existe ψ[c] telle que T ⊢ ∀y(φ[c, y] ∧ ψ[c]) → θ[y] et donc T ⊢ ∀x∀y(φ[x, y] ∧ ψ[x]) → θ[y] d’où
T ⊢ ∀y(∃xφ[x, y] ∧ ψ[x])→ θ[y], ce qui implique que p est isolé dans T .
Par la question précédente, on a donc montré que siD(c) est ℵ0-catégorique, T l’est aussi.

8. Soit T qui n’est pas ℵ0-catégorique. Il existe donc une type non isolé p et des modèles dénombrablesM et
N de T tels que dansM p ne soit pas réalisé mais il est réalisé dans N . Soit c une réalisation de p dans N .
Quitte à grossir p, on peut supposer p = tp(c) (il ne sera toujours pas réalisé dansM).
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Par la question précédente,D(c) n’est pas ℵ0-catégorique non plus. Il existe donc un type q[c, y] deD(c) qui
soit non isolé dansD(c). Quitte à changerN on peut supposer que q[c, y] n’est pas réalisé dansN . Soit alors
N ≼O tel que pour tout c′ ∈ N qui réalise p, q[c′, y] est réalisé dans O (un tel O existe par compacité car
pour toute partie finie {ψi} de q, ∃y ⋀i ψi[c, y] is in D(c) et donc ∃y ⋀i ψi[c, y] ∈ p[x]). De plus, on peut
prendreO dénombrable car, commeN est dénombrable, il y a donc au plus un nombre dénombrable de tels
c′). Quitte à itérer et à prendre l’union de la chaîne ainsi construite, on peut supposer queO vérifie que pour
tout c′ ∈ O qui réalise p, q[c′, y] est réalisé dansO.
Comme p est réalisé dans N et O et n’est pas réalisé dansM, il est évident queM ≄ N etM ≄ O. Enfin
si f est un isomorphisme entre N et O, f(c) est une réalisation de p dans O et donc il existe b qui réalise
q[f(c), y], mais alors f−1(b) réalise q[c, y] dansN , ce qui est absurde.

Exercice 7 (Qui sont ces charmants messieurs ?) :
De gauche à droite :

• Kurt Gödel, à qui l’on doit le théorème de complétude (et plus tard les théorèmes d’incomplétudes...) ;

• Leon Henkin qui a donné son nom aux témoins de Henkin qui apparaissent (anonymement) dans la preuve
du théorème de complétude ;

• Aristote, des les écrits duquel on trouve énoncé certains principes de la logique propositionnelle, donc le
Modus Ponens (enfin lui il dit ça en grec).
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