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Exercice 3 (Fonctions prouvablement totales dans P) :

1. Sia = #F[xg,x1],onnote s(a,n,m) = #F[n,m] (on demande de plus que cette fonction vaille #«Vz x = z»
si a n'est pas le code d’une telle formule), on a vu dans le cours que c’est une fonction récursive. On pose alors
k(a,n) = ut (g(a,n,m3(t)),73(t)) € Demp qui est bien récursive et on a h(a,n) = 73 (k(a,n)).

2. Comme la fonction g qui a #F[xq, x1] associe le code de Vxo3xi F[xg,x1] est récrusive primitive, et que
I'ensemble Demp est aussi récursif, il s'en suit que g est définie par cas de fagon récursive et est donc elle aussi
récursive.

3. Soit f une fonction récursive, elle est donc représentée par une formule 31 F[xg,x1]. Si elle est prouva-
blement totale dans P, comme N = P, f est totale. En particulier, pour tout n € N, il existe m tel que
N £ F[n,m] et donc,comme F est 31, Py + F'[n,m] et donc, a fortiori, P + F[n, m]. 1l sen suit donc que, si
a =#F[zo,21], P+ F[n,h(a,n)], et donc, comme F représente f, h(a,n) = f(n). Soit alors b une preuve
de Vao3zy Fxo, 1] dans P. On a donc g(a,b,n) = f(n).

L'argument diagonal classique va permettre de conclure. Soit f(z) = g(73(x), 75 (z),x) + 1. Cette fonction
est récursive totale et soit donc a le code d'une formule qui représente f. Si elle est prouvablement totale dans
P, il existe b tel que Az g(a,b,z) = f.Posons ¢ = as(a,b), onaalors f(c) = g(a,b,c) +1 = f(c)+1, cequiest
absurde.

Exercice 4 (Preuve de Chaitin du 1er théoréme d’'incomplétude) :

1. Soit C'[i,t,z,y] une formule 3; qui est vraie (dans N) si et seulement si la machine i termine au temps ¢ sur
l'entrée x avec y en sortie (cette formule existe car on a vu que ce prédicat est récursif). De méme, il y a une
formule ¢[4, s,b] X1 qui est vraie si et seulement si la machine ¢ a s états et b bandes. La formule

3i3t3s3b3z @[i,5,b] A C i, t, 2, N]A2" 0> ¢
est 3, et représente C(N) < n.
2. SiN e C(N) < n, comme cette formule est 3, et que T contient Py,ona T + C(N) < n.

3. Supposons, au contraire que pour tout L, il existe N tel que T'+ C(N) > L. On considére alors la fonction
suivante f(L) = w3 (uy Demp (73 (y), #(C(73(y)) > L)). Cette fonction est récursive totale. Pour tout L,
ona C(f(L)) > L par définition de f, de plus, par définition de C, ona C(f(L)) < log,(L) + M ot M est
la somme du nombre d’états et de bandes d’'une machine de Turing décidant Dem. On a donc pour tout L,
L <logy(L) + M, ce qui est absurde.

4. On a déja vu que la fonction C tend vers I'infini (car il y a un nombre fini de machines de Turing avec moins
de N états et bandes). Pour tout L il existe donc bien N tel que N = C'(N) > L, mais T ne démontre pas cela.
On a donc démontré qu’il y a des énoncés vrais dans N qui ne sont pas démontrables dans T" (Cest un résultat
un peu plus faible que le théoréme d’'incomplétude démontré dans le cours car on a juste démontré que si
NE T, Py c T etT récursive alors T est incompleéte).

Exercice 5 (Second théoréme d’incomplétude, d’aprés un article récent de Kritchman et Raz.) :

1. Clest ce quon a vu dans la preuve de la question 2 de I'exercice 2 : Lénoncé p(z, L) =« C(x) < L » est X1. Si,
pour certaines valeurs de x et L, il est vrai dans les entiers standards N, alors il est vrai dans tout modeéle de
Péano. 1l est alors en particulier conséquence de 7.

2. Lenombre de machines k et j bandes est borné par (327 )k2j et donc on peut prendre D(L) = (3L2%) L2"gL,



3. Fixons L un entier tel que P prouve que si T' est consistante, alors elle ne prouve aucun énoncé de la forme
C(x) > L. Un tel L existe par l'exercice 2.

Regardons ce qui se passe pour m = 1. Comme nous le permet I'indication, on sait que T prouve 'énoncé
Jox < D(L) C(z) > L. Supposons qu’il existe un unique z¢ < D(L) qui ait une complexité > L. Alors pour
tout x # g,z < D(L),ona C(z) < L donc par la question 1, 7 + C(x) < L. En combinant les deux énoncés,
on voit que T prouve C(xg) > L. Ceci est absurde, donc m = 1 est impossible (et on n’a pas encore utilisé le
fait que T prouve Coh(T).)

A nouveau en utilisant I'indication, le raisonnement précédent peut se faire entiérement dans 7. Plus préci-
sément, par hypotheése, T" prouve :

a) si T est consistante, alors 7" ne peut prouver d’énoncé de la forme C'(z) > L
b) sim = 1, alors T prouve un énoncé de la forme C'(x) > L.
Ainsi T + Coh(T) - m # 1.

Supposons maintenant m = 2, il existe donc exactement deux entiers g, 1 < D(L) de complexité < L. Par
la question 1, pour tout x < D(L), « ¢ {xg,z1}, T prouve C(x) < L. Ainsi T prouve m < 2. Par ce qui précede,
T prouve

Coh(T) - m =2.

Et comme dans le cas m = 1, on en déduit que, si T’ prouve Coh(T'), alors T prouve C(z¢) > L AC(z1) > L,
ce qui est absurde.

Tout ce raisonnement peut se faire dans 7', et donc on obtient que 7" prouve I'énoncé
(T+ Coh(T)) > m>2.

Donc si T prouve Coh(T') alors, T prouve « T'+ Coh(T") » et par suite T" prouve m > 2.

On continue ainsi par récurrence pour montrer que, si 7' prouve Coh(7T'), alors T prouve m > k pour toute
valeur de k. En particulier cela est vrai pour k = D(L) ce qui est absurde. Donc T  ne prouve par Coh(T).

Exercice 6 (Qui sont ces charmants messieurs?) :
Ce sont (de gauche a droite) : Turing, Church et Peano.



