Examen
13/04-24/04

Vous pouvez toujours admettre les question précédentes quand vous répondez a une question.

Probléeme 1 :
Soit K un corps. Montrez Iéquivalence des énoncés suivants :
1. K estborné;
2. pour toute K -algebre élémentaire L, res : G(L) - G(K) est injectif ;
3. pour toute K -algebre ¢élémentaire L, res : G(L) - G(K') est un homéomorphisme.

Probleme 2 :

Soit K = PSF et X un ensemble K-définissable.
1. Montrez que X (K) est fini si et seulement si dim(X') <O0.
2. Sidim(X) <0, montrez que pu(X) = | X (K)|.

Probléme 3 :
1. Montrez que pour tout corps K et tout idéal I ¢ K[X], avec | X| = n, il y a un nombre
fini d’idéaux premiers minimaux (pour 'inclusion) qui contiennent I.
Soientn,m, d € Zsq.
2. Montrez qu’il existe B, D, M € Z tel que pour tout corps K et tous ( f;)i<m € K[X],
avec | X| = n, il existe (g;;)icrr,j<p € K[X], de degré au plus D, tels que les idéaux
I; == (gi; : i < M), pour j < B, sont exactement les idéaux premiers minimaux (pour
I'inclusion) qui contiennent (f; : i < m).
3. Montrez qu'’il existe B, D, M € Zq tel que pour tout corps K et tous (f;)i<m € K[X],
avec |X| = n, il existe (g;)icmr € K[X], de degré au plus D, tels que (g; : @ < M) =
(firi<m)={heK[X]:hB e(fi:i<m)}.

Probléme 4 :
Soit K £ ACF et F' < K un corps.
1. Montrez que dcl(F) = FP .
2. Soit V une K-variété. Montrez que les énoncés suivants sont équivalents :
a) T (V) est défini sur FP
b) Zg(V)=\/I-K[X]oulc F[X].
3. Soit V une F-variété F-integre. Montrez que les énoncés suivants sont équivalents :
a) V est K-integre;
b) V est F*-integre;
c) F(V)nFs=F.



