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Problème 1 :
Soit F ⩽K ⊧ ACF tel que ∣F ∣ < ∣K ∣ où ∣ ⋅ ∣ dénote le cardinal.
1. Montrer que trdegF (K) = ∣K ∣.
2. Montrer que tout p ∈ Sx(F ) est réalisé dansK.
3. Soient a, b ∈ K des uples. Montrer que tp(a/F ) = tp(b/F ) si et seulement si il existe

σ ∈ Aut(K/F ) tel que σ(a) = σ(b).

Problème 2 :
SoitA une algèbre,∆ ⊆ FA(x) un ensemble de formules clos par disjonction et conjonction

finies. Un ensemble π ⊆∆ est appelé un∆-type premier s’il est consistant, clos par implication
(pour tout φ ∈ ∆, π(x) ⊧ φ(x) implique φ ∈ π) et si, pour tout φ1, φ2 ∈ ∆, φ1 ∨ φ2 ∈ π
implique qu’il existe i tel que φi ∈ π. On note S∆ l’ensemble des∆-types premiers muni de la
topologie dont une base de fermés est donnée par les [φ] ∶= {p ∈ S∆ ∶ φ ∈ p}, pour tout φ ∈∆.

1. Montrer que S∆ est quasi-compact (de tout recouvrement ouvert on peut extraire un
recouvrement fini) et de Kolmogorov (pour toute paire de points x et y, l’adhérence de x
et l’adhérence de y sont distinctes).

2. SoitX ⊆ S∆. Montrer l’équivalence des énoncés suivants :
a) il existe φ ∈∆ tel queX = [φ] ;
b) le complémentaire deX est ouvert quasi-compact.

3. Soit ∆± la cloture de ∆ par combinaisons booléennes. Montrer que la fonction p ↦
p∣∆ ∶= {φ ∈∆ ∶ φ ∈ p} est une bijection continue S∆± → S∆.

4. Montrer queS∆ est séparé si et seulement si∆ est clos par négation (modulo équivalence
logique).

5. SoitX ⊆ S∆± un fermé tel que pour tout p ∈X , l’adhérence (dans S∆) de p∣∆ est incluse
dans X ∣∆ ∶= {p∣∆ ∶ p ∈X}. Montrer que X ∣∆ ⊆ S∆ est fermé.

6. Supposons de plus que X ⊆ S∆± est ouvert-fermé. Montrer qu’il existe φ ∈ ∆ tel que
X ∶= [φ].

Problème 3 :
Soit F ⩽K ⊧ PACd tel que F ⩽K soit régulière.
1. Soient L,M des F -corps, f ∶ K → M et g ∶ L → M des morphismes de F -algèbres tels

que f(K) ⫝linF g(L). Monter que g(L) ⩽ f(K)g(L) est régulière.
2. Montrer qu’il existe une F -algèbre L et deux morphismes élémentaires de F -algèbres f ∶

K → L et g ∶K → L tels que f(K) ⫝linF g(K).
3. En conclure que pour tout φ ∈ FF (x), φ(K) est fini si et seulement si φ(K) ⊆ F .
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