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1 Logique du premier ordre (des anneaux)

Références 661

1 Logique du premier ordre (des anneaux)2

1.1 Ultraproduits3

On fixe V un ensemble infini, qui consistera en notre ensemble de variables. On fixe aussiA4

un anneau.5

Définition 1.1 (Formules) : Soit x un uplet de V . L’ensemble FA(x) des formules à paramètres6

dansA et à variables x, est le plus petit ensemble tel que :7

• pour tout P ∈ A[x], P ≃ 0 ∈ FA(x) ;8

• � ∈ FA(x) ;9

• si φ,ψ ∈ FA(x), alors φ→ ψ ∈ FA(x) ;10

• si φ ∈ FA(y, x), alors ∃y φ ∈ FA(x).11

Si φ ∈ FA(x), on la note souvent φ(x). Les éléments des FA(∅) s’appellent les A-énoncés.12

UnensembledeA-énoncés s’appelle uneA-théorie. Pour touteA-algèbreB, onnoteThA(B) ∶=13

{φ ∈ FA(∅) ∶ B ⊧ φ}. SiB′ est une autreA-algèbre, on écritB ≡A B′ si ThA(B) = ThA(B′).14

On dit queB etB′ sontA-élémentairement équivalents.15

Définition 1.2 (La vérité selonTarski) : SoitB uneA-algèbre,xunuplet de variables et b ∈ Bx—16

c’est à dire un uplet de même longueur que x. On dit que b réaliseφ dansB, et on écritB ⊧ φ(b) :17

• quand φ = P ≃ 0 avec P ∈ A[x], si P (b) = 0 ;18

• jamais, quand φ = � ;19

• quand φ = ψ → θ, si, quandB ⊧ ψ(b), on aB ⊧ θ(b) ;20

• quand φ = ∃y ψ où ψ ∈ FA(y, x), s’il existe c ∈ B tel queB ⊧ ψ(c, b).21

On définit Tf ∶= {φ ∈ FZ(∅) ∶ pour tout corps fini F , F ⊧ φ}, la théorie des corps finis, et22

Tpsf ∶= Tf ∪ {∃x1 . . . xn ⋀i≠j xi − xj ≄ 0}, la théorie des corps pseudo finis.23

Définition 1.3 (Filtres et Ultrafiltres) : Soit I un ensemble. Un filtre sur I est un ensemble F ⊆24

P(I) tel que :25

• I ∈ F ;26

• ∅ ∉ F ;27

• pour toutX ⊆ Y ⊆ I , siX ∈ F alors Y ∈ F ;28

• pour toutX,Y ∈ F,X ∩ Y ∈ F.29

On dit que F est un ultrafiltre si, de plus :30

• Pour toutX,Y ⊆ I , siX ∪ Y ∈ F, alorsX ∈ F ou Y ∈ F.31

Théorème 1.4 (Łoś, 1955) : Soit I un ensemble, A un anneau et, pour tout i ∈ I , Bi une A-32

algèbre. Soit U un ultrafiltre sur I . Alors b ∶= {(bi)i ∶ {i ∶ bi = 0} ∈ U} ⊂ ∏iBi est un idéal et33

pour tout φ ∈ FA(x) et bi ∈ Bx
i , on a34

B ⊧ φ(b) si et seulement si {i ∶ Bi ⊧ φ(bi)} ∈ U,35

oùB ∶=∏iBi/b et b ∈ Bx est le uplet dont les coordonnées sont les (bi,j)i + b.36

LaA-algèbreB sera notée∏i→UBi et b sera noté∏i→U bi.37
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1 Logique du premier ordre (des anneaux)

Démonstration. Soient (xi)i, (yi)i ∈∏iBi. Si (xi)i ∈ b, alors {i ∶ xi = 0} ⊆ {i ∶ yixi = 0} ∈ U et1

{i ∶ xi = 0} ⊆ {i ∶ xiyi = 0} ∈ U, puisque c’est un filtre. De même, si on a aussi (yi)i ∈ b, on a2

alors {i ∶ xi = 0} ∩ {i ∶ yi = 0} ⊆ {i ∶ xi + yi = 0} ∈ U.3

On procède maintenant par induction sur φ.4

• Si φ = P ≃ 0, avec P ∈ A[x], on aB ⊧ φ(b) si et seulement si P (b) = 0, si et seulement si5

(P (bi))i ∈ b, si et seulement si {Bi ⊧ φ(bi)} = {i ∶ P (bi) = 0} ∈ U.6

• Si φ = �, on aB ⊭ φ(b) et {i ∶ Bi ⊧ �} = ∅ ∉ U.7

• Si φ = ψ ∨ θ, on a B ⊧ φ(b) si et seulement si B ⊧ ψ(b) ou B ⊧ θ(b), si et seulement si8

{i ∶ Bi ⊧ ψ(bi)} ∈ U ou {i ∶ Bi ⊧ θ(bi)} ∈ U. Comme U est un filtre, cela implique que9

{i ∶ Bi ⊧ φ(bi)} = {i ∶ Bi ⊧ ψ(bi)} ∪ {i ∶ Bi ⊧ θ(bi)} ∈ U. La réciproque suit du fait que10

U est un ultrafiltre.11

• Enfin, si φ = ∃y ψ où ψ ∈ FA(y, x), on a B ⊧ φ(b) si et seulement s’il existe ci ∈ Bi,12

pour tout i ∈ I , tel que {i ∶ Bi ⊧ ψ(ci, bi)} ∈ U. Ce dernier ensemble est contenu dans13

{i ∶ Bi ⊧ φ(bi)} qui est donc dans U. Réciproquement, siX ∶= {i ∶ Bi ⊧ ∃y φ(bi)} ∈ U,14

pour tout i dansX , on trouve ci ∈ Bi tel queBi ⊧ ψ(ci, bi), et pour i ∉X , on pose ci = 0.15

On a alors {i ∶ Bi ⊧ ψ(ci, bi)} =X ∈ U. Ce qui conclut la preuve. ◻16

Une fois qu’on a vérifié que les ultrafiltres sont exactement les filtres maximaux, le résultat17

suivant est une conséquence immédiate du lemme de Zorn :18

Proposition 1.5 (Théorème de l’ultrafiltre) : Tout filtre est contenu dans un ultrafiltre.19

Démonstration. On vérifie que l’ensemble des filtres sur I contenant un filtre donné F est non20

vide et inductif pour l’inclusion (l’union d’une chaîne de filtre pour l’inclusion est bien un21

filtre). Par le lemme de Zorn, on trouve un filtre maximal U contenant F. Supposons alors que22

X ∪ Y ∈ U . Si on a X ∉ F, on vérifie que V ∶= {Z ⊆ I ∶ il existsW ∈ U tel queW ∩ Y ⊆ Z}23

est bien un filtre qui contient U . La seule chose non triviale à vérifier est que ∅ ∈ V . Si c’était le24

cas, on auraitW ∈ U tel queW ∩Y = ∅. On aurait doncW ∩X ∪Y ⊆X , ce qui contredit que25

X ∉ U . Par maximalité de U , on aW = U et donc Y ∈ U . ◻26

Proposition 1.6 : Soit F un corps. Sont équivalents :27

1. F est pseudo fini ;28

2. il existe U un ultrafiltre non principal sur les puissance de nombres premiers tel que F ≡29

∏q→U Fq ;30

3. il existe I , des corps finis (Fi)i∈I , et U un ultrafiltre sur I tels que limi→U ∣Fi∣ =∞ et tels que31

F ≡∏i→U Fi32

Démonstration.33

1⇒ 2 Pour tout φ ∈ FZ(∅), on note JφK ∶= {q ∶ Fq ⊧ φ}. On note X ∶= {[φ] ∶ F ⊧ φ}.34

Pour tout (φi)i<n ∈ FZ(∅), si [⋀iφi] = ⋂i[φi] = ∅, on a alors Fq ⊭ ⋁i ¬φi, pour tout35

q, et donc, comme K ⊧ Tf , il existe i tel que K ⊭ φi. Il s’ensuit que X a la propriété36

d’intersection finie et donc qu’il existe un ultrafiltre U contenantX . Par le théorème de37

Łoś (Théorème (1.4)) on a alors K ⊧ φ si et seulement si [φ] ∈ X si et seulement si38

∏q→U Fq ⊧ φ et doncK ≡∏q→U Fq.39

SiU était principal, il existerait q tel queK ≡∏q→U Fq ≅ Fq qui est fini.Cequi contredirait40

le fait queK est pseudo-fini et donc infini.41

2⇒ 3 C’est évident.42
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1 Logique du premier ordre (des anneaux)

3⇒ 1 Par le théorème de Łoś,K ≡∏i→U Fi ⊧ Tf . De plus, par hypothèse, pour toutN ∈ Z⩾0, il1

existeV ∈ U tel quepour tout i ∈ V , ∣Fi∣ ⩾ N .On a alorsV ⊆ {i ∶ Fi ⊧ ∃x1⋯∃xn ⋀i≠j xi ≄2

xj}, d’où, par le théorème de Łoś (Théorème (1.4)),K ≡∏i→U Fi ⊧ ∃x1⋯∃xn ⋀i≠j xi ≄3

xj et donc ∣K ∣ ⩾ N . On a donc montré queK est bien un modèle infini de Tf . ◻4

Corollaire 1.7 : Il existe des corps pseudo finis de toute caractéristique.5

Démonstration. Soit U un ultrafiltre non principal sur P. Par la Proposition (1.6),∏p→U Fp est6

pseudo fini. De plus, pour tout premier p0, {p ∶ Fp ⊧ p0 ≃ 0} = {p0} et donc son complé-7

mentaire est dans U. Par le théorème de Łoś (Théorème (1.4)),∏p→U Fp est de caractéristique8

nulle.9

Fixonsmaintenantp ∈ P et soitUunultrafiltrenonprincipal surZ>0. Par laProposition (1.6),10

∏n→U Fpn est pseudo fini. De plus {n ∶ Fpn ⊧ p ≃ 0} = Z>0 est dans U et donc, par le théorème11

de Łoś (Théorème (1.4)),∏n→U Fpn est de caractéristique p. ◻12

1.2 Types13

Définition 1.8 (Ensembles consistants) : Soit π ⊆ FA(x).14

• On dit que π est consistant s’il exists une A-algèbre B et b ∈ Bx tel que, pour tout φ ∈ π,15

B ⊧ φ(b). On écrit alorsB ⊧ π(b). Un sous-ensemble consistant de FA(x) est aussi appelé16

unA-type partiel.17

• π est dit finiment consistant si toute partie finie de π est consistante.18

Théorème 1.9 (Compacité ; Goedel, 1930 –Maltsev, 1936) : Soit π ⊆ FA(x). Sont équivalents :19

1. π est consistant ;20

2. π est finiment consistant.21

Démonstration. Il est évident que si π est consistant, il est finiment consistant. Il suffit donc de22

prouver la réciproque. Supposons donc que π est finiment consistant. Soit I ∶= Pf(T ). Pour23

tout i ∈ I , comme π est finiment consistante, il existe une A-algèbre Bi et bi ∈ Bx
i tel que24

Bi ⊧ i(bi). Pour tout i ∈ I , on définit Xi ∶= {j ∈ I ∶ i ⊆ j} et on vérifie que {X ⊆ I ∶25

il existe i ∈ I tel queXi ⊆X} est un filtre. Soit U un ultrafiltre qui le contient. Pour tout φ ∈ π,26

on a alorsXφ ⊆ {i ∶ Bi ⊧ φ(bi)} ∈ U et donc∏i→UBi ⊧ π(∏i→U bi). ◻27

Définition 1.10 (∆-Types) : Soit∆ ⊆ FA(x) clos par les opérations booléennes.28

• Un∆-type partiel est un ensemble consistant de formules de∆ ;29

• Un∆-type partiel maximal pour l’inclusion est appelé un∆-type complet.30

On dit qu’un∆-type partiel π engendre un∆-type complet modulo T , si [π] ⊆ S∆(T ) est31

un singleton.32

Proposition 1.11 : Soit∆ ⊆ FA(x) clos par les opération booléennes et π un∆-type partiel. Sont33

équivalents :34

1. π est un∆-type complet ;35

2. Il existe uneA-algèbreB et b ∈ Bx tel que π = tpB∆(b) ∶= {φ ∈∆ ∪ ¬∆ ∶ B ⊧ φ(b)} ;36

3. pour tout φ ∈∆, φ ∈ π ou ¬φ ∈ π.37

SiB est uneA-algèbre et b ∈ Bx, on définit tpBA(b) ∶= tpBFA(x)(b) et qftp
B
A(b) ∶= tpBFqf

A (x)
(b).38

Si b′ ∈ Bx, on note b ≡BA b′ si tpBA(b) = tpBA(b′).39
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1 Logique du premier ordre (des anneaux)

Démonstration. Supposons queπ soitmaximal. Commeπ est consistant, il existe uneA-algèbre1

B et b ∈ Bx tel que B ⊧ π(b). On a alors π ⊆ tpB∆(b), qui est, par définition, consistant. Par2

maximalité de π, on a π = tpB∆(b). Cela prouve que 1 implique 2.3

Supposons maintenant que π = tpB∆(b) oùB est une A-algèbre et b ∈ Bx. Pour tout φ ∈ ∆,4

siB ⊧ φ(b), on a φ ∈ π ; sinonB ⊧ ¬φ(b), et on a alors ¬φ ∈ π. On a donc que 2 implique 3.5

Supposons enfin que pour tout φ ∈ ∆, φ ∈ π ou ¬φ ∈ π. Soit ρ un∆-type partiel contenant6

π. Pour tout φ ∈ ρ, si ¬φ ∈ π ⊆ ρ, on a à la fois φ et ¬φ ∈ ρ qui ne peut donc pas être consistant.7

Il s’ensuit donc queφ ∈ π et donc ρ ⊆ π qui est donc bienmaximal. Cela prouve que 3 implique8

1 et conclut la preuve. ◻9

Définition 1.12 (Espace de Stone) : Soit T une A-théorie et ∆ ⊆ FA(x) clos par les opérations10

booléennes.11

• On note S∆(T ) l’ensemble des∆-types complets p tels que T ∪ p est consistant.12

• Pour toutΦ ⊆∆, on note [Φ] ∶= {p ∈ S∆(T ) ∶ Φ ⊆ p}.13

On note Sx(T ) ∶= SFA(x)(T ) et S
qf
x (T ) ∶= SFqf

A (x)
(T )14

Proposition 1.13 : Les ensembles de la forme [Φ], où Φ ⊆ ∆, forment les fermés d’une topologie15

sur S∆(T ). Cette topologie est totalement discontinue séparée : pour tout p, q ∈ S∆(T ), il existe un16

ensemble ouvert-fermé U ⊆ S∆(T ) tel que p ∈ U et q ∉ U ; de plus, elle est compacte.17

Cette topologie senomme la topologie de Stone.Les seuls sous-ensembles deS∆(T ) connexes18

(pour la topologie induite) sont les singletons, d’où la terminologie «totalement discontinu».19

Démonstration. On a [∅] = S∆(T ) et [∆] = ∅ qui sont donc bien fermés. De plus pour tout20

Φ1,Φ2 ⊆∆, [Φ1∨Φ2] = [Φ1]∪[Φ2], oùΦ1∨Φ2 ∶= {φ1∨φ2 ∶ φi ∈ Φi}. Enfin⋂i[Φi] = [⋃iΦi],21

et donc ce sont bien les fermés d’une topologie. De plus, si p ≠ q ∈ S∆(T ), on trouve φ ∈ ∆22

telle que φ ∈ p et φ ∉ q. On a alors p ∈ [φ] et q ∉ [φ]. De plus, [φ] = S∆(T ) ∖ [¬φ] est bien23

ouvert-fermé.24

Reste à montrer que cette topologie est compacte. Notons que [Φ] ≠ ∅ si et seulement si25

T ∪ Φ est consistant. Soit [Φi] une collection de fermés tels toutes les intersections finies sont26

non vides. On considère π ∶= ⋃iΦi. Toute partie finie π0 de π est incluse dans ⋃j⩽nΦij pour27

un nombre fini de ij . Comme [⋃j⩽nΦij ] = ⋂i[Φij ] ≠ ∅, T ∪ ⋃j⩽nΦij , et donc T ∪ π0, sont28

consistants. Il s’ensuit que T ∪ π = T ∪⋃iΦi est consistant et donc que⋂i[Φi] = [⋃iΦi] ≠ ∅.29

Ce qui conclut la preuve de la compacité de S∆(T ). ◻30

Proposition 1.14 : Soit U ⊆ S∆(T ) ouvert-fermé. Il existe φ ∈∆ tel que U = [φ].31

Démonstration. Puisque S∆(T ) ∖ U est fermé, il existe Φ ⊆ ∆ tel que U = S∆(T ) ∖ [Φ] =32

S∆(T )∖ (⋂φ∈Φ[φ]) = ⋃φ∈Φ[¬φ]. MaisU est fermé, donc compact, et il s’ensuit qu’il existe un33

nombre fini de φi ∈ Φ, i ⩽ n, tels que U = ⋃i⩽n[¬φi] = [⋁i⩽n ¬φi]. ◻34

1.3 Morphismes35

Définition 1.15 (Formules sans quantificateurs) : Soit x un uplet de V . L’ensemble Fqf
A (x) des36

formules à paramètres dansA et à variables x, est le plus petit ensemble tel que :37

• pour tout P ∈ A[x], P ≃ 0 ∈ Fqf
A (x) ;38

• � ∈ Fqf
A (x) ;39
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1 Logique du premier ordre (des anneaux)

• si φ ∈ Fqf
A (x), alors ¬φ ∈ F

qf
A (x) ;1

• si φ,ψ ∈ Fqf
A (x), alors φ ∨ ψ ∈ F

qf
A (x).2

Proposition 1.16 : Soit f ∶ C → D un morphisme injectif de A-algèbre, alors pour tout φ ∈3

Fqf
A (x) et c ∈ C

x, on a C ⊧ φ(c) si et seulement siD ⊧ φ(f(c)).4

Démonstration. On procède par induction sur φ. Les équivalences étant préservées par combi-5

naison booléennes, il suffit de vérifier le cas où φ = P ≃ 0 avec P ∈ A[x]. On a alors C ⊧ φ(c)6

si et seulement si P (c) = 0. Comme f est injectif et que f est un morphisme deA-algèbre, cela7

est équivalent à P (f(c)) = f(P (c)) = 0, ce qui est bien équivalent àD ⊧ φ(f(c)). ◻8

Corollaire 1.17 : Soient B etD deux A-algèbres, b ∈ Bx, d ∈ Dx et p = qftpBA(b). Sont équiva-9

lents :10

1. D ⊧ p(d) ;11

2. Il existe un isomorphisme deA-algèbres f ∶ A[b]→ A[d] tel que f(b) = d.12

Démonstration. Supposons que D ⊧ p(d). Pour tout P ∈ A[x], on définit f(P (b)) ∶= P (d).13

Comme P (b) = 0 si et seulement si P ≃ 0 ∈ p, si et seulement si P (d) = 0, f est un morphisme14

injectif deA-algèbres. Il est clair que f est surjective.15

Réciproquement, supposons qu’il existe un isomorphisme de A-algèbres f ∶ A[b] → A[d]16

tel que f(b) = d. Comme f est injective etB ⊧ p(b), par la Proposition (1.16),D ⊧ p(f(b)) =17

p(d). ◻18

Définition 1.18 (Morphisme élémentaire) : Soient h ∶ C → B et f ∶ C → D deux morphismes19

deA-algèbres. On dit que f est un morphismeB-élémentaire, si pour toute formule φ ∈ FA(x) et20

c ∈ Cx, on aB ⊧ φ(h(c)) si et seulement siD ⊧ φ(f(c)).21

Sih ∶ C → C = B est l’identité, on dit simplement que f ∶ B →D estmorphisme élémentaire22

deA-algèbres.23

Proposition 1.19 : Soit f ∶ B →D un isomorphisme deA-algèbre, alors f est élémentaire.24

Démonstration. On prouve par induction sur φ ∈ FA(x) que pour tout b ∈ Bx, B ⊧ φ(b) si25

et seulement si D ⊧ φ(f(d)). Les équivalences étant préservées par combinaison booléennes26

et f étant injectif, il suffit de vérifier le cas φ = ∃y ψ. S’il existe c ∈ By tel que B ⊧ ψ(c, b), par27

induction on aD ⊧ ψ(f(c), f(b)) et doncD ⊧ φ(f(b)). Réciproquement, s’il existe d ∈ Dy28

tel queD ⊧ ψ(d, f(b)), on aB ⊧ ψ(f−1(d), b) et doncB ⊧ φ(b). ◻29

Définition 1.20 : Soient φ ∈ FA(x) et P ∈ A[y]x. On définit φ(P ) ∈ FA(y) par induction sur30

φ :31

• si φ = Q ≃ 0, oùQ ∈ A[x], φ(P ) ∶= Q(P ) ≃ 0 ;32

• si φ = �, φ(P ) ∶= � ;33

• si φ = ¬ψ, φ(P ) ∶= ¬φ(P ) ;34

• si φ = ψ ∨ θ, φ(P ) ∶= ψ(P ) ∨ θ(P ) ;35

• si φ = ∃z ψ, φ(P ) ∶= ∃z ψ(z,P ).36

Remarque 1.21 : SoientB uneA-algèbre, φ ∈ FA(x), P ∈ A[y]x et b ∈ By. On a :37

B ⊧ φ(P )(b) si et seulement siB ⊧ φ(P (b)).38

Lemme 1.22 : SoientB etD deuxA-algèbres, b ∈ Bx, d ∈Dx et p = tpBA(b). Sont équivalents :39
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1 Logique du premier ordre (des anneaux)

1. D ⊧ p(d) ;1

2. Il existe un morphismeB-élémentaire deA-algèbres f ∶ A[b]→D tel que f(b) = d.2

Démonstration. Supposons que D ⊧ p(d). Comme qftpBA(b) ⊆ p, par le Corollaire (1.17), il3

existe un morphisme de A-algèbres f ∶ A[b] → D tel que f(b) = d. Pour tout φ ∈ FA(y) et4

P (b) ∈ (A[b])y, on aB ⊧ φ(P (b)) si et seulement siφ(P ) ∈ p, si et seulement siD ⊧ φ(P (d)).5

Réciproquement, supposons qu’il existe un morphisme B-élémentaire de A-algèbres f ∶6

A[b]→D tel que f(b) = d. Pour tout φ ∈ p, on aB ⊧ φ(b) et doncD ⊧ φ(f(b)) = φ(d). D’où7

D ⊧ p(d). ◻8

Définition 1.23 : SoitB uneA-algèbre.9

• On définitThqfA (B) ∶= {φ ∈ F
qf
A (∅) ∶ B ⊧ φ} = qftp

B
A(∅). On parle du diagramme sans10

quantificateur deA dansB.11

• On définit ThA(B) ∶= {φ ∈ FA(∅) ∶ B ⊧ φ} = tpBA(∅). On parle du diagramme12

élémentaire deA dansB.13

SiD ⊧ ThA(B), on dit queD est élémentairement équivalent àB au dessus deA et on écrit14

D ≡A B.UneA-théorieT engendreune théorie complète si et seulement si pour toutB,D ⊧ T ,15

B ≡A D. L’espaceS∅(T ) contient alors un unique point qui est exactementThA(B) pour tout16

choix deB ⊧ T .17

Remarque 1.24 : Soient B et D deux A-algèbres de morphismes structurels f ∶ A → B et18

h ∶ A→D.19

• On aD ⊧ ThqfA (B) si et seulement si ker(f) = ker(h).20

• On aD ⊧ ThA(B) si et seulement si f estB-élémentaire.21

Définition 1.25 : Soient C uneA-algèbre et f ∶ A→ C son morphisme structurel.22

• Pour tout φ ∈ FA(x), on note f⋆φ ∈ FC(x) la formule définie par l’induction suivante :23

– pour tout P ∈ A[x], f⋆(P ≃ 0) ∶= f⋆P ≃ 0 ;24

– f⋆� ∶= � ;25

– pour tout φ ∈ FA(x), f⋆(¬φ) ∶= ¬f⋆φ ;26

– pour tout φ,ψ ∈ FA(x), f⋆(φ ∨ ψ) ∶= f⋆φ ∨ f⋆ψ ;27

– pour tout φ ∈ FA(y, x), f⋆(∃y φ) ∶= ∃y f⋆φ.28

• Pour tout π ⊆ FA(x), on définit f⋆π ∶= {f⋆φ ∶ φ ∈ π}.29

On note aussi PC ∶= f⋆P , φC ∶= f⋆φ et πC ∶= f⋆π.30

Lemme 1.26 : Soit f ∶ C → D un morphisme de A-algèbres. On note Df la C-algèbre de mor-31

phisme structurel f . Soient φ ∈ FA(x) et d ∈Dx. On a alors :32

D ⊧ φ(d) si et seulement siDf ⊧ φC(d).33

En particulier, pour tout π ⊆ FA(x) et d ∈Dx, on a :34

D ⊧ π(d) si et seulement siD ⊧ πC(d).35

Démonstration. On procède par induction sur φ. Comme les équivalences sont préservées par36

combinaisons booléennes, il suffit de vérifier le cas oùφ = P ≃ 0 et le casφ = ∃y ψ. Siφ = P ≃ 0,37

puisque f est un morphisme deA-algèbres, on a P (d) = PC(d). Si φ = ∃y,ψ, on aD ⊧ φ(d) si38
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et seulement s’il existe d0 ∈ D tel queD ⊧ ψ(d0, d), ce qui est équivalent àDf ⊧ ψC(d0, d), et1

donc aDf ⊧ φC(d). ◻2

Définition 1.27 : Soit π ⊆ FA(x) un A-type partiel et φ ∈ FA(x). On dit que π implique φ, et3

on écrit π ⊧ φ si pour touteA-algèbreB et tout b ∈ Bx, siB ⊧ π(b),B ⊧ φ(b).4

Définition 1.28 (Élimination des quantificateurs) : Soit T une A-théorie, on dit que T élimine5

les quantificateurs si pour tout φ ∈ FA(x), il existe ψ ∈ Fqf
A (x) tel que T ⊧ ∀x (φ↔ ψ).6

Remarque 1.29 : Soit T une A-théorie qui élimine les quantificateurs. Pour tous B,D ⊧ T et7

f ∶ B → D un morphisme injectif de A-algèbres, f est élémentaire. On dit que T est modèle8

complète.9

Théorème 1.30 (Union de chaîne, Tarski) : Soient I un ensemble filtrant et pour tout i < j,10

fi,j ∶ Bi → Bj une collection compatible de morphismes élémentaires de A-algèbres. Alors pour11

tout i ∈ I , hi ∶ Bi → B ∶= limÐ→iBi est élémentaire.12

Démonstration. Remarquons tout d’abord que comme les fi,j sont élémentaires, ils sont injec-13

tifs. Il s’ensuit que les hi sont injectifs. Prouvons maintenant par induction sur φ ∈ FA(x) que14

pour tout i et tout bi ∈ Bx
i ,Bi ⊧ φ(bi) si et seulement siB ⊧ φ(hi(bi)). Puisque que les équi-15

valences sont préservées par les combinaisons booléennes, et que les hi sont injectifs, il suffit de16

considérer le cas φ = ∃y ψ. Supposons tout d’abord qu’il existe ci ∈ Bi tel queBi ⊧ ψ(ci, bi) et17

donc, par induction B ⊧ ψ(hi(ci), hi(bi)). En particulier, B ⊧ φ(hi(bi)). Réciproquement,18

s’il existe c ∈ B = limÐ→iBi tel que B ⊧ ψ(c, hi(bi)), il existe j ∈ I et cj ∈ Bj tel que c = hj(cj).19

Comme hi = hj ○ fi,j , par induction, on a Bj ⊧ ψ(cj , fi,j(bi)) et donc Bj ⊧ φ(fi,j(bi)).20

Comme fi,j est élémentaire, il s’ensuit queBi ⊧ φ(bi). ◻21

Proposition 1.31 : Soit T uneA-théorie. Sont équivalents :22

1. T élimine les quantificateurs ;23

2. pour tout B,D ⊧ T , tous morphismes injectifs de A-algèbres h ∶ C → B et f ∶ C → D et24

tout φ ∈ Fqf
C (x), siBh ⊧ ∃xφ, alorsDf ⊧ ∃xφ ;25

3. pour tout B,D ⊧ T , tous morphismes injectifs de A-algèbres h ∶ C → B et f ∶ C → D et26

tout b ∈ B, il existe l ∶ D → D⋆ un morphisme élémentaire deA-algèbres et g ∶ C[b] → D⋆27

un morphisme injectif de C-algèbres ;28

4. pour tout B,D ⊧ T , et tous morphismes injectifs de A-algèbres h ∶ C → B et f ∶ C → D et29

tout b ∈ B, l existe l ∶ D → D⋆ un morphisme élémentaire deA-algèbres et g ∶ B → D⋆ un30

morphisme injectif de C-algèbres ;31

5. pour tout B,D ⊧ T et tout morphisme injectif de A-algèbres h ∶ C → B, tout morphisme32

injectif deA-algèbre f ∶ C →D estB-élémentaire ;33

6. pour tout B ⊧ T et tout morphisme injectif de A-algèbres h ∶ C → B, la théorie T qf
C ∶=34

TC ∪ThqfC (Bh) engendre une théorie complète.35

Démonstration.36

1⇒ 2 Soit ψ ∈ Fqf
A (x, y) et c ∈ C

y tel que φ = ψC(x, c). Comme T élimine les quantificateurs,37

il existe θ ∈ Fqf
A (y) telle que T ⊧ ∀y ((∃xψ) ↔ θ). On a alors que Bh ⊧ ∃xφ si et38

seulement siB ⊧ θ(h(c)), si et seulement si C ⊧ θ(c), si et seulement siD ⊧ θ(f(c)), si39

et seulement siDf ⊧ ∃xφ.40
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2⇒ 3 Soit p(x) ∶= qftpBh
C (b). Pour tout p0 ⊆ p fini, on a Bh ⊧ ∃x ⋀φ∈p0 φ(x) et donc, Df ⊧1

∃x ⋀φ∈p0 φ(x). Il s’ensuit que q ∶= ThD(D) ∪ f⋆p est finitment consistant et donc, par2

compacité, il existe une D-algèbre D⋆ et d ∈ (D⋆)x tel que D⋆ ⊧ q(d). Soit l ∶ D →3

D⋆ son morphisme structurel qui est élémentaire. Soit D⋆C la C-algèbre de morphisme4

structurel l ○ f . Comme D⋆C ⊧ p(d), par le Corollaire (1.17), on trouve un morphisme5

injectif de C-algèbre g ∶ C[b]→D⋆ tel que g(b) = d.6

3⇒ 4 Soit (bi)i∈κ une énumération de B. On construit par induction, pour tout j < i, lj,i ∶7

Dj → Di un morphisme élémentaire de A-algèbre et gi ∶ C[b<i] → Di un morphisme8

injectif de A-algèbres, tels que, pour tout j < i, gi ○ hj,i = lj,i ○ gj , où hj,i ∶ C[b<j] →9

C[b<i] est le morphisme naturel. On pose D0 = D et g0 = f . Pour construire li,i+1 et10

gi+1, on applique 3 à l’inclusion de C[b<i] dans B et gi. Pour construire li et gi quand11

i est limite, on pose Di = limÐ→j<iDj , lj,i ∶ Dj → Di le morphisme élémentaire naturel,12

et gi ∶ C[b<i] = ⋃j<iC[b<j] → Di le morphisme universel. On obtient donc au final13

l ∶= l0,κ ∶D →D⋆ =Dκ et g ∶= gκ ∶ B →D⋆ qui ont les propriétés requises.14

4⇒ 5 Onconstruit par induction sur i < ω desmorphismes injectifs deA-algèbres fi ∶ Bi →Di,15

gi ∶ Di → Bi+1 tels que gi ○ fi ∶ Bi → Bi+1 et fi+1 ○ gi ∶ Di → Di+1 sont des morphismes16

élémentaires. On pose B0 = B et f0 ∶ B0 → D0 le morphisme obtenu en appliquant17

4 à h et f . Par construction, il existe un morphisme élémentaire l ∶ D → D0 tel que18

f0 ○ h = l ○ f . Supposons que fi est construit. Soit Ei ∶= fi(Bi) ⩽ Di. On obtient alors19

gi ∶ Di → Bi+1 en appliquant 4 à l’inclusion de Ei dansDi et f−1i ∶ Ei → Bi. Soit alors20

Ci+1 ∶= gi(Di) ⩽ Bi+1. On obtient fi+1 en appliquant 4 à l’inclusion de Ci+1 dans Bi+121

et g−1i ∶ Ci+1 →Di.22

On note Bω = limÐ→iBi,Dω ∶= limÐ→iDi, fω ∶= limÐ→i fi ∶ Bω → Dω et gω ∶= limÐ→i gi ∶ Dω →23

Bω. Soienthω ∶ B → Bω et lω ∶D →Dω, lesmorphismes élémentaires naturels.Onvérifie24

facilement que fω et gω sont des isomorphismes inverses l’un de l’autre. En particulier, fω25

est élémentaire. On vérifie aussi que fω ○hω ○h = lω ○ f et donc que f estB-élémentaire.26

5⇒ 6 Remarquons que B ⊧ T qf
C . Il suffit donc de vérifier que pour tout D ⊧ T qf

C , B ≡C D.27

CommeD ⊧ TC , on aD ⊧ T , et commeD ⊧ ThqfC (Bh), il existe un morphisme injectif28

deA-algèbres f ∶ C →D. Par 5, f estB-élémentaire. On a donc bien,B ≡C D.29

6⇒ 1 Fixons un uplet de variables x. Pour tout p ∈ Sx(T ), soit qf(p) ∶= {φ ∈ Fqf
A (x) ∶ φ ∈30

p} ∈ Sqfx (T ). On peut vérifier que la fonction qf ∶ Sx(T ) → Sqfx (T ) est une fonction31

continue. Soit q ∈ Sx(T ) tel que qf(q) = qf(p) =∶ r. SoitB,D ⊧ T , b ∈ Bx et d ∈ Dx tels32

queB ⊧ p(b) etD ⊧ q(d). SoitC = A[b] ⩽ B. CommeD ⊧ r(d), il existe unmorphisme33

injectif de A-algèbre f ∶ C → D tel que f(b) = d. On a alors Df ⊧ T qf
C et donc, par 6,34

Df ≡C B, autrement dit, p = tpBA(b) = tpDA(d) = q. Il s’ensuit que qf est injectif. Comme35

Sx(T ) et Sqfx (T ) sont compacts, c’est un homémorphisme.36

Pour tout φ ∈ FA(x), l’ensemble qf([φ]) ⊆ Sqfx (T ) est donc ouvert-fermé. Il s’ensuit37

qu’il existe ψ ∈ Fqf
A (x) tel que qf([φ]) = [ψ] et donc [φ] = qf

−1([ψ]) = [ψ] ⊆ Sx(T ),38

c’est-à-dire, T ⊧ ∀x (φ↔ ψ). ◻39
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2 Un peu de géométrie algébrique1

2.1 La topologie de Zariski2

Soit F un corps etK un corps algébriquement clos contenant F .3

Définition 2.1 (Fermés de Zariski) : Pour toutR ⊆ F [X], oùX est un uplet, on définit :4

VK(R) ∶= {a ∈KX ∶ pour tout P ∈ R, P (a) = 0}.5

Réciproquement, pour tout S ⊆KX , on définit :6

IF (S) ∶= {P ∈ F [X] ∶ pour tout a ∈ S, P (a) = 0}.7

Les ensembles de la forme VK(R) s’appellent les F -fermés de Zariski.8

On peut facilement vérifier les propriétés suivantes :9

Lemme 2.2 : SoientQ,R ⊆ F [X] et S,T ⊆KX .10

• IF (S) ⊆ F [X] est un idéal radical : pour tout f ∈ F [X] et n ∈ Z>0, si fn ∈ IF (S) alors11

f ∈ IF (S) ;12

• R ⊆ IF (VK(R)) et S ⊆ VK(IF (S)) ;13

• SiQ ⊆ R alors VK(R) ⊆ VK(Q) et si S ⊆ T alors IF (T ) ⊆ IF (S) ;14

• IF (VK(IF (S))) = IF (S) et VK(IF (VK(R))) = VK(R) = VK((R)) ;15

• IF (∅) = (1), IF (KX) = (0), VK(∅) = VK((0)) =KX et VK((1)) = ∅ ;16

• VK(Q ∪R) = VK(Q) ∩ VK(R) et VK((Q) ∩ (R)) = VK(Q) ∪ VK(R) ;17

• IF (S ∪ T ) = IF (S) ∩ IF (T ) et IF (S) ∪ IF (T ) ⊆ IF (S ∩ T ).18

Démonstration.Montrons tout d’abordqueIF (S) ⊆ F [X] est un idéal radical. Pour tout f, g ∈19

IF (S) et x ∈ R, fg(x) = f(x) + g(x) = 0 et donc f + g ∈ IF (S). Pour tout h ∈ F [X], on alors20

hf(x) = h(x)f(x) = 0 et donc hf ∈ IF (S). C’est donc bien un idéal. Enfin, si pour un certain21

n ∈ Z>0, on a hn ∈ IF (S), on a alors (h(x))n = hn(x) = 0 et donc, comme F [X] est intègre,22

h(x) = 0. D’où h ∈ IF (S) qui est bien radical.23

Démontrons aussi une des égalités qui sera utile par la suite : VK((Q) ∩ (R)) = VK(Q) ∪24

VK(R). Puisque (Q) ∩ (R) ⊆ (Q), on a VK(Q) = VK((Q)) ⊆ VK((Q) ∩ (R)). De manière25

symétrique, VK(R) ⊆ VK((Q) ∩ (R)). Il suffit donc de démontrer que VK((Q) ∩ (R)) ⊆26

VK(Q) ∪ VK(R). Soit x ∈ VK((Q) ∩ (R)) tel que x ∉ VK(Q). Soit f ∈ Q tel que f(x) ≠ 0.27

Pour tout g ∈ R, on a fg ∈ (Q) ∩ (R) et donc f(x)g(x) = 0. Il s’ensuit que g(x) = 0 et donc28

x ∈ VK(R). ◻29

Rappelons qu’un anneau est noethérien si tous ses idéaux sont finiment engendrés— ou de30

maniére équivalente, toute chaîne croissante d’idéaux est stationnaire. L’anneau F [X] est noe-31

thérien. Une topologie est noethérienne si toute chaîne décroissante de fermés est stationnaire.32

Proposition 2.3 : L’ensemble des F -fermés de Zariski forme les fermés d’une toplologie noethé-33

rienne surKX .34

Démonstration. Comme on a démontré dans le Lemme (2.2),KX et ∅ sont bien des F -fermés35

de Zariski. Dans le même lemme, on a aussi démontré que l’union de deux F -fermés de Za-36

riski est bien un F -fermé de Zariski. Il reste donc à démontrer qu’étant donné une collection37
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de sous-ensembles (Ri)i ⊆ F [X], ⋂i VK(Ri) est bien un F -fermé de Zariski. Montrons que1

⋂i VK(Ri) = VK(⋃iRi). Comme Ri ⊆ ⋃iRi, on a bien VK(⋃iRi) ⊆ VK(Ri). Choisissons2

donc x ∈ VK(Ri) pour tout i. Pour tout f ∈ ⋃iRi, on a alors f(x) = 0 et donc ⋂i VK(Ri) ⊆3

VK(⋃iRi).4

Montrons maintenant que cette topologie est noethérienne. Considérons une chaîne dé-5

croissante (VK(Ri)) de F -fermés de Zariski— oùRi ⊆ F [X]. Pour tout i ⩽ j, on a VK(Rj) ⩽6

VK(Ri) et doncIF (VK(Ri)) ⊆ IF (VK(Ri)). Parnoetherianité deF [X], cette chaîned’idéaux7

est stationnaire et il existe donc i0 tel que pour tout j ⩾ i0, on aitIF (VK(Rj)) = IF (VK(Ri0)),8

et donc VK(Rj) = VK(IF (VK(Rj))) = VK(IF (VK(Ri0))) = VK(Ri0). ◻9

Cette topologie est appelée la F -topologie de Zariski. On peut facilement vérifier que pour10

tout S ⊆KX , VK(IF (S)) est la clôture deR pour cette topologie. On l’appelle la F -clôture de11

Zariski deR. On parle aussi du F -locus algébrique deR. LaK-topologie de Zariski surKX est12

simplememt appelée la topologie de Zariski.13

2.2 La théorie des modèles des corps algébriquement clos14

On noteACF la Z-théorie des corps algébriquement clos. Elle contient :15

• L’énoncé ∀xx ≄ 0→ ∃y xy − 1 ≃ 0 ;16

• Pour tout n ∈ Z>0, l’énoncé ∀x0 . . . xn xn ≄ 0→ ∃y ∑i xiyi ≃ 0.17

Lemme 2.4 : SoitF,K ⊧ ACF,A ⩽ F , f ∶ A→K unmorphisme d’anneaux injectif et a ∈ F un18

élément algébrique surA— c’est à dire tel qu’il existe P ∈ A[X] non nul tel que P (a) = 0. Alors19

il existe g ∶ A[a]→K un morphism d’anneau injectif qui étend f .20

Démonstration. Soit h ∶ A(0) → K l’unique morphisme d’anneau (injectif) qui étend f et soit21

P ∈ A(0)[X] le polynôme minimal (unitaire) de a sur A(0). Comme K est algébriquement22

clos, il existe b ∈ K tel que h(P )(b) = 0. Rappelons que, puisque a est algébrique sur A et23

donc sur A(0), P est non nul et irréductible. Il s’ensuit que h(P ) est non nul et irréductible et24

c’est donc le polynômeminimal unitaire de b sur h(A(0)). Lemorphisme que l’on recherche est25

donc g ∶ A(0)[a] ≅ A(0)[X]/(P ) ≅ h(A(0))[X]/(h(P )) ≅ h(A(0))[b] ⊆K. ◻26

Corollaire 2.5 : Soit f ∶ A→K ⊧ ACF unmorphisme d’anneaux injectif etA ⩽ C une extension27

algébrique. Il existe alors g ∶ C →K un morphism d’anneau injectif qui étend f .28

Démonstration. L’ensemble des morphismes injectifs D → K qui étendent f , où A ⩽ D ⩽ C,29

ordonné par l’extension est un ensemble inductif non vide. Il a donc un élément maximal g ∶30

D →K. Par le Lemme (2.4), comme g est maximal,D = C. ◻31

Lemme 2.6 : Soit F,K ⊧ ACF, A ⩽ F , f ∶ A → K un morphisme d’anneaux injectif et a ∈ F .32

Alors il existeh ∶K →K⋆ unmorphisme élémentaire d’anneaux et g ∶ A[a]→K⋆ unmorphisme33

injectif d’anneaux qui étend h ○ f .34

Démonstration. Si a est algébrique sur A, on applique le Lemme (2.4) avecK⋆ = K. On peut35

donc supposer a transcendant surA. Comme dans le Lemme (2.4), on peut supposer queA =36

A(0) est un corps. Pour tout nombre fini de Pi ∈ A[X] ∖ (0), soit c ∈ K tel que Pi(c) ≠ 037

pour tout i ⩽ n. Un tel c exists puisque que K est infini. Alors c satisfait dans K le K-type38
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Th[K](K) ∪ {¬Pi(x) ≃ 0 ∶ i ⩽ n}. On considère alors leK-type partiel p(x) ∶= ThK(K) ∪1

{¬P (x) ≃ 0 ∶ P ∈ A[X] ∖ (0)}, qui est bien finiment satisfaisble.2

Soit K⋆ une K-algèbre et c ∈ K⋆ une réalisation de p dans K⋆. Comme K⋆ ⊧ ThK(K),3

le morphisme structurel h ∶ K → K⋆ est un morphisme élémentaire de A-algèbres. De plus,4

comme K⋆ ⊧ p(c), c est transcendant sur F . Le morphisme que l’on recherche est donc g ∶5

A[a] ≅ A[X] ≅ f(A)[X] ≅ f(A)[c] ⊆K⋆. ◻6

Théorème 2.7 (Tarski – Chevalley) : La théorieACF élimine les quantificateurs.7

Démonstration. On applique la Proposition (1.31) et le Lemme (2.6). ◻8

Corollaire 2.8 : Deux corps algébriquement clos K et L sont élémentairement équivalents si et9

seulement s’ils ont la même caractéristique.10

Démonstration. Deux corps élémentairement équivalents ont la même caractéristique, il suffit11

de vérifier les énoncés de la forme p ≃ 0. Réciproquement, soit K,L ⊧ ACF de même carac-12

téristique. Leurs corps premiers sont isomorphes. On a donc L ⊧ ACFF , où F est le corps13

premier deK. Par élimnation des quantificateurs, cette théorie est complète et donc L ≡F K,14

en particulier L ≡Z K. ◻15

Remarque 2.9 :16

• L’espace S∅(ACF) est le compactifié d’Alexandrov de l’ensemble des nombres premiers17

muni de la topologie discrète. À chaque nombre premier p on associe ACFp, la théorie18

des corps algébriquement clos de caractéristique p. Le point à l’infini estACF0, la théorie19

des corps algébriquement clos de caractéristique nulle.20

• la théorie ACFp est engendrée par ACF ∪ {p ≃ 0}. La théorie ACF0 est engendrée par21

ACF ∪ {p ≄ 0 ∶ p premier}.22

• En particulier, pour tout énoncé φ, C ⊧ φ si et seulement φ ∈ ACF0, si et seulement s’il23

existe P ⊆ P fini tel que φ ∈ ACFp, pour tout p ∉ P , si et seulement s’il existe P ⊆ P fini24

tel que Fa
p ⊧ φ. C’est le principe de Lefschetz.25

On revient à nos notations précédentes. Soit F un corps etK un corps algébriquement clos26

contenant F .27

Théorème 2.10 (Nullstellensatz, Hilbert) : Pour toutR ⊆ F [X], on a IF (VK(R)) =
√
R.28

On rappelle que
√
R ∶= ⋂R⊆p premier p est le plus petit idéal radical contenantR.29

Démonstration. Comme IF (VK(R)) est un idéal radical, on a
√
R ⊆ IF (VK(R)). Soit f ∈30

IF (VK(R)) et R ⊆ p un idéal premier de F [X]. On pose L ∶= F [X]/p. Par élimination des31

quantificateurs dansACF, il existe des morphismes élémentaires h ∶K →K⋆ et g ∶ L→K⋆ de32

F -algèbre.33

Rappelons que F [X] est noethérien, et donc (R) est engendré par des polynômes gi ∈34

F [X], i ⩽ n. Comme f ∈ IF (VK(R)) = IF (VK((R))) = IF (VK({gi ∶ i ⩽ n})), on a35

K ⊧ ∀x ⋀i gi(x) ≃ 0 → f(x) ≃ 0, donc K⋆ ⊧ ∀x ⋀i gi(x) ≃ 0 → f(x) ≃ 0 et, finalement,36

L ⊧ ∀x ⋀i gi(x) → f(x). En particulier, comme gi ∈ (R) ⊆ p, pour tout i ⩽ n, il s’ensuit que37

L ⊧ f(X) ≃ 0 et ainsi f ∈ p. On a donc bien IF (VK(R)) ⊆ ⋂R⊆p premier p =
√
R. ◻38

Corollaire 2.11 (Nullstellensatz faible, Hilbert) : Pour tout R ⊆ F [X], si VK(R) = ∅ alors39

1 ∈ (R).40
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Démonstration. Si VK(R) = ∅, par le nullstellensatz, on a
√
R = IF (VK(R)) = (1). D’où1

1 ∈
√
R et il existe donc n ∈ Z>0 tel que 1 = 1n ∈ (R). ◻2

Corollaire 2.12 : L’espaceKX muni de la topologie de Zariski est quasi-compact.3

Comme on le verra plus tard, La compacité de la topologie de Zariski peut aussi être vue4

comme une conséquence de la compacité de la topologie de Stone sur l’espace des types dans5

ACF.6

Démonstration. SoitVK(Ri)une famille deF -fermésdeZariski telle queVK(⋃iRi) = ⋂i VK(Ri) =7

∅. Par leNullstelensatz failble, 1 ∈ (⋃iRi). Il existe donc I0 ⊆ I fini et fi ∈ (Ri) pour tout i ∈ I08

tel que 1 = ∑i fi. On a alors que⋂i∈I0 VK(Ri) = VK(⋃i∈I0 Ri) = ∅. ◻9

La topologie de Zariski n’est, en général, pas séparée.10

Corollaire 2.13 : Les idéaux maximaux de K[X1, . . . ,Xn] sont exactement ceux de la forme11

(X1 − x1, . . . ,Xn − xn) avec xi ∈K .12

Démonstration. Soitm ⊆K[X1, . . . ,Xn]un idéalmaximal.Comme1 ∉ m, par le nullstellensatz13

faible, il existe x ∈ VK(m). On a donc m ⊆ IK(VK(m)) ⊆ IK(x) ⊇ (X1 − x1, . . . ,Xn − xn).14

Mais ce dernier idéal est le noyau dumorphisme surjectifK[X]→K qui envoieXi sur xi, c’est15

donc un idéal maximal. Il s’ensuit quem = IK(x) = (X1 − x1, . . . ,Xn − xn). ◻16

2.3 Les fermés intègres17

Définition 2.14 (Intégrité) : SoitV ⊆KX unF -fermé de Zariski. On dit queV est ditF -intègre18

si ce n’est pas l’union de deux F -fermés propres de Zariski.19

La proposition suivante est une conséquence facile de la noethérianité :20

Proposition 2.15 : Soit V un F -fermé de Zariski de KX . Alors il existe Vi ⊆ V , i ⩽ n, des F -21

fermésF -intègres deZariski tels queV = ⋃i Vi.De plus, on peut supposer que pour tout i, j,Vi ⊆ Vj22

implique i = j. On a alors unicité des Vi à permutation près.23

Démonstration. On construit par induction un arbre de F -fermés de ZariskiWε ⊆ V , ε ∈ 2(ω)24

tels que, pour tout ε Wε = Wε0 ∪ Wε1 et si Wε n’est pas F -intègre, Wεi ⊂ Wε. Comme la25

topologie deZariski est noethérienne, pour tout ε ∈ 2ω, la suite décroissanteV ε∣i est stationnaire26

égale à un certain F -fermé de Zariski, que l’on nomme Vε. Par construction, Vε est F -intègre.27

Par le lemme de Koenig, {Vε ∶ ε ∈ 2ω} est fini et on a bien V = ⋃ε Vε.28

On a donc montré qu’il existe Vi ⊆ V , i ⩽ n, des F -fermés F -intègres de Zariski tels que29

V = ⋃i Vi. Si on choisit n minimal, on a bien Vi ⊆ Vj implique i = j. Soit alorsW ⊆ V un30

F -fermé F -intègre de Zariski. Il est alors couvert par les fermésW ∩ Vi. Il existe donc i tel que31

W =W ∩ Vi et doncW ⊆ Vi. Soit alors V = ⋃jWj un autre recouvrement fini de V par des F -32

fermésF -intègres de Zariski. Pour tout i, on trouve alors un j tel que Vi ⊆Wj et, donc, un i′ tel33

que Vi ⊆Wj ⊆ Vi′ . Par minimalité, i = i′ et doncWj = Vi. Ceci prouve l’unicité à permutation34

près. ◻35

Lemme 2.16 : Soit V ⊆ KX un F -fermé de Zariski. L’ensemble V est F -intègre si et seulement36

si IF (V ) ⊆ F [X] est premier.37
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Démonstration. Supposons que V est F -intègre. Et soient fi ∈ F [X] tels que f1f2 ∈ p ∶=1

IF (V ). On a VK(p, fi) ⊆ VK(p) = V . De plus, pour tout x ∈ V , on a f1f2(x) = 0 et donc2

il existe i tel que fi(x) = 0, c’est-à dire x ∈ VK(p, fi). Puisque V est F -intègre, il existe i tel que3

V ⊆ VK(p, fi) et donc tel que fi ∈ IF (VK(p, fi)) ⊆ IF (V ) = p.4

Réciproquement, supposons que p est premier. Soit VK(Ri) ⊂ V deux fermés. Comme5

p ⊂ (Ri), soit fi ∈ Ri ∖ p. Comme f1f2(x) = 0 pour tout x ∈ V , on a f1f2 ∈ p et donc il existe i6

tel que fi ∈ p, une contradiction. ◻7

Remarque 2.17 :8

• On définit Spec(F [X]) ∶= {p ⊂ F [X] ∶ p premier}. On munit Spec(F [X]) de la topo-9

logie de Zariski dont les fermés sont de la forme V(R) ∶= {p ∶ R ⊆ p}, oùR ⊆ F [X]. On10

peut vérifier que cette topologie est noethérienne quasi-compacte.11

• Il existe une bijection continueSX(F ) ∶= SX(Th
qf
F (K)) = SX(ACF

qf
F )→ Spec(F [X])12

qui à tout type complet p ∈ SX(F ) associe I(p) ∶= {P ∈ F [X] ∶ P ≃ 0 ∈ p}. Ce n’est pas13

un homéomorphisme.14

• L’image par cette fonction d’un ouvert-fermé de SX(F ) est une combinaison booléenne15

de fermés de Zariski. On dit que la topologie de Stone est la topologie constructible asso-16

ciée à la topologie de Zariski.17

• On note SZar
X
(F ) l’ensemble SX(F ) muni de la topologie induite par la bijection avec18

Spec(F [X]) muni de la topologie de Zariski. Les fermés de SZar
X
(F ) sont exactement19

ceux de la forme V(R) ∶= [{P ≃ 0 ∶ P ∈ R}].20

Remarque 2.18 : Soit V ⊆KX un F -fermé de Zariski et x ∈ V . On a alors :21

• VK(IF (x)) ⊆ V ;22

• IF (V ) ⊆ IF (x) ;23

• un morphisme surjectif de F -algèbres F [X]/IF (V )→ F [x] = F [X]/IF (x).24

Définition 2.19 : Soit V un F -fermé de Zariski.25

• L’anneau F [V ] ∶= F [X]/IF (V ) est appelé l’anneau de fonctions régulières de V .26

• Si V est F -intègre, F [V ] est intègre et son corps des fractions F (V ) ∶= F [V ](0) est appelé le27

corps de fonctions rationnelles de V .28

Lemme 2.20 : Soit V ⊆Kx un F -fermé de Zariski et x ∈ V . Sont équivalents :29

1. VK(IF (x)) = V , c’est à dire que x est F -dense dans V ;30

2. IF (x) = IF (V ) ;31

3. Le morphisme naturel F [V ]→ F [x] ⊆K est un isomorphisme.32

Démonstration. SupposonsqueVK(IF (x)) = V , on a alorsIF (x) = IF (VK(IF (x))) = IF (V ).33

Réciproquement, si IF (x) = IF (V ), VF (IF (x)) = VF (IF (V )) = Vm ce qui prouve l’équiva-34

lence de 1 et 2. Puisque le noyau dumorphisme surjectifF [V ]→ F [x] ⊆K est IF (V )/IF (x),35

on a aussi équivalence entre le 2 et le 3. ◻36

Définition 2.21 (Point générique) : Un uplet x ∈ KX vérifiant les conditions équivalentes du37

Lemme (2.20) est dit F -générique dans V .38

On suppose maintenant queK est de degré de transcendance infini sur F .39

Lemme 2.22 : Soit V ⊆KX un F -fermé de Zariski. Sont équivalents :40
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1. V est F -intègre ;1

2. Il existe x ∈K F -générique dans V .2

Démonstration. Supposons que V est F -intègre et soit p ∶= IF (V ). C’est un idéal premier. Soit3

L ∶= F [X]/p. Le degré de transcendance de L sur F est borné par ∣X ∣ et donc il existe un4

morphisme injectif de F -algèbres f ∶ L → K. Soit x = f(X) ∈ KX . Pour tout P ∈ F [X], on a5

P (x) = 0 si et seulement si P ∈ p et donc IF (x) = p.6

Réciproquement, soit x ∈ K tel que V = VK(IF (x)) et soient Vi ⊆ V deux F -fermés de7

Zariski qui couvrent V . Comme x ∈ V , il existe i tel que x ∈ Vi. On a donc V = VK(IF (x)) ⊆8

VK(IF (Vi)) = Vi. ◻9

Remarque 2.23 :10

• La fonction IF ∶ KX → SZar
X
(F ) qui a tout x ∈ Kx associe tpKF (x) est une surjection11

continue. De plus la F -topologie de Zariski est la topologie la moins fine telle que cette12

fonction soit continue.13

• Si x et y sont F -génériques dans V alors tpKF (x) = tpKF (y).14

OnfixeF ⩽ E ⩽K un corps intermédiaire.On suppose queK est de degré de transcendance15

infini surE.16

Remarque 2.24 : Soit V ⊆KX unF -fermé de Zariski. Alors V est aussi unE-fermé de Zariski.17

Cependant, même si V est F -intègre, il se peut que V ne soit pasE-intègre.18

Soit L ⊧ ACF contenantK.19

Remarque 2.25 :20

• À tout V ⊆ KX F -fermé de Zariski, on associe VL = VL(IF (V )). On a VL ∩Kx = V ,21

IF (VL) = IF (V ).22

• Réciproquement, à tout V ⊆ LX F -fermé de Zariski, on associe VK = V ∩ KX =23

VK(IF (V )). On a IF (VK) = IF (V ) et (VK)L = V .24

• De même, pour tout V ⊆KX , (VL)K = V25

Lemme 2.26 : Soit V ⊆KX un F -fermé de Zariski. Sont équivalents :26

1. VL est F -intègre ;27

2. V est F -intègre ;28

Démonstration. Ces énoncés sont équivalents au fait que IF (V ) = IF (VL) est premier. ◻29

Lemme 2.27 : Soit V ⊆KX un fermé de Zariski. Sont équivalents :30

1. VL est L-intègre ;31

2. VL estK-intègre ;32

3. V estK-intègre.33

Démonstration.34

1⇒2 Évident.35

2⇒3 cf. Lemme (2.26).36

3⇒1 Soient fi ∈ K[X] un ensemble fini de générateurs de IK(V ). Puisque V estK-intègre,37

IK(V ) est premier et donc pour tout n ∈ Z>0, K ⊧ φn ∶= ∀yz (∀x ⋀ fi(x) = 0 →38

15
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(∑∣I ∣⩽n yIxI)(∑∣I ∣⩽n zIxI) = 0)→ ((∀x ⋀ fi(x) = 0→ ∑∣I ∣⩽n yIxI = 0)∨(∀x ⋀ fi(x) =1

0 → ∑∣I ∣⩽n zIxI = 0)). Comme ACF élimine les quantificateurs, on a aussi L ⊧ φn et2

donc LIK(V ) est premier. Il est donc égal à IL(VL) et VL est -intègre.3

◻4

Remarque 2.28 : On vient de montrer que l’irréductibilité du locus algébrique d’un nombre5

fini borné de polynômes de degré borné peut s’exprimer comme la conjonction d’un nombre6

dénombrable de formule sur les coefficients de ces polynômes — un type partiel en les coeffi-7

cients des polynômes. On verra plus tard qu’elle peut en fait s’exprimer par une unique formule8

en les coefficients des polynômes.9

2.4 Disjonction linéaire10

Soient C un F -algèbreA,B ⩽ C deux sous-F -algèbres.11

Définition 2.29 (Disjonction linéaire) : On dit que A est linéairement disjointe de B sur F si12

tout a ∈ A linéairement indépendant sur F reste linéairement indépendant sur B. On le note13

A ⫝linF B.14

Remarque 2.30 : Par définition, A ⫝linF B si et seulement si A0 ⫝linF B0 pour toutes sous-F -15

algèbres de type finiA0 ⩽ A etB0 ⩽ B.16

On rappelle que la fonction F -bilinéaire A × B → A ⊗F B qui a (a, b) associe a ⊗F b a la17

propriété universelle suivante : pour tout morphisme F -bilinéaire A × B → C, où C est une18

F -algèbre, il existe un uniquemorphisme deF -algèbres g ∶ A⊗F B tel que f(a, b) = g(a⊗F b).19

Ceci définit (à unique isomorphisme près) la paireA⊗F B,⊗F ∶ A ×B → A⊗F B.20

Proposition 2.31 : Sont équivalents :21

1. A ⫝linF B ;22

2. le morphisme naturelA⊗F B → C est injectif.23

Démonstration. Le noyau du morphisme A ⊗F B → K est constitué exactement des éléments24

∑i ai ⊗ bi avec ai ∈ A, linéairement indépendants sur F , et bi ∈ B tels que ∑i aibi = 0. Le25

morphisme A ⊗F B → C est donc injectif si et seulement si, pour tous ai ∈ A, linéairement26

indépendants sur F et bi ∈ B tels que∑i aibi = 0,∑i ai ⊗ bi = 0. Ce qui est équivalent au fait27

que bi = 0 pour tout i puisque (⊕i Fai)⊗F B ≅⊕i(Fai ⊗F B). Ceci conclut la preuve. ◻28

En combinant la Proposition (2.31) avec les propriétés du produit tensoriel, on obtient :29

Lemme 2.32 :30

• A ⫝linF B si et seulement siB ⫝linF A.31

• Si F ⩽ E ⩽ A est un corps,A ⫝linF B si et seulement siE ⫝linF B etA ⫝linE EB.32

• Soit ai une base deA sur F ,A ⫝linF B si et seulement si ai est aussi libre surB.33

• Supposons que C est un corps, alorsA ⫝linF B si et seulement siA ⫝linF B(0).34

Démonstration. Les trois premiers points sont des conséquences de la commutativité des dia-35
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grammes suivants :1

A⊗F B //
OO

��

C A⊗E (E ⊗F B) //
OO

��

A⊗E EB

��

⊕i(Fai ⊗B) oo //
OO

��

⊕Bai

��
B ⊗F A

;;xxxxxxxxx
A⊗F B // C A⊗F B // C

2

Le commutativité du premier diagramme est une conséquence de la commutativité du produit,3

celle dudeuxième suit de son associativité et celle du troisièmede la distributivité. Pour cequi est4

de la dernière équivalence, soit ai ∈ A de éléments linéairement indépendants surF et bi ∈ B(0)5

tels que∑i aibi = 0. Il existe b ∈ B ∖ {0} tel que, pour tout i, bbi ∈ B. On a alors b(∑i aibi) =6

∑i aibbi = 0 et donc, commeA ⫝linF B, bbi = 0 pour tout i, d’où bi = 0. ◻7

Définition 2.33 : Soit F un corps.8

• F est parfait si F = F p ∶= {ap ∶ a ∈ F}, où p est la caractéristique de F si elle est positive et9

1 sinon.10

• La clôture parfaite de F , notée F p−∞ , est la plus petite extension parfaite de F .11

Définition 2.34 : Soit L une F -algèbre intègre. On dit que12

• L est régulière si L ⫝linF F a ;13

• L est séparable si L ⫝F F p
−∞ .14

On rappelle qu’une extension algébrique F ⩽ L est normale si pour tout a ∈ L, le polynôme15

minimal de a sur F se décompose en facteurs linéaires sur L. L’extension F ⩽ L est galoisienne16

si elle est séparable et normale. Toute extension algébrique F ⩽ L contient une sous extension17

séparable maximale Ls. Si F ⩽ L est une extension normale, F ⩽ Ls est une extension galoi-18

sienne. On noteLi = L∩F p
−∞ , on a alorsLs ⫝linF Li etL = LsLi. On note F s la sous extension19

maximale séparable de F a. On a F a = F sF p
−∞ et F s ⫝linF F p

−∞ .20

Lemme 2.35 : SoitL ⩽K une extensionnormale deK etH1,H2 deux sous-F -algèbres isomorphes21

deK . On a alors :22

H1 ⫝linF L si et seulement siH2 ⫝linF L.23

Démonstration. Supposons que H1 ⫝linF L. Par élimination des quantificateurs, l’injection f ∶24

H2 → K induite par l’isomorphisme est K-élémentaire. Soient xi ∈ H2 des éléments linéai-25

rement indépendants sur F . Comme f est un morphisme injectif de f -algèbre, les f(xi) sont26

aussi linéairement indépendants sur F , et donc sur L. Soient ei ∈ L tels que ∑i eixi = 0. On27

note gi ∈ F [X] le polynôme minimal de ei sur F . On a alors K ⊧ φ(x) ∶= ∃e⋀i gi(ei) =28

0 ∧∑i eixi = 0 et doncK ⊧ φ(f(x)). Comme L est normal, toutes les racines des gi sont dans29

L et donc, pour tout i, ei = 0. ◻30

On remarque que le Lemme (2.35) implique que les notions d’extension régulière et d’exten-31

sion séparable ne dépendent pas d’un choix de plongement.32

Proposition 2.36 : SoitL,H ⊆K deux sous-corps contenantF et supposons queL est une extension33

galoisienne de F . On a alors :34

H ⫝linF L si et seulement siH ∩L = F.35

17
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Démonstration. SupposonsqueH ⫝linF L, alors six ∈H∩L, on ax−x⋅1 = 0donc la famille (x,1)1

de points deH n’est pas linéairement indépendant surL, il s’ensuit qu’elle n’est pas linéairement2

indépendante sur F non plus, et donc x ∈ F ⋅ 1 = F . Réciproquement, si H ∩ L = F , pour3

montrer queH ⫝linF L, il suffit demontrer queH ⫝linF L0 pour toute sousF -algèbre de type fini4

L0 ⩽ L. On peut donc supposer que L est une extension finie galoisienne de F , et donc, par le5

théorème de l’élément primitif, que L = F [a]. Soit P ∈ F [X] le polynôme minimal de a sur6

F etQ ∈ H[x] son polynôme minimal surH . Les racines deQ sont toutes dans L, puisque ce7

sont aussi des racines de P . Les coefficients de Q sont donc dans H ∩ L = F . D’où Q = P et8

les puissances de a de degré strictement inférieur à deg(P ) restent libres surH . Il s’ensuit que9

L ⫝linF H et doncH ⫝linF L. ◻10

Corollaire 2.37 : Soit F ⩽ L une extension de corps. Si F est parfait, sont équivalents :11

1. l’extension F ⩽ L est régulière ;12

2. L ∩ F a = F .13

Démonstration. On applique la Proposition (2.36) a l’extension galoisienne F ⩽ F s = F a. ◻14

2.5 Variétés15

Définition 2.38 : Un idéal I ⊆ E[X] est défini sur F si I = E(I ∩ F [X]).16

Proposition 2.39 : Soient x ∈KX et p = IE(x) ⊆ E[X]. Sont équivalents :17

1. p est défini sur F ;18

2. F (x) ⫝linF E.19

Démonstration. Supposons tout d’abord que p est défini sur F . Notons qu’il suffit de montrer20

que F [x] ⫝linF E. Soient fi ∈ F [X] tels que les fi(x) ∈ F [x] sont linéairement indépendants21

sur F et gj ∈ IF (x) qui sont linéairement indépendants sur F . S’il existe ci, dj ∈ F , presque22

partout 0, tels que∑i cifi = ∑j djgj , on a∑i cifi(x) = ∑j djgj(x) = 0 et donc ci = 0, pour tout23

i. Il s’ensuit que∑j djgj = 0 et donc dj = 0, pour tout j. Puisque F [X] ⫝linF E, dansE[X], les24

fi et gj restent indépendants surE.25

Supposons maintenant qu’on a des ci ∈ E presque partout 0 tels que ∑i cifi(x) = 0. On26

a donc ∑i cifi ∈ IE(x) = p = E(p ∩ F [X]). On peut donc trouver un nombre fini de gj ∈27

p∩F [X], linéairement indépendants sur F , et des dj ∈ E, presque partout 0, tels que∑i cifi =28

∑j djgj . Par indépendance linéaire surE, on a alors ci = 0 pour tout i.29

Réciproquement, supposons que F (x) ⫝linF E. Soit f ∈ p. On peut écrire f = ∑i eigi où30

ei ∈ E sont linéairement indépendants sur F et gi ∈ F [X]. On a alors∑i eigi(x) = f(x) = 0.31

Comme E ⫝linF F [x], les ei ∈ E sont linéairement indépendants sur F (x) et donc gi(x) = 0,32

pour tout i, c’est-à dire gi ∈ IF (x) = p∩F [X]. On a donc bien que p = E(p∩F [X]) est défini33

sur F . ◻34

Corollaire 2.40 : Soit V ⊆KX un F -fermé F -intègre de Zariski. Sont équivalents :35

1. V estE-intègre et IE(V ) est défini sur F ;36

2. il existe un point F -générique x de V tel que F (x) ⫝linF E.37

Démonstration. Supposons queV estE-intègre etIE(V ) est défini surF et soirx générique sur38

E. Comme IE(V ) = IE(x) est défini sur F , par la Proposition (2.39), F (x) ⫝linF E. Récipro-39

quement, soit x un point F -générique x de V tel que F (x) ⫝linF E. Par la Proposition (2.39),40
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IE(V ) ⊆ IE(x) = EIF (x) = EIF (V ) ⊆ IE(V ). D’où IE(V ) est premier défini sur F . En1

particulier, V estE-intègre. ◻2

Proposition 2.41 : Soit V ⊆KX un F -fermé F -intègre de Zariski. Sont équivalents :3

1. V estK-intègre et IK(V ) est défini sur F ;4

2. il existe un point F -générique x de V tel que F (x) ⫝linF F a ;5

3. pour tout point F -générique x de V , F (x) ⫝linF F a.6

Démonstration. Puisque V est K-intègre si et seulement si il est F a-intègre, l’équivalence de 17

et 2 est un conséquence, étant donné L ⊧ ACF contenant K et x K-générique dans VL, de8

l’équivalence entre F (x) ⫝linF F a et F (x) ⫝linF K. Supposons, F (x) ⫝linF F a. Soient fi ∈ F [X]9

une famille finie de générateurs de IF (V ) et gj ∈ F [X] de polynômes tels que les gj(x) soient10

linéairement indépendants surF . On aF a ⊧ ∀ej (∀x ⋀i fi(x)→ ∑j ejgj(x) = 0)→ ⋀j ej = 011

et cettemême formule est donc vraie dansK.On adoncF (x) ⫝linF K. L’implication réciproque12

est évidente.13

L’équivalence entre 2 et 3 est une conséquence du Lemme (2.35). ◻14

Définition 2.42 : Une F -variété affine est un fermé de SZar
X
(F ), pour un certainX .15

Remarque 2.43 : SoitV ⊆ SZar
X
(F )uneF -variété affine etE uncorps contenantF .Ondéfinit :16

• VE ∶= {p ∈ SZar
X
(E) ∶ p ∩FF (X) ∈ V } ;17

• IE(V ) ∶= {f ∈ E[X] ∶ pour tout p ∈ VE , f ≃ 0 ∈ p} = ⋂p∈VE I(p) ;18

• V (E) ∶= {x ∈ EX ∶ qftpF (x) ∈ V } = VE(E) = VE(IE(V )) = VE(IF (V )), l’ensemble19

des pointsE-rationels de V ;20

• E[V ] ∶= E[X]/IE(V ) ;21

• si IE(V ) est premier, on noteE(V ) ∶= E[V ](0)22

Définition 2.44 : On dit qu’une F -variété affine V ⊆ SZar
X
(F ) est géométriquement intègre dé-23

finie sur F si pour tout corpsE contenant F ,EIF (V ) ⊆ E[X] est premier.24

Proposition 2.45 : Soit V ⊆ SZar
X
(F ) une F -variété affine. Sont équivalents :25

1. V est géométriquement intègre définie sur F ;26

2. pour toutK ⊧ ACFqf
F , V (K) ⊆K

X estK-intègre et IK(V ) est défini sur F ;27

3. il existeK ⊧ ACFqf
F , V (K) ⊆K

X estK-intègre et IK(V ) est défini sur F ;28

4. F [V ] est une F -algèbre intègre régulière.29

Démonstration. Supposons toutd’abordqueV est géométriquement intègre définie surF .Alors,30

pour toutK ⊧ ACFqf
F , IK(V (K)) = IK(V ) = K

√
IF (V ) =KIF (V ) est premier et défini sur31

F . Par le Lemme (2.16), V (K) est K-intègre. On a donc que 1 implique 2, qui implique tri-32

vialement 3. Si V (K) estF -intègre, CommeF [V ] est isomorphe au dessus de F à laF -algèbre33

engendrée par un élément F -générique de V (K), il découle de la Proposition (2.41) que 3 im-34

plique 4. Enfin, supposons que F [V ] est une F -algèbre intègre régulière. Soit F ⩽ E ⩽ K ⊧35

ACF une tour d’extension. Par la Proposition (2.41), V (K) estK-intègre défini sur F et donc36

IK(V (K)) = KIF (V ) est premier. Il s’ensuit que EIF (V ) = (KIF (V )) ∩ E[X] est aussi37

premier. ◻38
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2 Un peu de géométrie algébrique

Remarque 2.46 : Cette dernière égalité n’est pas entièrement triviale.Mais pour tout I ⊆ E[X],1

on aKI∩E = I . En effet, soit fi ne base de I surE que l’on complète en une base gi deE[X] sur2

E. Alors les gi forment aussi une base deK[X] surK. En écrivant un élément deKI ∩E[X]3

dans cette base, on voit qu’il doit être une combinaisonE-linéaire des fi, c’est-à-dire un élément4

de I .5

On verra plus tard que ce résultat est lié au fait que le E[X]-module K[X] est fidèlement6

plat.7

2.6 Disjonction algébrique8

Définition 2.47 : Soient F ⩽ L,H ⩽K des corps. On dit que L est algébriquement disjoint deH9

sur F , et on écrit L ⫝algF H si pour tout uplet a ∈ L, trdegH(a) = trdegF (a).10

Lemme 2.48 : Soient F ⩽ L,H ⩽K des corps.11

• L ⫝algF H si et seulement siH ⫝algF L.12

• Si L ⫝linF H alors L ⫝algF H .13

Démonstration.14

• SupposonsqueL ⫝algF H et soit c ∈H unuplet. Pour toutupleta ∈ L, on a trdegF (c)(a) =15

trdegF (a).Ona alors trdegF (c)+trdegF (c)(a) = trdegF (ac) = trdegF (a)+trdegF (a)(c)16

et donc trdegF (c) = trdegF (a)(c), i.e. F (c) ⫝
alg
F F (a) et doncH ⫝algF L.17

• Supposons maintenant L ⫝linF H . Soit a ∈ L algébriquement indépendant sur F . La18

famille des monômes en a est alors linéairement indépendante sur F . En effet, si∑I aI =19

0, on a P (a) = 0, où P = ∑I X
I ∈ F [X], et donc P = 0. Elle est donc linéairement20

indépendante surH et donc si P (a) = 0 avec P ∈H[x], on a aussi P = 0.21

◻22

Définition 2.49 (Dimension d’une variété) : Soit V ⊆ SZar
X
(F ) une F -variété F -intègre. La23

dimension de V est dim(V ) ∶= trdeg(F (V )/F ).24

Proposition 2.50 : Soient F ⩽ K des corps, V une F -variété F -intègre et a ∈ V (K). On a alors25

trdegF (a) ⩽ dim(V ). De plus, trdegF (a) = dim(V ) si et seulement si a est F -générique dans26

V .27

Démonstration. Comme a ∈ V (K), on a morphisme surjectif φ ∶ F (V ) → F (a). Il s’ensuit28

que l’image d’une base de transcendance de F (V ) par φ génère F (a) et donc trdegF (a) ⩽29

trdeg(F (V )/F ) = dim(V ).30

Commea estF -générique si et seulement siφ est injectif, il suffit de démontrer que ce dernier31

énoncé est équivalent à trdegF (a) = dim(V ). Si φ est injective, les F -algèbres F (a) et F (V )32

sont isomorphes et ont donc lemêmedegré de transcendance.Réciproquement, si trdegF (a) =33

trdeg(F (V )/F ) ∶= n, soit c une base de transcendance deF (V ) surF . Alorsφ(c) est une base34

de transcendance de F (a) sur F , en particulier φ(c) est algébriquement indépendante sur F .35

Pour tout b = P (c) ∈ F [c], on a φ(b) = P (φ(c)) et donc φ(b) = 0 si et seulement si P = 0 et36

donc b = 0. Soit maintenant b ∈ F (V ) et P son polynôme minimal sur F (c). Si φ(b) = 0, on a37

φ⋆P (0) = φ⋆P (φ(b)) = φ(P (b)) = 0. Le coefficient constant de φ⋆P est donc nul, mais par38
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3 Les corps pseudo algébriquement clos

injectivité de φ restreint à F (c) cela implique que le coefficient constant de P est aussi nul. Par1

irreductibilité, on a P =X et b = 0. Ce qui prouve que φ est injective. ◻2

Proposition 2.51 : SoientF ⩽ E ⩽K des corps,V uneF -variété eta ∈ V (K) tel que trdegE(a) ⩾3

dim(V ). On a alors que a E-générique dans V et de plus dim(V ) = trdegF (a) = trdegE(a) =4

dim(VE).5

Démonstration. On a trdegE(a) ⩽ trdegF (a) ⩽ dim(V ) ⩽ trdegE(a) et donc ils sont égaux.6

De plus si b ∈ V (K) est E-générique, dim(VE) = trdegE(b) ⩽ trdegF (b) = dim(V ) =7

trdegE(a) ⩽ dim(VE) et donc on a bien trdegE(a) = dim(VE). Il s’ensuit que a est E-8

générique dans V . ◻9

Lemme 2.52 : Soient F un corps et K , L deux F -algèbres intègres. Pour toute L-algèbre M ⊧10

ACFL telle que trdeg(M/L) ⩾ trdeg(K/F ), il existe un morphisme de F -algèbres φ ∶ K →M11

tel que φ(K) ⫝algF L.12

Démonstration. Soit c une base de transcendance deK sur F et d ∈ M c algébriquement indé-13

pendant sur L. On considère alors le morphisme de F -algèbres φ ∶ F [c] →M qui envoie c sur14

d. Par le Corollaire (2.5), on peut l’étendre en un morphisme φ ∶ K → M . Par construction,15

φ(c) = d est algébriquement indépendant sur L et donc φ(K) ⫝algF L. ◻16

Corollaire 2.53 : Soient F ⩽ E des corps et V une F -variété E-intègre. On a alors dim(V ) =17

dim(VE).18

Démonstration. Soit E ⩽ K ⊧ ACF un corps de degré de transcendance infini sur E et a un19

pointF -génériquedansV (K).Onpeut supposerF (a) ⫝algF E et donc trdegE(b) = trdegF (b) =20

dim(V ). Par la Proposition (2.51), dim(V ) = trdegF (b) = trdegE(b) = dim(VE). ◻21

Corollaire 2.54 : Soient F ⩽ L,H ⩽ K des corps tels que l’extensionK ⩽ L soit régulière. Alors22

L ⫝algF H si et seulement si L ⫝linF H .23

Démonstration. Il suffit de démontrer queL ⫝algF H implique queL ⫝linF H . Soit a ∈ Lunuplet.24

Comme l’extension F ⩽ F [a] est régulière, V ∶= locF (a) est une F -variété géométriquement25

intègre définie sur F . Comme, de plus F (a) ⫝algF H , trdegH(a) = trdegF (a) = dim(V ) et26

donc a estH-générique dans V , c’est-à-dire idH(a) = idH(V ) = HidF (V ) = HidF (a). Par la27

Proposition (2.39), on a F [a] ⫝linF H . On a donc bien montré que L ⫝linF H . ◻28

Corollaire 2.55 : Soit F ⩽ E une extension régulière et p ⊆ F [X] un idéal premier. Alors Ep ⊆29

E[X] est aussi premier.30

Démonstration. Soient V ∶= VF (p), E ⩽ K et a ∈ V (K) F -générique. On peut supposer que31

F (a) ⫝algF E et donc F (a) ⫝linF E. On a alors idE(V ) = idE(a) = EidF (a) = EidF (V ) = Ep.32

En particulier,Ep est premier. ◻33

3 Les corps pseudo algébriquement clos34

3.1 Définition et premières propriétés35

Définition 3.1 : Soit f ∶ B → D un morphisme injectif de A-algèbres. On dit que f est existen-36

tiellement clos si pour tout φ ∈ Fqf
B (x),Df ⊧ ∃xφ impliqueB ⊧ ∃xφ.37
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3 Les corps pseudo algébriquement clos

Lemme 3.2 : Soit f ∶ B →D un morphisme injectif deA-algèbres. Sont équivalents :1

1. f est existentiellement clos ;2

2. il existe un morphisme injectif deA-algèbres g ∶D → B⋆ tel que g ○ f soit élémentaire ;3

3. Df ⊧ Th∀B(B) ∶= {φ ∈ FB(∅) universelle ∶ B ⊧ φ}.4

Démonstration.5

1⇒ 2 Soit X ∶= (Xd)d∈D et h ∶ B[X] → D le morphisme qui envoie Xd sur d. On considère6

alors la B[X]-théorie T ∶= ThB(B)B[X] ∪ ThB[X](Dh). Soit T0 ⊆ T finie. On a T0 ⊆7

ThB(B)B[X] ∪ {φi(X) ∶ i ⩽ n} où ψi ∈ FB(x) et D ⊧ φi(h(X)), pour tout i. On8

trouve donc b ∈ ⋂iφi(B). Soit g ∶ B[X] → B tel que g(X) = b. On a alorsBg ⊧ T0. Par9

compacité, on trouve uneD[X]-algèbreB⋆ ⊧ T . CommeB⋆ ⊧ ThB[X](Dh), le noyau10

du morphisme structurel l ∶ B[X] → B⋆ est égal au noyau de h ∶ B[X] → D et l se11

factorise donc à travers un morphisme injectif g ∶ D → B⋆. CommeB⋆g○f ⊧ ThB(B), le12

morphisme g ○ f ∶ B → B⋆ est bien élémentaire.13

2⇒ 3 Soitφ ∈ F∀B(x) telle queB ⊧ φ. Puisque g ○f est elementaire,B⋆g○f ⊧ φ et donc, comme14

φ est universelle,D ⊧ φ.15

3⇒ 1 Soit φ ∈ Fqf
B (x). Si B ⊭ ∃xφ, on a alors ∀x¬φ ∈ Th∀B(B) â Df . Il s’ensuit que Df ⊧16

∀x¬φ, d’oùD ⊭ ∃xφ. ◻17

Proposition 3.3 : Soit F un corps. Sont équivalents :18

1. toute F -variété géométriquement intègre définie sur F admet un point F -rationnel ;19

2. F est existentiellement clos dans toute extension régulière F ⩽ L.20

Démonstration.21

1⇒2 Soit F ⩽ L une extension régulière. Soit φ ∈ Fqf
F (x) et a ∈ L tel que L ⊧ φ(a). On peut22

supposer que φ est (à equivalence près) de la forme ⋁i(⋀j Pi,j ≃ 0 ∧⋀lQi,l ≄ 0). Soit i23

tel que L ⊧ ⋀j Pi,j(a) ≃ 0 ∧⋀lQi,l(a) ≄ 0. Quite à remplacer L par L(0) et lesQi,j ≄ 024

par yjQj − 1 ≃ 0 et agrandir a, on peut supposer que φ est de la forme⋀j Pj ≃ 0.25

Comme F (a) ⫝linF F a, la F -variété V ∶= IF (a) ⊆ SZarx (F ) est géométriquement intègre26

définie sur F . Par 1, elle admet un point F -rationnel c ∈ F x. Comme Pj ∈ IF (a), pour27

tout j, on a bien F ⊧ φ(c).28

2⇒1 Soit V une F -variété géométriquement intègre définie sur F . Alors L ∶= F [V ] est une29

F -algèbre régulière. Soit fi ∈ F [X] des générateurs de IF (V ) et x ∶= X + IF (V ) ∈ L.30

On a alors L ⊧ ⋀i fi(x) ≃ 0 et donc, comme F est existentiellement clos dans L, F ⊧31

∃x⋀i fi(x) ≃ 0. Et donc V (F ) ≠ ∅.32

◻33

Définition 3.4 (PAC) : Un corps F est dit pseudo algébriquement clos (PAC) s’il vérifie les condi-34

tions équivalentes de la Proposition (3.3).35

Lemme 3.5 : Soit K un corps PACet V un K-variété géométriquement intègre définie sur K .36

L’ensemble V (K) est alorsK-Zariski dense dans V (Ka).37

Démonstration. TODO ◻38

Exemple 3.6 :39

• Les corps algébriquement clos sont PAC.40
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3 Les corps pseudo algébriquement clos

• On verra que tout sous-corps infini de Fa
p est PAC.1

• On verra aussi que tout corps pseudo fini est PAC.2

Lemme 3.7 : Tout corps a une extension régulière qui est PAC.3

Démonstration. Soit F un corps et (Vi)α<κ une énumération de toutes les F -variétés géométri-4

quement intègres définies surF .Onconstruit par induction (Fα)i<κ tels queF0 = F ,Vα(Fα+1) ≠5

∅ et pour tout α ⩽ β, Fα ⩽ Fβ est régulière. Supposons que pour tout β < α, Fβ est construit.6

Si α est limite, Fα ∶= ⋃β Fβ convient. Sinon α = β + 1 et Fα ∶= Fβ(Vβ) convient.7

OnnoteK1 ∶= Fκ. C’est un extension régulière deK0 ∶= F dans laquelle toutes lesF -variétés8

géométriquement intègres définies surF ontunpoint rationnel. En itérant, on construit (Ki)i<ω9

tel que pour tout i < j Ki ⩽ Kj est régulière et touteKi-variété géométriquement intègre dé-10

finie sur Ki a un point Ki+1-rationnel. Soit alors L ∶= Kω = ⋃iKi. C’est bien une extension11

régulière de F .12

Soit V ⊆ SZarX (L) une L-variété géométriquement intègre définie sur L. Par noethérianité,13

I(V ) est finiment engendré. Il existe donc i tel que I(V ) = L ⋅ (I(V ) ∩Ki[X]). Soit alors14

W ⊆ SZarX (Ki) la Ki-variété d’idéal I(V ) ∩Ki[X]. Elle est géométriquement intègre définie15

surKi etWL = V . Par construction ∅ ≠W (Ki+1) ⊆W (L) = V (L). ◻16

Lemme 3.8 : Tout corps PAC est infini.17

Démonstration. La preuve suit aisément du fait suivant :18

Assertion 3.9 : Soit F un corps, l’extension F ⩽ F (X) est régulière.19

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du fait que F a(X) ≃ F a ⊗F F (X). ◊20

Soit alors F un corps fini et (ai)i<n une énumération de ses éléments. Soit φ ∶= ∃x ⋁i x −21

ai ≄ 0. On a F (X) ⊧ φ et F ⊭ φ. L’extension F ⩽ F (X) bien que régulière n’est donc pas22

existentiellement close et F n’est pas PAC. ◻23

3.2 L’algèbre des polynômes non standards24

On fixe une famille de. corps (Ki)i∈I et U un ultrafiltre sur I . On note K ∶= ∏i→UKi et25

K[X]U ∶=∏i→UKi[X]. On plongeK[X] dansK[X]U en envoyantXj sur∏i→UXj .26

Proposition 3.10 (Bourbaki, Algèbre commutative, Ch. I, §2, no3 et no11) : Soit B une A-27

algèbre. Sont équivalents :28

1. pour tout A-modules M0 et M1, si f ∶ M0 → M1 est injective alors fB ∶= idB ⊗A f ∶29

B ⊗AM → B ⊗AM1 est injective ;30

2. pour tout idéal a ⊆ A, le morphisme naturelB ⊗A a→ B est injectif ;31

3. pour tous fi ∈ A, les solutions dans B de ∑i fiXi = 0 sont combinaisons B-linéaires de32

solutions dans A : pour tous bi ∈ B tels que∑i fibi = 0, il existe ai,j ∈ A et cj ∈ B tels que,33

pour tout j,∑i fiai,j = 0 et, pour tout i, bi = ∑j cjai,j .34

On dit alors queB est uneA-algèbre plate.35

Proposition 3.11 (Bourbaki,Algèbre commutative, Ch. I, §3, no5 et no7) : SoitB uneA-algèbre36

plate de morphisme structurel f ∶ A→ B. Sont équivalents :37

1. pour tout idéal a ⊆ A, f−1(aB) = a ;38
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3 Les corps pseudo algébriquement clos

2. pour tout idéal maximalm ⊆ A, 1 ∉ f(m) ⋅B ;1

3. pour tous fi ∈ A et g ∈ A, si∑i fiXi = g a une solution dansB, il a une solution dansA.2

On dit alors queB est uneA-algèbre fidèlement plate.3

Remarque 3.12 :4

• UneA-algèbreB est plate si et seulement si pour toute suite exacte deA-modulesM0 →5

M1 →M2, la suite naturelleB ⊗AM0 → B ⊗AM1 → B ⊗AM2 est exacte.6

• Une A-algèbre B est fidèlement plate si et seulement si l’exactitude de toute suite de A-7

modulesM0 → M1 → M2 et équivalente à l’exactitude de la suite naturelle B ⊗AM0 →8

B ⊗AM1 → B ⊗AM2.9

Proposition 3.13 : SoitB uneA-algèbre plate. Alors, pour touteA-algèbreC , laC-algèbreB⊗A10

C est plate.11

Démonstration. Soit f ∶ M1 → M2 un morphisme injectif de C-modules. Par transitivité du12

produit tensoriel, fB⊗AC ∶ (B⊗AC)⊗CM1 → (B⊗AC)⊗CM2 = fB ∶ B⊗AM1 → B⊗AM213

qui est bien injectif. ◻14

Théorème 3.14 (vandenDries-Schmidt, 1984) : K[X]U est uneK[X]-algèbrefidèlement plate.15

Démonstration.Montrons tout d’abord que c’est une algèbre plate. On procède par induction16

sur ∣X ∣. Soient (fj)j<n ∈ K[X] et (gj)j<n ∈ K[X]U tels que ∑j fjgj = 0. On veut montrer17

que gj est une combinaisonK[X]-linéaire de solutions de cette equation dansK[X]. Suppo-18

sons tout d’abord que f0 est unitaire en X0 — s’il ne l’est pas, il suffit de faire le changement19

de variable inversible Xi ↦ Xi + X0, pour i > 0, pour qu’il le devienne. On remarque que20

(−fj ,0, . . . ,0, f0,0 . . .) est une solution pour tout j. Soit gi,j = fi,0qi,j + ri,j , avec deg0(ri,j) <21

d ∶= deg0(f0) sa division euclidienne dansKi[X>0][X0]. Pour tout j > 0, soit rj =∏i→U ri,j ∈22

K[X]U.On trouve alors r0 ∈K[X]U tel que les rj soientune solution.Ona alors aussideg0(r0) <23

d. En particulier, on a trouvé des solutions dans K[X>0]U[X0] dont les gj sont combinaison24

K[X]U-linéaire.25

Par induction, K[X>0]U est une K[X>0]-algèbre plate. Il suit de la Proposition (3.13) que26

K[X>0]U[X0] est uneK[X] =K[X>0][X0]-algèbre plate et donc les rj sont des combinaisons27

K[X]U-linéaires de solutions dansK[X].28

Montrons maintenant que c’est une algèbre fidèlement plate. Soit m ⊆ K[X]maximal. En29

particulier, 1 ∉ m et donc par leNullstellensatz, il existe x ∈ VKa(M) ⊆ (Ka)X ⊆ (∏i→UK
a
i )X .30

Pour tout f ∈ m ⋅K[X]U, f(x) = 0 et donc f ≠ 1. ◻31

On noteK(X)U ∶= ∏i→UKi(X). On note que le plongement deK[X] → K[X]U s’étend32

en un plongementK(X)→K(X)U.33

Théorème 3.15 (van den Dries-Schmidt, 1984) : Soit p ⊆K[X] un idéal. Sont équivalents :34

1. p ⊆K[X] est premier ;35

2. p ⋅K[X]U ⊆K[X]U est premier.36

Démonstration.37

1⇒2 On procède par induction sur n ∶= ∣X ∣. Supposons tout d’abord que pour tout j < n, il38

existe fj ∈ p ∩K[Xj] ∖ (0). Pour tout g ∈K[X]U, par division euclidienne itérée par les39

fi,j , on trouve rj ∈ Ki[X] de degré total borné par le produit des dj = deg(fj) tel que40
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gi−ri ∈ (fi,j ∶ j < n). C’est donc uneK-algèbre de type finie engendrée par les puissances1

deX . Il s’ensuit que le morphisme naturelK[X]/p→K[X]U/(p ⋅K[X]U) est surjectif.2

Par platitude fidèle, K[X]U/(p ⋅ K[X]U) est non triviale et donc, comme K[X]/p est3

un corps (c’est une K-algèbre intègre de dimension finie), ce morphisme est injectif. Il4

s’ensuit que p ⋅K[X]U est premier puisque maximal.5

Supposonsmaintenantquep∩K[X0] = (0). Par localisation,p⋅K(X0)[X>0] ⊆K(X0)[X>0]6

est premier.7

Assertion 3.16 : LaK(X)-algèbreK(X)U est régulière.8

Démonstration. TODO ◊9

Par le Corollaire (2.55) et l’Assertion (3.16), p ⋅K(X0)U[X>0] ⊆ K(X0)U[X>0] est pre-10

mier. Par induction, p⋅K(X0)U[X>0]U ⊆K(X0)U[X>0]U est premier et il en est demême11

de son intersection avecK[X]U.12

Assertion 3.17 : (p ⋅ (K(X0)U[X>0]U)) ∩K[X]U = p ⋅K[X]U.13

Démonstration. La preuve est technique et passe par une suite de résultats intermédiaires.14

Assertion 3.18 : Soit I ⩽ K[X] un idéal tel que, pour tout f ∈ K[X0] irréductible, {a ∈15

K[X] ∶ fa ∈ I} = I alors, pour tout f ∈K[X0]U ∖ {0}, {a ∈K[X]U ∶ fa ∈K[X]U ⋅ I} =16

K[X]U ⋅ I .17

On remarque que comme p est premier et p∩K[X0] = (0), l’Assertion (3.18) s’applique.18

Démonstration. TODO △19

Soient g ∈ (p ⋅ (K(X0)U[X>0]U)) ∩ K[X]U, (fj)j<n ∈ K[X] des générateurs de p.20

Comme K(X0)U = (K[X0]U)(0), il existe hj , l ∈ K[X]U tels que g = ∑j hjl−1fj et21

donc lg ∈ p ⋅K[X]U. Par l’Assertion (3.18), g ∈ p ⋅K[X]U. ◊22

On a donc bien que p ⋅K[X]U = (p ⋅ (K(X0)U[X>0]U)) ∩K[X]U est premier. Ce qui23

conclut la preuve de 1⇒2.24

2⇒1 C’est une conséquence immédiate de la platitude fidèle : p = (p ⋅ K[X]U) ∩ K[X] est25

premier. ◻26

Corollaire 3.19 (Hermann, 1926 – Seidenberg, 1974) : Soient n, d ∈ Z⩾0. Il existeD ∈ Z⩾0 tel27

que pour toutm ∈ Z⩾0, tout corpsK et tout idéal I ⊆K[X], avec ∣X ∣ = n, généré par des polynômes28

(fi)i<m de degré total au plus d, on ait :29

(1) pour tout h ∈K[X]⩽d, h ∈ I si et seulement s’il existe gi ∈K[X]⩽D, h = ∑ gifi ;30

(2) I est premier si et seulement si 1 ∉ Ipour tout g, h ∈ K[X]⩽D, gh ∈ I implique g ∈ I ou31

h ∈ I .32

Démonstration.33

(1) Si un telD n’existe pas, alors pour toutD ∈ Z⩾0, il existe un corpsKD et h, (fD,i)i<m ∈34

KD[X]⩽d tels que h ∈ ID ∶= KD[X](fD,i ∶ i <m)mais pour tout (gi)i<m ∈ KD[X]⩽D,35

h ≠ ∑i gifD,i. Soit U un ultrafiltre sur Z⩾0. On définitK =∏D→UKD, fi =∏D→U fD,i ∈36

K[X] et h ∶= ∏D→U hD ∈ K[X]. Par Łoś, il existe gi ∈ K[X]U tels que h = ∑i gifi. Par37

le Théorème (3.14), on peut supposer gi ∈K[X]. Par Łoś, pour toutD ∈ U , oùU ∈ U, il38

existe (gD,i)i<m ∈ KD[X]⩽E , où E ⩾ maxi deg(gi), tels que hD = ∑i gD,ifD,i. Notons39
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3 Les corps pseudo algébriquement clos

que U⩾E ∶= {D ∈ U ∶ D ⩾ E} ∈ U. En particulier, U⩾E ≠ ∅ et soitD ∈ U⩾E . On a alors1

hD = ∑i gD,ifD,i avec gD,i ∈ KD[X]⩽E ⊆ KD[X]⩽D, ce qui contredit notre hypothèse2

sur hD.3

(2) Si un tel D n’existe pas, alors pour tout D ∈ Z⩾0, il existe un corps KD et (fD,i)i<m ∈4

KD[X]⩽d tels que 1 ∉ ID ∶= KD[X](fD,i ∶ i < m) et pour tous g, h ∈ KD[X]⩽D si5

gh ∈ ID alors g ∈ ID ou h ∈ ID ; ainsi que gD, hD ∈ KD[X] tels que gD ∉ ID, fD ∉ ID et6

gDhD ∈ ID. Soit U un ultrafiltre sur Z⩾0. On définitK = ∏D→UKD, fi = ∏D→U fD,i ∈7

K[X], I ∶=K[X](fi ∶ i <m), g ∶=∏D→U gD ∈K[X]U et h ∶=∏D→U hD ∈K[X]U.8

Assertion 3.20 : I ⊆K[X] est premier.9

Démonstration. Par Łoś, 1 ∉ I . De plus, si ab ∈ K[X] sont tels que ab ∈ I , c’est à dire10

ab = ∑i cifi où ci ∈ K[X]. Alors par Łoś encore, pour tout D ∈ U , où U ∈ U, aDbD =11

∑i cD,ifD,i ∈ ID où aD, bD ∈KD[X]⩽E et deg(a),deg(b) ⩽ E. Par hypothèse, pour tout12

D ∈ U⩾E ∈ U, on a alors aD ∈ ID ou bD ∈ ID. Par Łoś toujours, on a a ∈ IK[X]U ou13

b ∈ IK[X]U. Comme IK[X]U ∩K[X] = I , on a donc bien a ∈ I ou b ∈ I . ◊14

Cependant, par Łoś, on a g ∉ IK[X]U, h ∉ IK[X]U et gh ∈ IK[X]U et donc IK[X]U15

n’est pas premier. Ceci contredit le Théorème (3.15). ◻16

Corollaire 3.21 : Soient n,m,d ∈ Z⩾0. Il existe une formule θn,m,d ∈ FZ(x1, . . . , xm) telle que17

pour tout corps F et tout ai ∈ F , F ⊧ θn,m,d(a1, . . . , am) si et seulement si F [X](fa1 , . . . , fam)18

est premier, où fai = ∑∣I ∣⩽d aI,iXI , où ∣X ∣ = n.19

Démonstration. SoitD la constante associée par le Corollaire (3.19) à n ,m et d, etE celle asso-20

ciée à n ,m etD2. On a alors que I ∶= F [X](fai ∶ i ⩽ m) est premier si et seulement si 1 ∉ I et21

pour tout g, h ∈ F [X]⩽D, gh ∈ I implique g ∈ I ou h ∈ I . Par le (1) du Corollaire (3.19), gh ∈ I22

si et seulement s’il existe (ci)i⩽m ∈ F [X]⩽E tels que gh = ∑i cifi. On peut donc écrire θn,m,d23

en quantifiant sur les coefficients et en remplaçant les égalités de polynômes par des égalités sur24

leurs coefficients. ◻25

Corollaire 3.22 : Soient n,m,d ∈ Z⩾0. Il existe une formule ψn,m,d ∈ Fqf
Z (x1, . . . , xm) telle que26

pour tout corps F et tout ai ∈ F , F ⊧ ψn,m,d(a1, . . . , am) si et seulement si V (fa1 , . . . , fa2) ∶=27

⋂i[fai ≃ 0] ⊆ SZarX (F ) est géométriquement intègre définie sur F .28

Démonstration. Soit ψn,m,d ∈ Fqf
Z (x1, . . . , xm) équivalente à θn,m,d dansACF. On a alors F ⊧29

ψn,m,d(a1, . . . , am) si et seulement siF a ⊧ ψn,m,d(a1, . . . , am) si et seulement siF a ⊧ θn,m,d(a1, . . . , am)30

si et seulement si F a[X](fai ∶ i ⩽ m) est premier si et seulement si V (fa1 , . . . , fa2) est géomé-31

triquement intègre définie sur F — cf. Proposition (2.45). ◻32

Corollaire 3.23 : Les corps PAC forment une classe élémentaire.33

Démonstration. Un corps estPAC si et seulement s’il vérifie∀x∃y x ≄ 0∨xy−1 ≃ 0 etχn,m,d ∶=34

∀xθn,m,d(x)→ ∃y ⋀i∑∣I ∣⩽d xI,iyI ≃ 0, pour tout n,m,d ∈ Z⩾0. ◻35

3.3 les corps pseudo finis36

Lemme 3.24 : Les corps pseudo finis sont parfaits.37
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3 Les corps pseudo algébriquement clos

Démonstration. Les corps finis sont parfaits. On a donc p ≃ 0→ ∀x∃y yp−x ≃ 0 ∈ Tf , la théorie1

des corps finis qui est contenue dans Tpsf celle des corps pseudo finis. ◻2

Définition 3.25 (Interprétation) :3

• SoitB uneA-algèbre etD une C-algèbre. Une interprétation (avec paramètres) deB dans4

D est la donnée :5

– d’une formule δ ∈ FC(xy) ;6

– d’un uplet b ∈Dy ;7

– d’une fonction surjective f ∶ δ(D, b)→ B ;8

– pour tout φ ∈ FA(z), d’une formule θφ ∈ FC(v, y) ;9

tels que pour tout φ ∈ FA(z), f−1(φ(B)) = θφ(D, b).10

• Soit D une classe de C-algèbres et, et pour tout D ∈ D, BD une classe de A-algèbres. Une11

interprétation uniforme de la famille B ∶= (BD)D∈D et la donnée :12

– d’une formule δ ∈ FC(xy) ;13

– pour tout φ ∈ FA(z), d’une formule θφ ∈ FC(v, y) ;14

– d’une formule χ ∈ FC(y) ;15

telles que pour tout D ∈ D et tout B ∈ BD, il existe bB ∈ χ(D) et une fonction fB ∶16

δ(D, bB) → B tels que (δ, bB, fB, θφ) soit une interprétation deB dansD et de plus, pour17

tout b ∈ χ(D), il existe B ∈ BD et fB ∶ δ(D, bB) → B tels que (δ, bB, fB, θφ) soit une18

interprétation deB dansD.19

Remarque 3.26 : Pour trouver une interpretation (uniforme), il suffit de trouver, pour tout20

a ∈ Aθa(v) associée à z−a ≃ 0, θ+(v1, v2, v3) associée à z1+z2−z3 ≃ 0 et θ×(v1, v2, v3) associée21

à z1 ⋅ z2 − z3 ≃ 0.22

Proposition 3.27 : Pour tout d ∈ Z⩾0 les extensions monogènes de degré d d’un corps sont unifor-23

mément interprétables.24

Démonstration. Soitχd(y) ∶= ∀r∀sXd+∑i<d yiXi ≄ (∑i<d riXi)(∑i<d siXi). Pour tout corps25

F et toute extensionF [a] de de degré d, soit b ∈ F d tel quePb =Xd+∑i<d biXi est le polynôme26

minimal de a sur F . Sot δd(x, y) = ⊺ où ∣x∣ = d et f ∶ F d → F [a] la fonction ci ↦ ∑i<d ciai27

qui est bien surjective. On a alors θn,dn(x, y) ∶= x0 ≃ n ∧⋀i>0 xi ≃ 0, θ+,d(x1, x2,−x3) qui est28

l’addition coordonnées par coordonnées et θ×,d(x1, x2, x3)qui exprimequ’il existeQ ∈ F [X]<d29

(∑i xi,1Xi)(∑i xi,2Xi) = QPb +∑i xi,3Xi. On remarque enfin que le corps de rupture d’un30

polynôme irréductible de degré d étant toujours une extensionmonogène de degré d, on a bien31

une interprétation uniforme. ◻32

Remarque 3.28 :33

• Pour tout d ∈ Z⩾0 les extensions séparables de degré d d’un corps sont uniformément34

interprétables.35

• Pour tout d ∈ Z⩾0 les extensions de degré d d’un corps sont uniformément interprétables.36

Corollaire 3.29 : Soit F un corps pseudo fini. Pour tout d ∈ Z>0, F a exactement une extension de37

degré d (dans une clôture algébrique donnée).38

Démonstration. Soit ξd ∶= ∃y χd(y) ∧ ∀xχ(x) → θ∃t1⋯∃td ⋀j t
d
j+∑i<d zit

i
j≃0∧⋀j1≠j2 tj1≄tj2 ,d

(x̂, y)39

où x̂i est le uple (xi,0, . . . ,0). On a F ⊧ ξd si et seulement si F une extension monogène de40

degré d qui et le corps de décomposition de tous les polynômes irréductibles de degré d ; c’est41
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3 Les corps pseudo algébriquement clos

à dire que F a une unique extension de degré d. Comme c’est le cas de tous les corps finis, on1

ξd ∈ Tf ⊆ Tpsf . ◻2

Théorème 3.30 (Lang-Weil, 1954) : Pour tout n,m, e ∈ Z⩾0, il existe C ∈ Z⩾0 tel que pour3

tout corps fini F de cardinal q et f1 . . . , fm ∈ F [X1, . . . ,Xn] de degré total au plus e, si V =4

V (f1, . . . , fm) est géométriquement intègre définie sur F de dimension d, alors :5

∣∣V (F )∣ − qd∣ < Cqd−1/2.6

Corollaire 3.31 : Pour tout n,m, e ∈ Z⩾0, il existe Q ∈ Z⩾0 tel que pour tout corps fini F de7

cardinal q ⩾ Q et f1 . . . , fm ∈ F [X1, . . . ,Xm] de degré total au plus e, si V = V (f1, . . . , fm) est8

géométriquement intègre définie sur F , V (F ) ≠ ∅.9

Démonstration. Si V (F ) = ∅, alors, par le Théorème (3.30), qd < Cqd−1/2 et donc q < C2 Il10

suffit donc de choisirQ = C2. ◻11

Corollaire 3.32 : Les sous corps infinis de Fa
p sont PAC.12

Démonstration. Soit F ⩽ Fa
p un sous corps infini. On a alors F ∶= ⋃i∈I Fpi où I ⊆ Z>0 est infini.13

On peut supposer que pour tout i, j ∈ I , ij ∈ I . Soit V uneF -variété géométriquement intègre14

définie sur F . Comme IF (V ) est finiment engendré, il existe i ∈ I tel que V soit définie sur Fi.15

Par le Corollaire (3.31), V (F ) ⊇ V (Fi) ≠ ∅. ◻16

Corollaire 3.33 : Les corps pseudo finis sont PAC.17

Démonstration. Pour tout n,m, e ∈ Z⩾0, la formule ∃x1⋯∃xQ ⋀i≠j xi ≄ xj → χn,m,e est dans18

Tf par le Corollaire (3.31). Comme ∃x1⋯∃xQ ⋀i≠j xi ≄ xj ∈ Tpsf par définition, il s’ensuit que19

Tpsf ⊧ χn,m,e, et donc Tpsf ⊧ PAC. ◻20

Soit PSF la théorie des corps PAC parfaits avec exactement une extension de degré d pour21

tout d ∈ Z>0. Nous avons donc prouvé :22

Proposition 3.34 : Les corps pseudo-finis sont des modèles de PSF.23

Démonstration. C’est le contenu du Lemme (3.24) et des Corollaires (3.29) et (3.33). ◻24

3.4 Théorie de Galois25

Soit F ⩽ K une extension de Galois (potentiellement infinie). On définit G(K/F ) ∶= {σ ∈26

Aut(K) ∶ σ∣F = idF }. On note G(F ) ∶= G(F s/F ) le groupe de galois absolu de F .27

Proposition 3.35 : Soit F ⩽ K et E ⩽ L des extensions galoisiennes et f ∶ K → L un morphisme28

tel que f(F ) ⩽ E. Il existe un uniquemorphisme de groupe f⋆ ∶ G(L/E)→ G(K/F ) tel que pour29

tout σ ∈ G(L/E), le diagramme suivant commute :30

K
f⋆(σ) //

f
��

K

f
��

L σ
// L

31
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De plus, siD ⩽M est une extension galoisienne et g ∶ L→M est un morphisme tel que g(E) ⩽1

D, alors (g ○ f)⋆ = f⋆ ○ g⋆.2

Démonstration. L’existence de f⋆(σ) suit du fait suivant :3

Assertion 3.36 : σ(f(K)) ⩽ f(K).4

Démonstration. L’extension f(F ) ⩽ f(K) est normale et donc, pour tout x ∈ f(K), σ(x), qui5

est une autre racine du polynôme minimal de x sur f(F ) est aussi dans f(K). ◊6

On définit alors f⋆(σ) ∶= f−1 ○σ ○f qui est bien unmorphisme (injectif)K →K qui fixeF .7

Il est surjectif sur les extensions finies intermédiaires et donc c’est un élément de G(K/F ). On8

vérifie facilement que f⋆ est un morphisme de groupe (c’est essentiellement la conjugaison) et9

que, par unicité, il commute à la composition. ◻10

Remarque 3.37 : Uncas particulier de cette construction est lemorphisme de restriction. Étant11

donné des extensions F ⩽ E,K ⩽ L avec F ⩽ K et E ⩽ L galoisiennes, on a un morphisme12

res ∶ G(L/E)→ G(K/F ) qui a σ ∈ G(L/E) associe σ∣K .13

Proposition 3.38 : Les groupes G(L/K) avec F ⩽ L ⩽K et F ⩽ L galoisienne finie forment une14

famille projective filtrante où, pour tout F ⩽ L1 ⩽ L2 ⩽ K , G(L2/F ) → G(L1/F ) est donné par15

la restriction. De plus, on a un isomorphisme G(K/F ) ≅ lim←ÐL G(L/F ), induit par la restriction.16

Démonstration. Le fait que la famille est filtrante est une conséquence du fait que si, pour i =17

1,2, F ⩽ L1 ⩽ K est galoisienne finie, alors F ⩽ L1L2 est aussi galoisienne finie. Le fait qu’elle18

est séparable est une conséquence du fait queF ⩽K l’est. Pour ce qui est de la normalité, comme19

Li est normale, pour tout σ ∈ G(F ), on a σ(Li) = Li et donc σ(L1L2) = L1L2. Si a, c sont20

deux racines d’ un polynôme irréductible surF avec a ∈ L1L2, alors le morphisme deF -algèbre21

F [a] → F [b] qui envoie a sur b s’étend en un élément de G(F ), par exemple par le Corol-22

laire (2.5). On a donc bien b ∈ L1L2 qui est normale.23

Le fait que le morphisme G(K/F ) → lim←ÐL G(L/F ) induit par la restriction est un isomor-24

phisme suit aisément du fait queK est couvert par ses sous extensions normales finies de F : le25

corps de décomposition du polynôme minimal de tout x ∈ K est une extension normale finie26

qui contientK. Tout système compatibles d’éléments de G(L/F ) se recolle donc en un unique27

élément de G(K/L). ◻28

SoitG = lim←ÐiGi où lesGi sont finis. On munit chaqueGi de la topologie discrète etG de la29

topologie induite par la topologie produit sur∏iGi. Cette topologie est nommée la topologie30

profinie.31

Définition 3.39 : Un groupe topologique est dit profini s’il est (homéomorphe à) la limite d’une32

famille projective filtrante de groupes finis.33

Proposition 3.40 : Les groupes profinis sont des groupes topologiques compacts totalement discon-34

tinus.35

Démonstration. Supposons que G est homéomorphe à lim←ÐiGi. On note fj,i ∶ Gj → Gi les36

fonctions de transition pour tout i < j et fi ∶ lim←ÐiGi → Gi. Le produit∏iGi est compact par37

Tychonov. On rappelle que lim←ÐiGi = {(xi)i ∶ ∀i < j fj,i(xj) = xi} = ⋂i<j(πj ×πi)
−1(Γfj,i) où38
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Γfj,i ⩽ Gj ×Gi est le graphe de fj,i. On a donc que lim←ÐiGi est un fermé de∏iGi qui est donc1

bien compact.2

Soit Ui ∶= f−1i (0) ⊆ lim←ÐiGi. C’est un voisinage ouvert-fermé de 0 et comme ⋂iUi = {0}, 03

a un système de voisinages ouverts-fermés. Leurs translatés forment une base d’ouverts-fermés4

de la topologie qui est donc bien totalement discontinue. ◻5

Remarque 3.41 :6

• Un groupe fini est profini et la topologie profinie sur un groupe fini est exactement la7

topologie discrète.8

• Les groupes profinis sont exactement les groupes topologiques compacts totalement dis-9

continus.10

• Dans un groupe profini, les sous-groupes normaux ouverts-fermés (et donc d’indice fini)11

forment une base de voisinages de l’identité.12

Pour toute extension galoisienneF ⩽K, onmunit G(K/F ) ≅ lim←ÐL G(L/K) de la topologie13

profinie. Une base de voisinages ouverts-fermés de l’identité est donnée par les sous-groupes14

G(K/L) où F ⩽ L ⩽K et F ⩽ L est une extension galoisienne finie.15

Lemme 3.42 : Soit F ⩽ K et E ⩽ L des extensions galoisiennes et f ∶ K → L un morphisme tel16

que φ(F ) ⩽ E. Le morphisme f⋆ ∶ G(L/E)→ G(K/F ) est continu.17

Démonstration. Soit F ⩽ D ⩽ K avec F ⩽ D galoisienne finie. Pour tout σ ∈ G(L/E), f⋆(σ) ∈18

G(K/D) si et seulement siσ ∈ G(L/Eφ(D))qui est ouvert. En effet, pour toutd ∈D,φ−1(σ(φ(d))) =19

d si et seulement si σ(φ(d)) = φ(d). ◻20

Théorème 3.43 (Galois, 1830 – Krull, 1928) : Soit F ⩽ K une extension galoisienne. On a une21

bijection qui inverse les inclusions :22

{L ∶ F ⩽ L ⩽K} ≅ {H ⩽ G ∶H fermé}
L ↦ G(K/L)

KH ∶= {x ∈K ∶ ∀σ ∈H σ(x) = x} ← [ H
23

De plus F ⩽ L ⩽ K est galoisienne si et seulement si G(K/L) ⩽ G(K/F ) est normale. On a24

alors une suite exacte courte naturelle : 1→ G(K/L)→ G(K/F )→ G(L/F )→ 1.25

Proposition 3.44 : Soient F ⩽K ,E ⩽ L etD ⩽M des extensions galoisiennes telles que F ⩽ E ∩26

D,K ⩽ L∩M etL ⫝linK M .Onaalors unhoméomorphismeφ ∶ G(LM/ED)→ G(L/E)×G(K/F )27

G(M/D).28

On rappelle que siB et C sont desA-algèbres, alorsB ⊗A C est leur somme amalgamée.29

Démonstration. Comme la restriction est fonctorielle, on a un morphisme φ ∶ G(LM/ED) →30

G(L/E) ×G(K/F ) G(M/D) = {(σ, τ) ∶ σ∣K = τ ∣K} ⩽ G(L/E) × G(M/D) tel que φ(σ) =31

(σ∣L, σ∣M). Ce morphisme est évidemment injectif. Comme L ⫝linK M , on a LM ≅ L ⊗K M32

et donc pour toute paire (σ, τ) ∈ G(L/E) ×G(K/F ) G(M/D), σ ⊗K τ est un automorphisme33

deL⊗KM dont l’action sur L est donnée par σ et celle surM par τ . Le morphisme φ est donc34

surjectif.35

Soit E ⩽ E0 ⩽ L et D ⩽ D0 ⩽ M tels que E ⩽ E0 et D ⩽ D0 soient galoisiennes fi-36

nies et σ ∈ G(LM/ED). On a alors σ∣L ∈ G(L/E0) et σ∣M ∈ G(M/D0) si et seulement si37
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3 Les corps pseudo algébriquement clos

σ ∈ G(LM/E0D0) et φ est continue. Comme G(L/E) × G(M/D) est compact, c’est un ho-1

méomorphisme sur son image. ◻2

Proposition 3.45 : SoientF ⩽K etE ⩽ Ldes extensions galoisiennes et f ∶K → Lunmorphisme3

tel que φ(F ) ⩽ E. On a :4

1. f⋆ ∶ G(L/E)→ G(K/F ) est surjectif si et seulement siE ∩ f(K) = f(F ) ;5

2. f⋆ ∶ G(L/E)→ G(K/F ) est injectif si et seulement si L = Ef(K).6

Démonstration.7

1. Supposons tout d’abord que f⋆ est surjectif. et soit x ∈K tel que f(x) ∈ E. Pour tout σ ∈8

G(K/F ), il existe τ ∈ G(L/E) tel que f⋆(τ) = σ. Il s’en suit que σ(x) = f−1(τ(f(x))) =9

x et donc x ∈ KG(K/F ) = F . On a donc E ∩ f(K) ⩽ f(F ). L’inclusion réciproque est10

évidente.11

On suppose maintenant que E ∩ f(K) = f(F ). Comme f(F ) ⩽ f(K) est galoisienne,12

par la Proposition (2.36),E ⫝linf(F ) f(K). CommeEf(K) ≅ E⊗F K, tout σ ∈ G(K/F )13

induit un (unique) automorphisme τ ∈ G(Ef(K)/Ef(F )) qui s’étend à Ea et donc à14

E ⩽ L ⩽ Ea qui est normale.15

2. Supposons tout d’abord que f⋆ est injectif. Pour tout σ ∈ G(L/Ef(K)), on a f⋆(σ) =16

idK et donc σ = idL. Il s’ensuit que Ef(K) = L. Réciproquement, si L = Ef(K), pour17

tout σ ∈ G(L/E) tel que f⋆(σ) = idK et tout x = ∑i eif(ki) où ei ∈ E et ki ∈ K, on a18

σ(x) = ∑i σ(ei)σ(f(ki)) = ∑i eif(ki) = x et donc σ = idL. ◻19

3.5 Presque elimination des quantificateurs20

Théorème 3.46 (Lemme de plongement, Jarden-Kiehne, 1975) : Soient F ⩽ K et E ⩽ L des21

extensions de corps parfaits telles que L est PAC. Soit, de plus φ ∶ F a → Ea un isomorphisme22

tel que φ(F ) = E et Ψ ∶ G(L) → G(K) un morphisme continu tel que le diagramme suivant23

commute :24

G(L) Ψ //

res

��

G(K)

res

��
G(E)

φ⋆
/ / G(F ).

25

Il existe alors une extension élémentaire L ≼ M et un morphisme ψ ∶ Ka → Ma qui étend φ tel26

que le diagramme suivant commute :27

G(M)

res

��

ψ⋆

$$H
HH

HH
HH

HH

G(L) Ψ // G(K)

28

Démonstration. Par le Lemme (2.52), il existeΩ ⊧ ACF contenantL et ξ ∶Ka → Ω qui étendφ29

et tel que ξ(Ka) ⫝algEa L
a. SoitN = ξ(K).Ona alorsNa ⫝linEa La. Il s’ensuit queG(NaLa/NL) ≅30

G(N) ×G(E) G(L) et on a donc un morphisme injectif continuΥ ∶= Ξ ×G(E) idG(L) ∶ G(L) →31

G(NaLa/NL) où Ξ ∶= (ξ⋆)−1 ○ Ψ. Le sous-groupe Υ(G(L)) ⩽ G(NaLa/NL) est fermé et32
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3 Les corps pseudo algébriquement clos

soitD ∶= (NaLa)Υ(G(L)). Par la correspondance de Galois, G(NaLa/D) = Υ(G(L)). DoncΥ1

induit un homéomorphisme entre G(L) et G(NaLa/D). Par construction, le diagrame suivant2

commute :3

G(L) Υ //

id //

G(LaNa/D) res //

res

,,XXXXX
XXXXXX

XXXXXX
XXXXXX

XXXXXX
XX G(LaNa/LN) res //

res

))RR
RRR

RRR
RRR

RRR
R

G(L) ×G(E) G(N)

πL
��

G(L)

4

et donc res ○Υ = idG(L). CommeΥ est surjective sur G(LaNa/D), res ∶ G(NaLa/D)→ G(L)5

est aussi l’inverse à droite deΥ. En particulier, res ∶ G(D)→ G(LaNa/D)→ G(L) est surjectif,6

et donc, comme L est parfait, L ⩽ D est régulière. Comme L est PAC, il est existentiellement7

clos dansD et donc par le Lemme (3.2), il existe uneL-algèbre élémentaireM et unmorphisme8

de L-algèbres θ ∶ D →M . CommeD ⫝linL La, on peut étendre θ en un morphisme La-algèbre9

θ ∶DLa →MLa et enfin en un morphisme La-algèbre θ ∶Da →Ma. Soit ψ = θ ○ ξ. On a donc10

le diagramme commutatif suivants au niveau des corps :11

Ka
ξ

//

ψ

))
Na Da

θ
//Ma

K // N D //M

F a
φ
// Ea La

F // E L

12

et celui-ci au niveau des groupes de Galois :13

G(NaLa/NL)

xx
G(K)

��

G(N)ξ⋆oo

��

G(NaLa/D)oo

OO

��

G(D)oo G(M)θ⋆oo

tt

ψ⋆

||

G(F ) G(E)
φ⋆

oo G(L)oo

Υ

OO
Ξ

ffNNNNNNNNNNNΨ

UUUUUUUUUUUUU

jjUUUUUUUU

14

ce qui conclut la preuve. ◻15

Définition 3.47 (Corps borné) : Une extension galoisienne F ⩽K est dite bornée si pour chaque16

d ∈ Z⩽0, il y a un nombre fini d’extensions intermédiaires F ⩽ L ⩽ K avec [L ∶ K] = d. Le corps17

F est dit borné si F ⩽ F s est bornée.18

Exemple 3.48 :19

• Les corps algébriquement clos sont bornés.20
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3 Les corps pseudo algébriquement clos

• R est borné. Plus généralement les corps réels clos, c’est-à-dire les corps élémentairement1

équivalents à R, sont bornés. En fait,K est réel clos si et seulement si [Ka ∶ K] < 2— si2

et seulement si [Ka ∶K] <∞.3

• Les corps pseudo finis sont bornés.4

• Q n’est pas borné.5

Soit d ∶ Z>0 → Z>0. On note Cd ∶= Z[Xn ∶ n ∈ Z>0] avec ∣Xn∣ = d(n), Pn ∶= Y d(n) +6

∑i<d(n)Xn,iY
i ∈ Cd[Y ], IRRd laCd-théorie qui contient la théorie des corps et énonce que Pn7

est séparable irréductible pour tout n, etGALd la Cd-théorie qui contient IRRd et énonce que8

tout polynômeQ séparable irréductible de degré n a n racines distinctes modulo Pn.9

Lemme 3.49 : SoitK un corps, sont équivalents :10

1. K est borné ;11

2. il existe d ∶ Z>0 → Z>0 et un morphisme f ∶ Cd →K tel queKf ⊧ GALd.12

Démonstration.13

1⇒ 2 TODO14

2⇒ 1 TODO ◻15

Lemme 3.50 : Soit K ⊧ GALd et f ∶ A → K un morphisme de Cd-corps. Le morphisme f⋆ ∶16

G(K)→ G(A) est injectif.17

Démonstration. Soit ◻18

Lemme 3.51 : Soit f ∶ F s →Ks unmorphisme de corps tel que f(F ) ⩽K et f⋆ ∶ G(K)→ G(F )19

est surjectif. Soit P ∈ F [Y ], ∣Y ∣ = 1 un polynôme séparable, sont équivalents :20

1. f(P ) est irréductible surK ;21

2. P est irréductible sur F .22

Démonstration. TODO ◻23

Lemme 3.52 : Soit f ∶ F s → Ks un morphisme de Cd-corps tel que f(F ) ⩽ K , avec F ⊧ GALd.24

Sont équivalents :25

1. K ⊧ IRRd ;26

2. f⋆ ∶ G(K)→ G(F ) est surjectif.27

Démonstration.28

1⇒ 2 Soit en ∈ F s une racine de Pn ∶= Y d(n) +∑i<d(n)Xn,iY
i ∈ Cd[Y ]. Comme F ⊧ GALd,29

les F [en] forment une famille filtrante. En effet F [en1 , en2] est une extension séparable30

de degrém < ∞ et donc F [en1 , en2] ⩽ F [em]. De plus, comme f(Pn) est irréductible31

sur K, pour tout extensoin de f à F s → Ks, f(F [en]) ⫝linf(F ) K et donc f(F s) =32

⋃n f(F [en]) ⫝linf(F ) K. En particulier, f(F s) ∩ K = f(F ) et donc, par la Proposi-33

tion (3.45), f⋆ est surjectif.34

2⇒ 1 Comme Pn est séparable et irréductible sur F , il l’est aussi surK par le Lemme (3.51). ◻35

Lemme 3.53 : Soit f ∶ F s →Ks un morphisme de Cd-corps tel que f(F ) ⩽K , sont équivalents :36

1. K ⊧ GALd et f⋆ ∶ G(K)→ G(F ) est surjectif ;37

2. F ⊧ GALd et f⋆ ∶ G(K)→ G(F ) est un homéomorphisme;38

3. K ⊧ GALd et F ⊧ GALd ;39
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3 Les corps pseudo algébriquement clos

4. K ⊧ GALd, F ⊧ GALd et f⋆ ∶ G(K)→ G(F ) est un homéomorphisme.1

Démonstration.2

1⇒ 3 SiPn ∶= Y d(n)+∑i<d(n)Xn,iY
i ∈ Cd[Y ] etGALd est irréductible surK il l’est aussi surF3

et donc F ⊧ IRRd. SoitQ ∈ F [Y ] un polynôme séparable irréductible de degré n et a ∈4

F s une de ses racines. Par le Lemme (3.51),Q est irréductible surK et donc a ∈K[en] où5

en ∈ F s est une racine dePn. On a donc a ∈K[en] et donc G(K[en]) ⩽ G(K[a]). Il s’en-6

suit que f⋆G(K[en]) ⩽ f⋆G(K[a]). On remarque que (f⋆)−1(G(F [a])) = G(K[a])7

et donc, comme f⋆ est surjectif, f⋆(G(K[a])) = G(F [a]). De même, f⋆(G(K[en])) =8

G(F [en]) ⩽ G(F [a]) et donc F [a] ⩽ F [en].9

2⇒ 4 Par le Lemme (3.52),K ⊧ IRRd. SoitQ ∈ K[Y ] un polynôme séparable irréductible de10

degré n et a ∈ F s une de ses racines. Soit H ∶= f⋆(G(K[a])) ⩽ G(F ). Comme f⋆ est11

un homéomorphisme, [G(F ) ∶ H] = [G(K) ∶ G(K[a])] = n et donc F ⩽ L ∶= (F s)H12

est une extension de degré n. Il s’ensuit que L ⩽ F [en], d’où G(F [en] ⩽ H) et donc13

G(K[en]) = (f⋆)−1(G(F [en])) ⩽ (f⋆)−1(H) = G(K[a]), comme f⋆ est injective. On14

a donc bienK[a] ⩽K[en].15

3⇒ 4 Par le Lemme (3.50), f⋆ est injectif et par le Lemme (3.52), il est surjectif.16

Comme 4 implique clairement tous les autres énoncés, cela conclut la preuve. ◻17

Lemme 3.54 : SoitK une Cd-algèbre, sont équivalents :18

1. K ⊧ GALd ;19

2. pour touteCd-corps F et tout morphisme deCd-algèbres f ∶ F s →Ks tel que f(F ) ⩽K , on20

a f(F s) ∩K ⊧ GALd et f⋆ ∶ G(K)→ G(F ) est injectif ;21

3. F s ∩ K ⊧ GALd, où F est sous corps de K engendré par C , et res ∶ G(K) → G(F ) est22

injectif.23

Démonstration.24

1⇒ 2 TODO25

2⇒ 3 On applique 2 à la C-algèbre F s ∩K et au choix de morphisme structurel F s →Ks.26

3⇒ 1 TODO ◻27

SiL est uneK-algèbre alorsLs est naturellement (mais non canoniquement) uneLs-algèbre28

et on note res ∶ G(L)→ G(K) le morphisme associé au morphisme structurel choisi.29

Corollaire 3.55 : Soit F un corps borné et K une F -algèbre élémentaire. Le morphisme res ∶30

G(K)→ G(F ) est alors un homéomorphisme etK est borné.31

Démonstration. Par le Lemme (3.49), il existe d tel que F ⊧ GALd. On a alorsK ⊧ GALd, en32

particulier il est borné, Par le Lemme (3.49). De plus, par le ??, res ∶ G(K) → G(F ) est un33

homéomorphisme. ◻34

Proposition 3.56 : Soient F ⩽K etE ⩽ L des extensions de corps parfaits telles queK etL soient35

PAC bornés. Soit, de plus, φ ∶ F a → Ea un isomorphisme tel que φ(F ) = E etΨ ∶ G(L)→ G(K)36

34



3 Les corps pseudo algébriquement clos

un homéomorphisme tel que le diagramme suivant commute :1

G(L) Ψ //

res

��

G(K)

res

��
G(E)

φ⋆
/ / G(F ).

2

Le morphisme φ ∶ F → L est alorsK-élémentaire.3

Démonstration. On construit par induction Ki+1, une Ki-algèbre élémentaire, où K0 ∶= K,4

Li+1 une Li-algèbre élémentaire, où L−1 ∶= L, et des morphismes φi ∶ Ka
i → La

i et ψi ∶ La
i →5

Ka
i+1 tels que φi(K1) ⩽ Li, ψi(Li) ⩽Ki+1 et les diagrammes suivants commutent :6

Ka
0

φ0 // La
0

F a
φ

// Ea

OO
G(L0)

res

��

φ⋆0 // G(K0)

G(L)
Ψ

::uuuuuuuuu

Ka
i+1

φi+1 // La
i+1

Ka
i

OO

φi

// La
i

OO
ψiFFFF

bbFFF
7

On obtient φ0 en appliquant le Théorème (3.46). On remarque que, puisque L0 est une L-8

algèbre élémentaire, par le Corollaire (3.55), res ∶ G(L0) → G(L) est un homéomorphisme.9

CommeΨ en est aussi un, c’est donc aussi le cas de φ⋆0 .10

Supposons maintenant que φi est construit (et que φ⋆i est un homéomorphisme). On ap-11

plique alors le Théorème (3.46) à φ−1i ∶ φi(Ka
i ) → Ki et (φ⋆i )−1 ∶ G(Ki) → G(Li) pour obte-12

nir ψi. Comme précédemment, puisque (φ⋆i )−1 est un homéomorphisme, c’est aussi le cas de13

G(ψi). On applique alors de nouveau le Théorème (3.46) à ψ−1i ∶ ψi(La
i ) → Li et G(ψi)−1 ∶14

G(Li)→ G(Ki+1) pour obtenir φi+1. On vérifie, de même, que φ⋆i+1 est un homéomorphisme.15

On définit alors φ∞ ∶= ⋃iφi ∶ K∞ → L∞ et ψ∞ ∶= ⋃iψi ∶ L∞ → K∞ et on vérifie que ce16

sont des isomorphismes inverses l’un de l’autre. En particulier, φ∞ est élémentaire. Comme le17

diagramme suivant commute par construction,18

F

φ

��

K // K∞

φ∞
��

E L // L∞

19

et que, par le théorème d’union de chaîne (Théorème (1.30)),K∞ est uneK-algèbre élémen-20

taire et L∞ est une L-algèbre élémentaire, on a bien que φ ∶ F → L estK-élémentaire. ◻21

Corollaire 3.57 : SoitF ⩽KetE ⩽ L des extensions de corps parfaits telles queK etL soientPAC22

bornés, et les morphismes res ∶ G(K) → G(F ) et res ∶ G(L) → G(E) sont des homéomorphismes.23

Alors tout morphisme φ ∶ F → L tel que φ(F ) = E estK-élémentaire.24

Démonstration. Par hypothèse G(K) ≅ G(F ) ≅ G(E) ≅ G(L). On peut donc appliquer la25

Proposition (3.56). ◻26

Proposition 3.58 : Soient F un corps infini, F ⩽ L une extension de corps,K une extension algé-27

brique de F etA ⊆K un ensemble de générateurs deK . Sont équivalents :28
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3 Les corps pseudo algébriquement clos

1. Il existe un morphisme de F -algèbres φ ∶K → L ;1

2. L ⊧ {∃xP ≃ 0 ∶ P ∈ F [x]avec ∣x∣ = 1 et P a une racine dansK}.2

3. L ⊧ {∃xP ≃ 0 ∶ P est le polynôme minimal de c ∈ A sur F}.3

Démonstration.4

1⇒ 2 Pour tout P ∈ F [X] et a ∈K tel que P (a) = 0, on a L ⊧ P (φ(a)) ≃ 0 et donc on a bien5

L ⊧ {∃xP ≃ 0 ∶ P ∈ F [X] a une racine dansK}.6

2⇒ 3 C’est évident.7

3⇒ 1 On suppose tout d’abord que A est fini, et donc F ⩽ K est finie. Soit E ⩾ K telle que8

F ⩽ E est normale finie. Pour tout a ∈ A, il existe b ∈ L ∩ E une racine du polynôme9

minimal de a sur F . L’isomorphisme F [b] ≅ F [a] s’étend en un élément σ ∈ G(E/F ).10

On a alors a ∈ σ(L ∩E) et doncK ⊆ ⋃σ∈G(E/F ) σ(L ∩E) ⩽ E.11

Assertion 3.59 : Soit F un corps infini,W un espace vectoriel sur F et V, (Vi)i<n ⩽W des12

sous-F -espaces vectoriels. Si V ⊆ ⋃i<n Vi, il existe alors i tel que V ⩽ Vi.13

Démonstration. On procède par induction sur n. Si V ⊆ ⋃0<i<n Vi, on conclut par in-14

duction. On peut donc supposer qu’il existe a ∈ V ∖ (⋃0<i<n Vi), en particulier, a ∈ V0.15

Soit b ∈ V , comme F est infini, il existe i < n et λ,µ ∈ F tels que a + λb, a + µb ∈ Vi.16

On a alors a = (µ − λ)−1(µ(a + λb) − λ(a + µb)) ∈ Vi et donc i = 0. Il s’ensuit que17

b = (λ − µ)−1(a + λb − (a + µb)) ∈ V0. On a donc bien V ⩽ V0. ◊18

CommeK ⊆ ⋃σ∈G(E/F ) σ(L ∩ E) ⩽ E, par l’Assertion (3.59), il existe σ ∈ G(E/F ) tel19

queK ⩽ σ(L ∩E) et donc σ−1 induit un morphisme de F -algèbresK → L.20

En général, soit p(x) ∶= qftp(a/F ). Soit a0 ⊆ a fini. Par le cas précédent, il existe φ ∶21

F [a0] → L. Il s’ensuit que p(x) est finiment satisfaisable dans L et donc il existe une L-22

algèbre élémentaireL⋆ et unmorphismedeF -algèbresφ ∶K → L⋆.CommeK est uneF -23

algèbre algébrique séparable,φ(K) ⩽ Ls. Par le Corollaire (3.55) et la Proposition (3.45),24

Ls ∩L⋆ = L et donc φ(A) ⩽ L. ◻25

Remarque 3.60 : Si F est fini, l’existence et l’unicité des extensions de chaque degré (et une26

induction sur ∣A∣), nous permettent de conclure que la Proposition (3.58) est aussi vraie.27

Soit PPAC la Z-théorie des corps PAC parfaits et PPACd la Cd-théorie PPAC ∪GALd.28

Proposition 3.61 : SoientK,L ⊧ PPACd, A ⊆ K un sous-ensemble et f ∶ A → L une fonction.29

Sont équivalents :30

1. pour toutP ∈ Cd[x, y], où ∣y∣ = 1, eta ∈ Ax tel queP (a, y)aune racinedansK ,P (φ(a), y)31

a une racine dans L.32

2. il existe un morphisme de Cd-algèbres g ∶ Cd[A]a(0) ∩K → L qui étend f .33

3. il existe un morphismeK-élémentaire de F -algèbres g ∶ Cd[A] ∩K → L qui étend f .34

Démonstration.35

1⇒ 2 Onremarqueque siP ∈ Cd[x] eta ∈ Ax,P (a) = 0 si et seulement si le polynômeconstant36

f(a) a une racine (dansK), si et seulement si P (f(a)) = 0 ; et P (a) ≠ 0 si et seulement si37

P (a)y−1 a une racine, si et seulement siP (f(a)) ≠ 0. On a donc unmorphisme injectif38

de Cd-algèbres g ∶ Cd[A] → L qui étend f . Par la Proposition (3.58), g s’étend encore en39

un morphisme F a ∩K → L.40
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2⇒ 3 SoitF ∶= Cd[A]a(0)∩K. On aF s∩K = Cd[A]s(0)∩K = F et donc res ∶ G(K)→ G(F ) est1

surjectif. CommeK ⊧ GALd, par le Lemme (3.53), res ∶ G(K) → G(F ) est un homéo-2

morphisme et F ⊧ GALd. On a donc aussi g(F ) ⊧ GALd et donc, par le Lemme (3.53),3

commeL ⊧ GALd, res ∶ G(L)→ G(g(F )) est aussi un homéomorphisme.Onpeut donc4

appliquer le Corollaire (3.57) pour conclure que g ∶ F → L estK-élémentaire.5

3⇒ 1 C’est évident. ◻6

Proposition 3.62 : Soit T une A-théorie, ∆(x) ⊆ FA(x) un ensemble clos par disjonctions et7

conjonctions finies (modulo T ) et φ(x) ∈ FA(x) une formule. Sont équivalents :8

1. il existe ψ ∈∆ tel que T ⊧ ∀xφ(x)↔ ψ(x) ;9

2. pour tout B,C ⊧ T , b ∈ φ(B) et c ∈ Cx tels que pour tout ψ ∈ ∆, B ⊧ ψ(b) implique10

C ⊧ ψ(c), alors C ⊧ φ(c).11

Démonstration.12

1⇒ 2 C’est évident.13

2⇒ 1 Soit π(x) ∶= {ψ ∈ ∆ ∶ T ⊧ ∀xφ(x) → ψ(x)}. Soit C ⊧ T et c ∈ C tel que C ⊧ π(c). Soit14

ρ(x) ∶= {¬ψ ∶ ψ ∈∆ et C ⊧ ¬ψ(c)}. Si ρ ∪ {φ} est inconsistent (dans T ), par compacité,15

il existe (ψi)i<n ∈ ρ tel que T ⊧ ∀x¬(φ ∧ (⋀i⩽n ¬ψi). On a alors ⋁i<nψi ∈ π et donc,16

pour un certain i, C ⊧ ψi(c), ce qui contredit que ψi ∈ ρ.17

Soit donc B ⊧ T et b ∈ B tel que B ⊧ ρ(b) et B ⊧ φ(b). On remarque que, pour tout18

ψ ∈∆, siC ⊧ ¬ψ(c) alors ψ ∈ ρ et doncB ⊧ ¬ψ(b). Par hypothèse, on a doncC ⊧ φ(c).19

On a montré que π(x) ⊧ φ(x) et donc, par compacité, T ⊧ ∀xφ(x) ↔ (⋀i⩽mψi(x))20

où ψi ∈ π ⊆∆. ◻21

Théorème 3.63 : Toute formuleφ ∈ FCd(x) est équivalente moduloPPACd à une formule de la22

forme ∃y ⋀i fi(x, yi) ≃ 0 où fi ∈ Cd[x, yi] et ∣yi∣ = 1.23

En particulier, PPACd est modèle complète.24

Démonstration. SoitK,L ⊧ PPACd, b ∈ φ(K) et c ∈ Lx tels que, pour toutP (x, y) ∈ Cd[x, y],25

où ∣y∣ = 1, si P (b, y) a une racine dans K alors P (c, y) a une racine dans L. Par la Proposi-26

tion (3.61), il existe un morphismeK-élémentaire deCd-algèbres g ∶ Cd[b]→ Cd[c] qui envoie27

b sur c. On a donc c ∈ φ(L).28

Par la Proposition (3.62), φ est équivalente modulo PPACd à une conjonction finie de dis-29

jonctions finies de formules ∃ f(x, y) ≃ 0 avec f ∈ F [x, y], ∣y∣ = 1. Mais on remarque que30

⋁i ∃yi fi(x, yi) ≃ 0 est équivalent (modulo la théorie des anneaux intègres), à ∃y ∏i fi(x, y) ≃31

0. Ce qui conclut la preuve. ◻32

On définit PSFG ∶= PPACid = PSF ∩GALid. Par la Proposition (3.34), les modèles infinis33

de Tf ∪ IRRid sont des modèles de PSFG.34

Corollaire 3.64 : Pour toute formule φ ∈ FCid
(x), il existeN ∈ Z⩽0 et (fi)i<m ∈ Cid[x, yi], avec35

∣yi∣ = 1, tels que pour toute corps fini F muni d’une structure de Cid-algèbre avec F ⊧ IRRid, si36

∣F ∣ ⩾ N , F ⊧ ∀xφ↔ ∃y⋀i fi(x, yi) ≃ 0.37

Soit F ⩽ E une extension galoisienne bornée. Pour tout n ∈ Z⩾0, il existe un nombre fini de38

ai,n ∈ E de degré n tels que pour tout c ∈ E de degré n, c ∈ F [an]. Soit en ∈ E un générateur39

de F [an] sur F et Pn ∈ F [Y ] son polynôme minimal. Soit d(n) le degré de Pn. On munit F40
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de l’unique structure de Cd-algèbre telle que Pn = Y d(n) +∑i<nXn,iY
i et on note GALEF ∶=1

(GALd)F .2

Lemme 3.65 : SoitK une F -algèbre, sont équivalents :3

1. K ⊧ GALEF ;4

2. pour tout morphisme de F -algèbre f ∶ E → Ks, f⋆ ∶ G(K) → G(E/F ) est un homéomor-5

phisme.6

3. il existe un morphisme de F -algèbre f ∶ E → Ks tel que f⋆ ∶ G(K) → G(E/F ) est un7

homéomorphisme.8

Démonstration.9

1⇒ 2 TODO10

2⇒ 3 Cela suit du fait qu’un morphisme de F -algèbres f ∶ E →Ks existe toujours.11

3⇒ 1 TODO ◻12

Soit PPACEF ∶= PPAC ∪GALEF = (PPACd)F .13

Proposition 3.66 : Toute formule φ ∈ FF (x) est équivalente modulo PPACEF à une formule de14

la forme ∃y ⋀i fi(x, yi) ≃ 0 où fi ∈ F [x, yi] et ∣yi∣ = 1.15

En particulier, PPACEF est modèle complète.16

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du Théorème (3.63) ◻17

3.6 Le groupe de Galois des corps pseudo finis18

Soit F un corps fini de cardinal q. Soit σq ∶ F s → F s le morphisme de Frobenius qui envoie19

x sur xq. Soit F ⩽ E l’extension de degré n. Pour toutm ∈ Z>0, on a φn∣E = idE si et seulement20

si n∣m. Donc σ ∈ G(E/F ) engendre un groupe de taille n. Mais [E ∶ F ] = n et donc G(E/F )21

est cyclique engendré par σ. Il s’ensuit que G(F ) = lim←ÐnZ/nZ. De plus, le groupe engendré par22

σ ∈ G(F ) intersecte chaque coset de G(E) ⩽ G(F ). Il est donc dense dans G(F ). On dit que23

σ est un générateur topologique de G(F ). On remarque que σn est un générateur topologique24

de G(E) ⩽ G(F ).25

Définition 3.67 : On note Ẑ ∶= lim←ÐnZ/nZ.26

Proposition 3.68 : SoitG un groupe profini et g ∈ G. Sont équivalents :27

1. g est un générateur topologique deG ;28

2. pour tout sous groupe ouvertH ⩽ G,G = ⟨g⟩H ;29

3. pour tout sous-groupe ouvertH ⩽ G, l’action de ⟨g⟩ surG/H est transitive ;30

4. les sous-groupes ouverts deG sont de la forme ⟨gn⟩.31

De plus, si g est un générateur topologique de G et H ⩽ G est ouvert d’indice n alors H = ⟨gn⟩.32

Réciproquement, si n ∈ Z>0 est minimal tel que gn ∈H alors [G ∶H] = n.33

Démonstration.34

1⇒ 2 Pour tout a ∈ G, aH est un ouvert et donc gn ∈ aH pour un n ∈ Z. On a alors a ∈ aH =35

gnH ⊆ ⟨g⟩H .36

2⇒ 3 Pour tout a ∈ G, il existe n ∈ Z tel que a ∈ gnH , c’est-à-dire aH = gnH .37
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3⇒ 1 Comme les sous-groupes (normaux) ouverts forment une base de voisinages de 1, il suffit1

de montrer que pour tout sous-groupe ouvertH ⩽ G et tout a ∈ G, aH ∩ ⟨g⟩ ≠ ∅, c’est à2

dire aH = gnH , ce qui est bien l’énoncé 3.3

1⇒ 4 CommeH est ouvert etG est compact, [G ∶H] <∞. Il s’ensuit que, comme ⟨g⟩/(H∩⟨g⟩)4

se plonge dans G/H ,H ∩ ⟨g⟩ est d’indice fini, n, dans ⟨g⟩, et est donc égal à ⟨gn⟩. D’où5

⟨gn⟩ ⩽ H . De plus, pour tout i, {gi+nj ∶ j ∈ Z} ⩽ giH . Par ailleurs, ⋃i {gi+nj ∶ j ∈ Z} =6

⟨g⟩ = G et donc, pour tout i, giH = {gi+nj ∶ j ∈ Z}. En particulierH = ⟨gn⟩.7

4⇒ 1 G est un sous-groupe ouvert de G et donc il est de la forme ⟨gn⟩ pour un certain n ∈ Z.8

Mais on a alorsG = ⟨gn⟩ ⩽ ⟨g⟩ ⩽ G et donc g est un générateur topologique. ◻9

De plus, si g est un générateur topologique deG, on a vu dans la preuve de 1⇒ 4 que siH ⩽ G10

ouvert d’indice n alorsH = ⟨gn⟩. La réciproque suit de l’énoncé 3.11

Proposition 3.69 : SoitG un groupe profini. Sont équivalents :12

1. G a au plus un sous groupe ouvert d’indice n pour tout n ;13

2. tous les sous groupes ouvertsH ⩽ G sont normaux etG/H est cyclique ;14

3. il existe un générateur topologique g ∈ G.15

On dit queG est procyclique.16

Démonstration.17

1⇒2 Soit H ⩽ G un sous-groupe ouvert. On a n ∶= [G ∶ H] < ∞ et pour tout g ∈ G, [G ∶18

gHg−1] = n. Par unicité du sous-groupe ouvert d’indice n, on a gHg−1 = H et donc19

H est normal. Montrons maintenant queG/H est cyclique. Comme il y a une bijection20

entre les sous-groupes deG/H et les sous-groupesH ⩽ L ⩽ G, il suffit de montrer que si21

G est fini alors il est cyclique.22

On procède par induction sur ∣G∣. Soit p premier qui divise ∣G∣. On trouve alors g ∈ G23

d’ordre p. Par induction,G/⟨g⟩ est cyclique et soit h ∈ G un générateur. Si ⟨g⟩ ⩽ ⟨h⟩,G =24

⟨h⟩ est cyclique. sinonG = ⟨g⟩⟨h⟩.Deplus, si pdivise l’ordre de ⟨h⟩on aurait undeuxième25

sous-groupe deG d’ordre p ce qui est impossible. Il s’ensuit que gh est un générateur de26

G qui est donc bien cyclique.27

2⇒3 Pour tout sous groupe ouvert (normal) H , on définit XH ∶= {g ∈ G ∶ g génèreG/H}.28

C’est un fermé non vide. Pour tous (Hi)i<n ⩽ G ouverts, on aX⋂i<nHi ⊆ ⋂i<nXHi qui29

est donc non vide. Par compacité ⋂H XH ≠ ∅. On remarque que tout élément de cet30

ensemble est un générateur topologique deG par la Proposition (3.68).31

3⇒1 SoitH ⩽ G un sous-groupe ouvert. Par la Proposition (3.68),H = ⟨gn⟩ pour un n ∈ Z.32

On peut supposer n minimal tel que H = ⟨gn⟩. On a alors G = ⊔0⩽i<n g
iH et donc33

[G ∶H] = n. Il s’en suit que l’unique sous-groupe d’indice n deG s’il existe, est ⟨gn⟩. ◻34

Remarque 3.70 : Les groupes procycliques sont abéliens.35

Par la correspondance de Galois, on a l’équivalence suivante :36

Corollaire 3.71 : Soit F un corps. Sont équivalents :37

1. F a au plus une extension séparable de degré n pour tout n ;38

2. toutes les extensions finies séparables de K sont galoisiennes et leur groupe de Galois sur F39

est cyclique ;40
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3. il existe σ ∈ G(F ) tel que F = (F s)σ .1

De plus, pour toute extension séparable finie F ⩽ E, on a alors que σ∣E engendre G(E/F ) et2

E = (F s)σ[E∶F ] .3

Démonstration. Par la correspondance de Galois, l’énoncé 1 est équivalent à G(F ) a un plus4

un sous-groupe d’indice n pour tout n ∈ Z>1. L’énoncé 2 est équivalent à tout sous-groupe5

ouvert G(E) ⩽ G(F ) est normal et G(E/F ) ≅ G(F )/G(E) est cyclique. Pour ce qui est du6

3, on remarque d’abord que si H ⩽ G(F ) alors FH = FH . En effet, comme FH ⩽ FH , on a7

H ⩽ G(FH) ⩽ H et donc G(FH) = H . L’énoncé 3 est donc équivalent à l’existence de σ ∈8

G(F ) tel que ⟨σ⟩ = G(F ). L’équivalence entre ces énoncés est donc une conséquence de la9

Proposition (3.69).10

De plus, on a vu dans la Proposition (3.68), que pour tout sous groupe ouvert (normal)11

G(E) ⩽ G(F ), G(F )/G(E) = G(E/F ) est engendré par l’image de σ, à savoir σ∣E . Enfin,12

toujours par la Proposition (3.68), G(E) = σ[E ∶ F ] et doncE = F G(E) = F σE∶F . ◻13

Revenons à Ẑ. On fixe σ ∈ Ẑ un générateur topologique. La paire (Ẑ, σ) a la propriété uni-14

verselle suivante :15

Proposition 3.72 : Soient G un groupe profini et g ∈ G. Il existe alors un unique morphisme16

continu φ ∶ Ẑ→ G tel que φ(σ) = g.17

Démonstration. SoitH ⩽ G un sous groupe ouvert normal. Soit nH l’ordre de gH dans G/H .18

On note φH ∶ Ẑ→ Ẑ/⟨σnH ⟩ ≅ Z/nHZ→ G/H le morphisme naturel qui envoit σ sur gH . Ces19

morphismes sont compatibles et on obtient alors bien un morphisme φ ∶ Ẑ → lim←ÐH G/H ≅20

G qui envoie σ sur g. De plus, φ est continu puisque que pour tout H ⩽ G ouvert normal,21

φ−1(H) = ker(φH) = ⟨σnH ⟩ qui est ouvert. ◻22

Corollaire 3.73 : SoitG un groupe profini. Sont équivalents :23

1. G a exactement un sous groupe ouvert d’indice n pour tout n ;24

2. G ≅ Ẑ.25

Démonstration.26

1⇒ 2 Par la Proposition (3.69), on trouve g ∈ G un générateur topologique. Par la Proposi-27

tion (3.72), il existe φ ∶ Ẑ → G un morphisme continu qui envoie un générateur topolo-28

giqueσẐ sur g. En reprenant les notations de la preuve de la Proposition (3.72), ker(φ) =29

⋂H⩽G ouvert ker(φH) = ⋂H ⟨σnH ⟩. Par la Proposition (3.68), l’unique sous groupe ouvert30

H ⩽ G d’indice n est de la forme gn et donc nH = n. On a donc ker(φ) ⩽ ⋂n ⟨σn⟩ = {0}.31

2⇒ 1 Cela suit immédiatement de la Proposition (3.68). ◻32

Par la correspondance de Galois, on a l’équivalence suivante :33

Corollaire 3.74 : Soit F un corps. Sont équivalents :34

1. F a exactement une extension séparable de degré n pour tout n ;35

2. G(F ) ≅ Ẑ.36

Proposition 3.75 : Soit G etH deux groupes procycliques et φ ∶ G → H un morphisme continu37

surjectif. Pour tout générateur topologique h ∈H , il existe un générateur topologique g ∈ G tel que38

φ(g) = h.39
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Démonstration. Supposons tout d’abord que G est fini, ce qui implique queH l’est aussi. Soit1

m,n ∈ Z>0 avecmmaximal tel que cardG = mn etm ∧ ∣H ∣ = 1. On remarque que ∣H ∣ divise2

n et donc φ(gn) = {0}. Comme G = ⟨gn⟩⟨gm⟩, Il s’ensuit que φ ∶ ⟨gm⟩ → H est surjective. Il3

existe donc i premier à ∣H ∣ (et donc à n) tel que φ(gm)i = h. On vérifie alors que gmi+n est un4

générateur deG et que φ(gmi+n) = h.5

Revenons au cas général. Pour tout sous-groupe ouvert L ⩽ H , φ induit un morphisme6

G/φ−1(L) → H/L. L’ensembleXL ∶= {g ∈ G ∶ g est un générateur topologique deG et φ(g) ∈7

hL} est un fermé non vide. Pour tous Li ⩽ H ouverts, on aX⋂i⩽n Li ⊆ ⋂i⩽nXLi qui est donc8

non vide. Par compacité ⋂LXL ≠ ∅. On remarque que tout élément de cet ensemble est un9

générateur topologique de g ∈ G tel que φ(g) = h. ◻10

Théorème 3.76 : SoientK,L ⊧ PSF, A ⩽ K et φ ∶ A → L un morphisme injectif. Sont équiva-11

lents :12

1. φ estK-élémentaire ;13

2. φ s’étend en un isomorphismeA(0) ∩K ≅A φ(A)a(0) ∩L.14

Démonstration.15

1⇒ 2 TODO16

2⇒ 1 Soit F ∶= Aa
(0) ∩ K, E = φ(A)a(0) ∩ L. On note encore φ l’isomorphisme F ≅ E qui17

étend φ. Comme res ∶ Ẑ ≅ G(K) → G(F ) est surjectif, l’image d’un générateur topolo-18

gique σ ∈ G(K) est un générateur topologique τ ∈ G(F ). Comme φ⋆ ∶ G(E) → G(F )19

est un homéomorphisme, φ⋆(τ) ∈ G(E) est un générateur topologique. Par la Proposi-20

tion (3.75), on trouve ρ ∈ G(L) ≅ Ẑ tel que res(ρ) = φ⋆(τ). Par la Proposition (3.72), il21

existeΨ ∶ G(L)→ G(K)qui envoie ρ surσ ; c’est unhoméomorphismed’inverse l’unique22

morphisme G(K) → G(L) qui envoie σ sur ρ. De plus, comme res(Ψ(ρ)) = φ⋆(τ) =23

φ⋆(res(σ)), on a, par unicité, que res ○ Ψ = φ⋆ ○ res. Par la Proposition (3.56), φ est24

K-élémentaire. ◻25

Corollaire 3.77 : SoientK,L ⊧ PSF, k et ℓ leurs corps premiers respectifs. Sont équivalents :26

1. K ≡ L ;27

2. ka ∩K ≅ ℓa ∩L.28

Démonstration.29

1⇒ 2 CommeK ≡ L ils ont lamêmecaractéristique et donc il existeunmorphismeK-élémentaire30

φ ∶ k ≅ ℓ ⩽ L. Par le Théorème (3.76), Il s’étend en un isomorphisme ka ∩K ≅ ℓa ∩L.31

2⇒ 1 Le morphisme ka ∩K ≅ ℓa ∩L ⩽ L estK-élémentaire par le Théorème (3.76). Il s’ensuit32

immédiatement queK ≡ L. ◻33

3.7 Extensions procycliques des corps premiers34

Proposition 3.78 : SoitF ⩽ Fa
p. Il existe unultraproduit nonprincipalU surZ>0 tel que (∏n→U Fpn)∩35

Fa
p ≅ F .36

Démonstration. SiF est infini, soient I ⊆ Z>0 tel queF ≅ ⋃i Fpi et pour tout i < j ∈ I ,Fpi ⊆ Fpj .37

Si F est fini de degré n sur Fp, soit I l’ensemble (infini) des entiers de la forme nq où q ne divise38

pas n. Soit U un ultrafiltre non principal sur Z>0 qui contient I et K ∶= ∏i→U Fpi . Pour tout39
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m ∈ Z>0, on a Fpm ⩽K si et seulement siXpm −X a une racine dansK si et seulement s’il existe1

V ∈ U tel queV ⊆ I et pour tout i ∈ V ,Xpm−X a une racine dansFpi , c’est à direFpn ⊆ Fpi ⊆ F .2

Si F est infini, comme les (Fpi)i∈I forment une chaîne, cela est équivalent au fait que Fpm ⊆3

⋃i∈I Fpi = F . Si F est fini, comme, pour tout i ≠ j ∈ I , Fpi ∩ Fpj = F , cela est aussi équivalent4

au fait que Fpm ⊆ ⋂i∈I Fpi = F . On a donc bienK ∩ Fa
p ≅ F . ◻5

Le résultat équivalent en caractéristique nulle nécessite des outils supplémentaires.6

SoitQ ⩽ F une extension finie normale. On noteO ⩽ F la clôture intégrale de Z dans F —7

c’est l’ensemble des racines dans F de polynômes unitaires f ∈ Z[X]. On aO(0) = F . Pour tout8

premier p ∈ Z, il existe un idéal maximal p ⊆ O tel que p∩Z = (p). On note kp = O/p. C’est une9

extension finie de Fp. De plus les idéaux maximaux p ⊆ O au dessus de p sont conjugués sous10

l’action de G(F /Q). On note Dp ∶= {σ ∈ G(F /Q) ∶ σ(p) = p}, le groupe de décomposition11

de p, et Fp = FDp , le corps de décomposition de p. On peut vérifier que le morphisme naturel12

resp ∶ Dp → G(kp/Fp) est surjectif. Si c’est un homéomorphisme, on dit que F est non ramifié13

en p. On peut vérifier que F n’est ramifié qu’en un nombre fini de premiers.14

SiF est non ramifié en p et p ⊆ F est au dessus de p, on note [F /Qp ] ∈ Dp l’unique relèvement15

dumorphisme de Frobenius sur kp. Comme les idéauxmaximaux au dessus de p sont conjugués16

par G(F /Q), la classe de conjugaison de [F /Qp ] ∈ Dp dans G(F /Q) ne dépend que de p. On la17

note (F /Qp ) ⊆ G(F /Q).18

Soit A ⊆ P, on note δ(A) la limite lims→1+
∑p∈A p

−s

∑p∈P p
−s , quand elle existe. On remarque que,19

puisque∑p∈P p−1 =∞, siA est fini, δ(A) = 0.20

Théorème 3.79 (Théorème de Densité, Chebotarev, 1922) : Soit C ⊆ G(F /Q) une classe de21

conjugaison. On a :22

δ({p ∈ P ∶ (F /Q
p
) = C}) = ∣C ∣/[F ∶ Q]23

Corollaire 3.80 : SoitE ⩽ F tel que G(F /E) est cyclique. L’ensemble des p tels qu’il existe p ⊆ O24

maximal au dessus de p avec Fp = E est infini.25

Démonstration. Soit τ ∈ G(F /E) un générateur. Pour tout p ∈ P et p ⊆ O maximal au dessus26

de p, si τ = [F /Qp ], on a alorsE = F τ = FDp = Fp. Il s’ensuit que {p ∈ P ∶ ∃pmaximal au dessus27

de p tel que E = Fp} ⊇ {p ∈ P ∶ τ ∈ (F /Qp )} ≠ ∅, par le théorème de densité de Chebotarev —28

Théorème (3.79). ◻29

Proposition 3.81 : Soient f ∈ Z[X] scindé sur F et p premier tel que f a deg(f) racines simples30

modulo p. Soit aussi p ⊆ F maximal au dessus de p. Sont équivalents :31

1. f a une racine dans Fp ;32

2. f a une racine dans Fp.33

Démonstration. Soient (ai)i<deg(f) ∈ F les racines de f , avecmultiplicité.CommeO est intégra-34

lement clos, ai ∈ O. Soit π ∶ O → kp la surjection canonique.On alors f(π(ai)) = π(f(ai)) = 035

et donc les π(ai) sont les deg(f) racines distinctes de f dans kp. Il s’ensuit que si π(ai) = π(aj),36

on a alors i = j.37
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Onaalorsai ∈ Fp si et seulement si, pour toutσ ∈ Dp,σ(ai) = ai.Ona alors resp(σ)(π(ai)) =1

π(σ(ai)) = ai et donc, comme resp est surjectif, π(ai) ∈ Fp. Réciproquement, si π(ai) ∈ Fp,2

π(σ(ai)) = resp(σ)(π(ai)) = π(ai) et donc σ(ai) = ai, d’où ai ∈ Fp. ◻3

Corollaire 3.82 : Soient F ⩽ Qa un sous-corps dont le groupe de Galois est procyclique, fi, gj ∈4

Z[X] tels que F ⊧ ⋀i⩽n ∃xfi(x) ≃ 0 ∧⋀j⩽m∀xgj(x) ≄ 0. Alors l’ensemble des p tels que Fp ⊧5

⋀i⩽n ∃xfi(x) ≃ 0 ∧⋀j⩽m∀xgj(x) ≄ 0 est infini.6

Démonstration. Soit Q ⩽ N0 une extension normale au dessus de laquelle tous les fi et gj sont7

scindés. Comme G(F ) est procyclique,F ⩽ FN0 est normale cyclique. On trouve alorsF0 ⩽ F8

une extension finie de Q telle F0 ⩽ F0N0 est normale cyclique et F0 contient une racine de9

chaque fi. Soient alorsQ ⩽ N une extension normale finie contenant F0N0, τ ∈ G(N/Q) qui10

étend un générateur de G(F0N0/F0) etM ∶= N τ . L’extensionM ⩽ N est alors cyclique.11

Comme F0 ⩽ M , M ⊧ ⋀i⩽n ∃xfi(x) ≃ 0. De plus, si M contient une racine a d’un des12

gj , on a alors a ∈ N0 ∩M ⩽ F0N0 ∩M = F0 ⩽ F , une contradiction. Il s’ensuit que M ⊧13

∀xgj(x) ≄ 0. Par le Corollaire (3.80), l’ensemble des premiers p tels que N est non ramifié en14

p, tous les fi et gj n’ont que des racines simples, et leur degré ne diminue pas, modulo p et tels15

queNp =M pour un p ⊆ N au dessus de p est infini. Pour de tels p, par la Proposition (3.81),16

Fp ⊧ ⋀i⩽n ∃xfi(x) ≃ 0 ∧⋀j⩽m∀xgj(x) ≄ 0. ◻17

Corollaire 3.83 : Soit F ⩽ Qa un sous-corps dont le groupe de Galois est procyclique. Il existe un18

ultraproduit non principal U sur P tel que (∏p→U Fp) ∩Qa ≅ F .19

Démonstration. Pour tout P ∈ Z[x], ∣x∣ = 1, soit JP K ∶= {p ∈ P ∶ Fp ⊧ ∃xP ≃ 0} et J¬P K ∶= {p ∈20

P ∶ Fp ⊧ ∀xP ≄ 0}. Pour toutN ∈ Z⩾0, soit J⩾ NK ∶= {p ∈ P ∶ p ⩾ N}. SoitX = {JP ≃ 0K ∶ F ⊧21

∃xP ≃ 0} ∪ {J¬P K ∶ F ⊧ ∀xP ≄ 0} ∪ {J⩾ NK ∶ N ∈ Z⩾0}. Par le Corollaire (3.82),X est une22

base de filtre et on trouve donc un ultrafiltre U qui le contient. SoitK ∶= ∏p→U Fp. Pour tout23

P ∈ Z[X], par Łoś, F ⊧ ∃xP ≃ 0 si et seulement siK ⊧ ∃xP ≃ 0. Par la Proposition (3.58),24

il existe des morphismes d’anneaux f ∶ F → K et g ∶ K → F . La composition g ○ f est un25

plongement de F dans lui-même. Comme F est une extension algébrique deQ, g ○ f doit être26

surjectif, et donc f est un isomorphisme. ◻27

Théorème 3.84 (Ax, 1968) : SoitK un corps de caractéristique p positive. Sont équivalents :28

1. K ⊧ PSF ;29

2. Il existe un ultrafiltre non principal U sur Z>0 tel queK ≡∏n→U Fpn .30

SiK est de caractéristique nulle, sont équivalents :31

1. K ⊧ PSF ;32

2. Il existe un ultrafiltre non principal U sur P tel queK ≡∏p→U Fp.33

Démonstration. Soit K ⊧ PSF de caractéristique p > 0. Par la Proposition (3.78), il existe un34

ultrafiltre non principalU surZ>0 tel que (∏n→U Fpn)∩Fa
p ≅K ∩Fa

p. Par la Proposition (3.34),35

∏n→U Fpn ⊧ PSF et donc, par le Corollaire (3.77),K ≡ ∏n→U Fpn . Réciproquement, si U est36

non principal, on aK ≡∏n→U Fpn ⊧ PSF.37

Soit K ⊧ PSF de caractéristique 0. Comme G(K) → G(K ∩ Qa) est surjectif, ce dernier38

groupe est procyclique et donc, par le Corollaire (3.83), il existe un ultrafiltre non principal U39

sur P tel que (∏p→U Fp) ∩Qa ≅ K ∩ Fa
p. Comme∏p→U Fp ⊧ PSF, on a doncK ≡ ∏p→U Fp.40

Réciproquement, si U est non principal, on aK ≡∏p→U Fp ⊧ PSF. ◻41
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Corollaire 3.85 : Soit φ un Z-énoncés. Sont équivalents :1

1. PSF ⊧ φ ;2

2. il existeN ∈ Z>0 tel que, pour tout corps fini F avec ∣F ∣ ⩾ N , F ⊧ φ.3

Démonstration. TODO ◻4

Soit PSF0 ∶= PSF ∪ {p ≄ 0 ∶ p ∈ P}.5

Corollaire 3.86 : Soit φ un Z-énoncés. Sont équivalents :6

1. PSF0 ⊧ φ ;7

2. il existeN ∈ Z>0 tel que, pour tout corps fini F avec car(F ) ⩾ N , F ⊧ φ.8

3. il existeN ∈ Z>0 tel que, pour tout p ∈ P avec p ⩾ N , Fp ⊧ φ.9

Démonstration. TODO ◻10

Soit PSFp ∶= PSF ∪ {p ≃ 0}.11

Corollaire 3.87 : Soit φ un Z-énoncés. Sont équivalents :12

1. PSFp ⊧ φ ;13

2. il existeN ∈ Z>0 tel que, pour tout n ∈ Z>0 avec n ⩾ N , Fpn ⊧ φ.14

Démonstration. TODO ◻15

4 Comptage dans les corps finis16

4.1 Approximations de Chatzidakis-van den Dries-Macintyre17

On commence par généraliser la notion de dimension à tous les ensembles définissables dans18

ACF.19

Définition 4.1 : Soit K ⊧ ACF et φ ∈ FK(x). On définit dimK(φ) ∶= {trdeg(a/K) ∶ a ∈20

φ(N) oùK ≼ N}.21

Lemme 4.2 : SoitK ≼ N ⊧ ACF et φ ∈ FK(x). On a alors dimK(φ) = dimN(φ).22

On la notera donc simplement dim(φ).23

Démonstration. SoitM ≽ N et c ∈ φ(M) tel que trdeg(c/N) = dimN(φ). On a alorsM ≽ K24

et trdeg(c/K) ⩾ dimN(φ) et donc dimK(φ) ⩾ dimN(φ).25

Soit maintenantM ≽K et c ∈ φ(M) tel que trdeg(c/K) = dimK(φ). Par le Lemme (2.52),26

il existe unmorphisme (élémentaire) deK-algèbre f ∶M → N⋆, oùN⋆ ≽ N , tel que f(M) ⫝algK27

N .On a doncN⋆ ⊧ φ(f(c)) et trdeg(f(c)/N) = trdeg(c/K) = dimK(φ) et doncdimN(φ) ⩾28

dimK(φ). ◻29

Remarque 4.3 :30

• dim(φ) ⩽ ∣x∣.31

• Si φ(K) est unK-fermé de ZariskiK-intègre, les dimensions de φ en tant qu’ensemble32

définissable et en tant que variété coincident.33
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Proposition 4.4 (Définissabilité de la dimension) : Pour tout φ ∈ FZ(x, y) et d ⩽ ∣x∣, il existe1

θd(y) ∈ Fqf
Z (y) telle que pour tout corpsK ⊧ ACF et tout a ∈ Ky ,K ⊧ θd(a) si et seulement si2

dim(φ(x, a)) = d.3

Démonstration. Onprouve par induction sur ∣x∣que pour tout d < ∣x∣, il existe θ>d ∈ FZ(y) telle4

que pour tout corpsK ⊧ ACF et tout a ∈Ky,K ⊧ θ>d(a) si et seulement si dim(φ(x, a)) > d.5

Assertion 4.5 : SoientK ⊧ ACF et a ∈Ky . Sont équivalents :6

1. φ(K,a) est fini ;7

2. pour toutN ≽K , φ(N,a) ⊆ F x, où F ∶= Z[a]a(0) ⩽K ;8

3. dim(φ(x, a)) = 0.9

Si, de plus, ∣x∣ = 1, ces énoncés sont équivalents à :10

4. ¬φ(K,a) est infini.11

Démonstration.12

1⇒ 2 Comme F ≼K ≼ N , ∣φ(N,a)∣ ⩽ ∣φ(F,a)∣ et donc φ(N,a) = φ(F,a) ⊆ F x.13

2⇒ 3 Pour tout c ∈ φ(N,a) on a alors trdeg(c/K) = 0 et donc, dim(φ(x, a)) = 0.14

3⇒ 1 Par définition dedim, le type partielπ(x) ∶= {φ(x, a)}∪{x ≄ c ∶ c ∈Kx} est inconsistant.15

Il est donc finiment inconsistant : il existe (ci)i<m ∈ F x tels que K ⊧ ∀x,φ(x, a) →16

⋁i<m x ≃ ci et donc φ(K,a) ⊆ {ci ∶ i <m} est fini.17

1⇒ 4 Cela suit immédiatement du fait queK est infini.18

4⇒ 2 Si b ∈ N ≽ K et c ∈ M ≽ K ne sont pas dans F , F [b] ≅ F [x] ≅ F [c] et donc, par19

élimination des quantificateurs andACF,N ⊧ ¬φ(b, a) si et seulement siM ⊧ ¬φ(c, a).20

De plus, comme ¬φ(K,a) est infini, par compacité, il existe c ∈M ≽ K tel que c ∉ F et21

M ⊧ ¬φ(c, a). On a donc bien φ(N,a) ⊆ F . ◊22

Assertion 4.6 : Il existe d ∈ Z⩾0 — qui ne dépend que de φ— tel que, pour tout K ⊧ ACF, si23

∣φ(K,a)∣ ⩾ d alors φ(K,a) est infini.24

Démonstration. On suppose tout d’abord que ∣x∣ = 1. Si un tel d n’existe pas, pour tout d ∈ Z⩾0,25

il existe Kd ⊧ ACF et ad ∈ Ky
d tel que φ(Kd, ad) est fini — en particulier, ¬φ(Kd, ad) est26

infini— mais ∣φ(Kd, ad)∣ ⩾ d. Soit U un ultrafiltre non principal sur Z⩾0, K ∶= ∏d→UKd et27

a ∶= ∏d→U ad ∈ Ky. Par Łoś, ∣φ(K,a)∣ ⩾ d pour tout d ∈ Z⩾0 et ¬φ(K,a) est infini, ce qui28

contredit l’équivalence de 1 et 4 and l’Assertion (4.5).29

Dans le cas général, soit (πi)i<∣x∣ la projection sur la i-ème coordonnée et soit di la constant30

associée à πi(φ(K,a)). On a alors que si φ(K,a) ⩾ ∏i di, il existe alors i tel que πi(φ(K,a))31

est infini et donc φ(K,a) est infini. ◊32

Onadoncdim(φ(x, a)) > 0 si et seulement si ∣φ(K,a)∣ ⩾ d, i.e.K ⊧ ∃x1⋯∃xd ⋀iφ(xi, a)∧33

⋀i≠j xi ≄ xj . Si ∣x∣ = 1 on a donc fini. On suppose donc ∣x∣ > 1 et on note x0 la première34

coordonnée de x.35

Assertion 4.7 : SoientK ⊧ ACF et a ∈Ky . Sont équivalents :36

1. dim(φ(x, a)) > d ;37

2. l’un des deux énoncés suivant (au moins) est vrai :38

• dim(∃x0 (φ(x, a))) > d ;39

• dim(ζ(x>0, a)) ⩾ d où ζ(x>0, y) est tel que pour toutN ⊧ ACF, et tout c>0 ∈ Nx>0 et40

a ∈ Ny ,N ⊧ ζ(c>0, a) si et seulement si dim(φ(x0, c>0, a)) = 1.41
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Démonstration.1

1⇒ 2 SoitN ≽ K et c ∈ φ(N,a) tels que trdeg(c/K) > d. Si trdeg(c0/K(c>0)) = 0, puisque2

trdeg(c/K) = trdeg(c0/K(c>0)) + trdeg(c>0/K), on a alors trdeg(c>0/K) > d et donc3

dim(∃x0 (φ(x, a))) > d. Si trdeg(c0/K(c>0)) = 1, on a ζ0(c<0, a) et trdeg(c>0/K) ⩾ d,4

d’où dim(ζ0(x>0, a)) ⩾ d.5

2⇒ 1 Supposons tout d’abord que dim(∃x0 (φ(x, a))) > d. On trouve alors N ≽ K et c>0 ∈6

∃x0φ(x0,N, a) tel que trdeg(c>0/K) > d. Soit c0 ∈ N tel que N ⊧ φ(c, a). On a alors7

trdeg(c/K) = trdeg(c0/K(c>0)) + trdeg(c>0/K) > d.8

Supposons maintenant dim(ζ0(x>0, a)) ⩾ d. Il existe doncN ≽ K et c>0 ∈ ζ0(F,a) tels9

que trdeg(c>0/K) ⩾ d. On a alors dim(φ(x0, c>0, a)) = 1 et on trouve doncM ≽ K et10

c0 ∈ φ(M,c>0, a). Il s’ensuit que trdeg(c/K) = trdeg(c0/K(c>0)) + trdeg(c>0/K) > d11

et donc, comme c ∈ φ(M,a), donc dim(φ(x, a)) > d.12

◊13

L’existence de θ>d est alors évidente. On pose alors θd ∶= θ>d−1 ∧ ¬θ>d. ◻14

Proposition 4.8 : Soit F un corps et V une F -variété. Il existe un plus petit corps k ⩽ F tel que15

IF (V ) = F ⋅ Ik(V ) ⊆ F [x]. De plus, pour tout σ ∈ Aut(F ), sont équivalents :16

1. σ(V ) = V — i.e. l’homéomorphisme induit par σ sur SZar(F ) fixe V globalement ;17

2. σ∣k = idk.18

Démonstration. SoitM l’ensemble des monômes en x et B ⊆ M une base de F [x]/a où a ∶=19

IF (V ). Pour tout γ ∈M , on trouve des aγ,β ∈ F tels que fγ ∶= γ −∑β∈B aγ,ββ ∈ a.20

Assertion 4.9 : a = (fγ ∶ γ ∈M).21

Démonstration. Soit f ∈ a. On peut écrire f = ∑γ∈M cγγ = ∑γ∈M cγ(γ − ∑β∈B aγ,ββ) +22

∑β∈B dββ, où dβ ∶= ∑γ∈M cγaγ,β . On a alors ∑β∈B dββ = f − ∑γ∈M fγ ≡ 0 mod a et donc,23

commeB est une base de F [x]/a, dβ = 0. Il s’ensuit que f = ∑γ∈M cγfγ . ◊24

Soit k ⩽ F le corps engendré par les aγ,β . On vient de montrer que a est défini sur k.25

Assertion 4.10 : SoitE ⩽ F tel que a soit défini surE, on a k ⩽ E.26

Démonstration. Soient gi ∈ E[x] tels que a = F (gi ∶ i ⩽ n). Pour tout δ ∈M , il on trouve alors27

des hi = ∑γ∈M ci,γγ ∈ F [x] tels que fδ = ∑i higi. SoitHi = ∑γ Yi,γγ ∈ E[x,Y ] et L ∈ E[Y ]⩽128

tels que ∑iHigi = ∑γ Lγγ. Les ci,γ sont une solution du système d’équations sur E, Lδ = 129

et Lγ = 0 pour tout γ ∈ M ∖ (B ∪ {δ}). Comme l’extension E ⩽ F est fidèlement plate,30

on trouve une solution dans E. Il existe donc li ∈ E[x] et bβ ∈ E tels que ∑β∈B aδ,ββ ≡ δ =31

∑i ligi +∑β∈B bββ ≡ ∑β∈B bββ mod a. Par unicité des bβ , on a aδ,β = bβ ∈ E. ◊32

Soit maintenant σ ∈ Aut(F ). On peut vérifier que σ(V ) = V si et seulement si σ(a) = a33

— en effet, V = ⋂P ∈a[P ≃ 0] et IF (σ(V )) = σ(IF (V )) = σ(a). Comme a est défini sur k,34

σ∣k = idk implique bien que σ(a) = a. Réciproquement, si σ(a) = a, σ induit un morphisme35

de F -espace vectoriel sur F [x]/a qui fixeM point par point. Il fixe donc les coefficients aγ,β de36

γ ∈M dans la baseB, et il fixe donc k point par point. ◻37

Proposition 4.11 : Soit F un corps parfait et V une F -variété. Il existe des F -variétésWi ⊆ V38

géométriquement intègres définie sur F , tels que V (F ) = ⋃i⩽nWi(F ).39

46



4 Comptage dans les corps finis

Démonstration. On procède par induction sur dim(V ). Soient (Vj)j<m les composantes F a-1

intègres de V — i.e. les Vj ⊆ V sont des F a-fermés F a-intègres et V = ⋃j <m Vj . Pour tout j,2

on noteWj = ⋂σ∈G(F ) σ(Vj). Pour tout σ ∈ Gal(F ), σ(Wj) = Wj et donc le plus petit corps3

de définition deWi est inclus dans F . En particulier,Wj est définie sur F . De plus, pour tout4

a ∈ V (F ), il existe j tel que a ∈ Vj et donc, pour tout σ ∈ G(F ), a = σ(a) ∈ σ(Vj), on a donc5

a ∈Wj .6

Pour tout j, si G(F ) ⋅ Vj = {Vj}, alorsWj = Vj est géométriquement intègre définie sur F .7

Sinon dim(Wj) < dim(W ) et on conclut par induction. ◻8

Corollaire 4.12 : Soit φ ∶= ⋀j fj(x, y) ≃ 0, où fi ∈ Z[x, y]. Il existe (ψi)i<n ∈ Fqf
Z (x, z) telles9

que pour tout corps F parfait et tout a ∈ F y , il existe b ∈ F z tels que ψi(x, b) définit une F -variété10

géométriquement intègre définie sur F (ou vide) incluse dans φ(x, a) et φ(F,a) = ⋃iψi(F, b).11

Démonstration. Pour tout F parfait et a ∈ F y, par la Proposition (4.11), il existe (ψi,F,a)i<n ∈12

Fqf(x, z) et b ∈ F z tels que ψi,F,a(x, b) définit une F -variété géométriquement intègre définie13

sur F incluse dans φ(x, a) et tels que φ(F,a) = ⋃iψi,F,a(F, b). L’espace compact Sx(PERF),14

oùPERF est laZ-théorie des corpsparfaits, est donc couvert par les ouverts [χF,a]oùχF,a(y) ∶=15

∃z ⋀i θi,F,a(z)∧∀xφ(x, a)↔ ⋁iψi,F,a(x, z) avec θi,F,a ∈ Fqf
Z (z)qui exprimequeψi,F,a(x, z)16

définit une F -variété géométriquement intègre définie sur F .17

Par compacité, il existe un sous-recouvrement fermé, c’est à dire qu’il existe (ψi,j)i<nj ,j<m ∈18

Fqf(x, zj) tels quepour toutF parfait eta ∈ F y, il existe j0 <m et bj0 ∈ F zj0 tel queψi,j0(x, bj0)19

définit une F -variété géométriquement intègre définie sur F et φ(F,a) = ⋃iψi,j0(F, bj0). On20

peut supposer que z ∶= (zj)j<m contient y. Soit ψ′i,j(x, z) ∶= ψi,j(x, z) ∧ θi,j(z) ∧ ξi,j(z) où21

θi,j ∈ Fqf
Z (z) exprime que ψi,j(x, z) définit une F -variété géométriquement intègre définie22

sur F et ξi,j ∈ Fqf
Z (z) est équivalente, modulo ACF, à ∀xψi,j(x, z) → φ(x, y). On a donc23

ψ′i,j0(F, b) = ψi,j0(F, bj0),ψ
′
i,j(x, b) définit uneF -variété géométriquement intègre définie sur24

F , ou vide, incluse dans φ(x, a) et φ(F,a) = ⋃iψi,j0(F, bj0) = ⋃i,j ψ′i,j(F, b). ◻25

Corollaire 4.13 : Soit φ ∶= ⋀i fi(x, y) ≃ 0, où fi ∈ Z[x, y]. Il existe C ∈ R⩾0, un ensemble fini26

D ⊆ {0, . . . , ∣x∣}×Z>0∪{(0,0)} et, pour tout (d,µ) ∈D, une formule θd,µ ∈ FZ(y) tels que, pour27

tout corps fini F et tout a ∈ F y ,28

F ⊧ θd,µ(a) si et seulement si ∣∣φ(F,a)∣ − µ∣F ∣d∣ < C ∣F ∣d−1/2,29

et30

F y ⊆ ⋃
(d,µ)∈D

θd,µ(F ).31

Démonstration. TODO ◻32

Lemme 4.14 : Soitφ ∈ FZ(x) une conjonction d’égalités et d’inégalités. Il existeψ ∈ FZ(x, y) une33

conjonction d’égalités telle que, pour tout corps F , la projection sur x induit une bijection ψ(F )→34

φ(F ).35

Démonstration. TODO ◻36

Proposition 4.15 : Pour tout φ ∈ FZ(x), il existeN ∈ Z⩾0, ψi ∈ FZ(x, zi, t) une conjonction d’37

égalités et θ ∈ FZ(t) tels que pour tout corps fini F avec ∣F ∣ ⩾ N , on ait θ(F ) ≠ ∅ et pour tout38

c ∈ θ(F ) et a ∈ F x, on ait ∣ψi(a,F, c)∣ ⩽ e et φ(F ) = ⊔i ∃ziψi(F, zi, c).39
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Démonstration. TODO ◻1

Théorème 4.16 (Chatzidakis–van den Dries–Macintyre, 1992) : Pour tout φ ∈ FZ(x, y), il2

existe C ∈ R⩾0, un ensemble finiD ⊆ {0, . . . , ∣x∣} ×Q>0 ∪ {(0,0)} et pour tout (d,µ) ∈ D, une3

formule φd,µ ∈ FZ(y) tels que, pour tout corps fini F et tout a ∈ F y ,4

F ⊧ φd,µ(a) si et seulement si ∣∣φ(F,a)∣ − µ∣F ∣d∣ < C ∣F ∣d−1/2,5

et6

F y ⊆ ⋃
(d,µ)∈D

φd,µ(F ).7

Démonstration. Supposons tout d’abord que φ ∶= ∃z ψ(x, y, z) avec ψ ∈ Fqf
Z (x, y, z) et qu’il8

existe e ∈ Z⩾0 tel que pour tout choix de F ⊧ IRRid, b ∈ F x et a ∈ F y, ∣ψ(b, a,F )∣ ⩽ e. On fixe9

a ∈ F y. Par le Corollaire (4.13) et le Lemme (4.14), il existe (d, ν) et C tels que :10

∣∣ψ(F,a,F )∣ − ν∣F ∣d∣ < C ∣F ∣d−1/2.11

On remarque que ∣φ(F,a,F )∣ ⩾ ∣ψ(F,a)∣/e et donc, pour ∣F ∣≫ 0, on doit avoir d ⩽ ∣x∣. Pour12

tout 0 < i ⩽ e, on note Xi(F,a) ∶= {b ∈ φ(F,a) ∶ ∣ψ(b, a,F )∣ = i}. On a alors ∣φ(F,a)∣ =13

∑i ∣Xi(F,a)∣.14

On définit aussiψi(x, y, z1, . . . , zi) ∶= ⋀iψ(x, y, zi, t)∧⋀j≠l zj ≄ zl. En appliquant, de nou-15

veau, le Corollaire (4.13) et le Lemme (4.14), on trouve (di, νi) etCi —ainsi que ψdi,νii — tels16

que ∣∣ψi(F,a,F, . . . , F )∣ − νi∣F ∣di ∣ < Ci∣F ∣di−1/2. Commemi ⩽ e!∣ψ(F,a,F )∣, si ∣F ∣ ≫ 0, on17

doit avoir di ⩽ d et donc ∣∣ψi(F,a,F, . . . , F )∣ − µi∣F ∣d∣ < Ci∣F ∣d−1/2, où µi = νi si di = d et18

µi = 0 sinon.19

Par ailleurs, chaque élémentdeXi(F,a)donne lieu à i!/(i−j)! éléments deψj(F,a,F, . . . , F )20

pour tout j ⩽ i. On a donc ∣ψj(F,a,F, . . . , F )∣ = ∑j⩽i⩽e i!/(i − j)! ⋅ ∣Xi(F,a)∣. C’est un sys-21

tème triangulaire d’équations linéaires à coefficients dans Q et on trouve donc ri,j ∈ Q qui ne22

dépendent que de e tels que ∣Xi(F,a)∣ = ∑j ri,j ∣ψj(F,a,F, . . . , F )∣. Il s’ensuit que :23

RRRRRRRRRRR
∣φ(F,a)∣ − (∑

i,j

ri,jµj)∣F ∣d
RRRRRRRRRRR
⩽∑
i,j

ri,j ∣∣ψj(F,a,F, . . . , F )∣ − µj ∣F ∣d∣ < (∑
i,j

ri,jCj)∣F ∣d−1/2.24

Si µ ∶= ∑i,j ri,jµj = 0, on a ν∣F ∣d −C ∣F ∣d−1/2 ⩽ ∣ψ(F,a)∣ ⩽ e∣φ(F,a)∣ < e(∑i,j ri,jCj)∣F ∣d−1/2.25

Pour ∣F ∣ ≫ 0, on doit donc avoir ν = 0 et donc d = 0. On vérifie aisément l’existence des φd,µ26

en utilisant les ψdi,µii .27

Revenons au cas général. Soient θ et ψi tels que dans la Proposition (4.15). Pour tout F tel28

que ∣F ∣≫ 0, a ∈ F y et c ∈ θ(F ), on a ∣φ(F,a)∣ = ∑i ∣∃ziψi(F,a, zi, c)∣. Par le cas précédent, on29

trouve doncD et θd,µ ∈ FZ(y, t) tels que dans le théorème. On remarque que pour ∣F ∣≫ 0, il30

existe un unique (d,µ) ∈ D tel que F ⊧ θd,µ(a, c), et ce (d,µ) ne dépend que de a, et pas de31

c ∈ θ(F ). Il s’ensuit que θ′d,µ(y) ∶= ∃t θ(t) ∧ θd,µ(y, t) a les propriétés requises pour ∣F ∣≫ 0. ◻32

Corollaire 4.17 : Soit φ ∈ FZ(x, y). Il existeN ∈ Z>0 tel que, pour tout corps fini F et a ∈ F y tel33

que φ(F,a) définit un sous-corps de F , si ∣F ∣ ⩾ N , ∣φ(F,a)∣ ⩽ N ou φ(F,a) = F .34

Démonstration. TODO ◻35
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4 Comptage dans les corps finis

4.2 Dimension et mesure pseudo finie1

On fixeK ⊧ PSF. Notre but est de comprendre les conséquences sur les corps pseudo finis2

du Théorème (4.16). Puisque l’on passe à la limite des résultat de comptage, il est naturel de3

s’attendre à voir apparaître des mesures.Mais comme on l’a vu, le comportement asymptotique4

du nombre de points dépend de deux paramètre d—essentiellement la dimension— et µ. On5

a donc voir apparaître toute une famille de mesures paramètrées par la dimension.6

Lemme 4.18 : Soitφ ∈ FZ(x, y). Pour touta ∈Ky , il existe ununique (d,µ) tel queK ⊧ φd,µ(a).7

Démonstration. Comme on l’a vu précédemment, pourF fini avec ∣F ∣≫ 0, et a ∈ F y, ∣φ(F,a)∣ Attention la
notation θd,µ a
changé ; cf.
(4.16).

8

a un unique équivalent de la forme µ∣F ∣d. Il existe donc un unique (d,µ) tel que F ⊧ φd,µ(a).9

Il s’ensuit que, pour tout (d,µ) ≠ (e, ν) ∈ D Tpsf ⊧ ∀y φd,µ(y) → ¬φe,ν(y). Ce qui prouve10

l’unicité. Comme, de plus, Tf ⊧ ∀y ⋁(d,µ)∈D φd,µ(y), on a aussi l’existence. ◻11

On note (d(φ(x, a)), µ(φ(x, a))) l’unique paire (d,µ) telle queK ⊧ φd,µ(a)— si (d,µ) =12

(0,0), par convention, on pose d(φ(x, a)) = −∞. On remarque que (d(φ(x, a)), µ(φ(x, a)))13

ne dépend que du type de a dansK, d’où le fait que l’on se permet de ne pas spécifierK dans la14

notation.15

Les lemmes qui viennent suivent tous les même schéma : on prouve que certains propriétés16

des mesures (en particulier la mesure de comptage dans le cas des corps finis), se transmettent17

des corps finis aux corps pseudo-finis.18

Lemme 4.19 : Soit φ,ψ ∈ FK(x) tels que φ(K) ⊆ ψ(K). On a :19

• d(φ) ⩽ d(ψ).20

• si d(φ) = d(ψ), on a alors µ(φ) ⩽ µ(ψ).21

En particulier, d et µ sont bien définis sur les classes d’équivalencesmoduloK, c’est à dire sur22

les ensembles définissables.23

Démonstration. Pour tous φ ∈ FZ(x, y), ψ ∈ FZ(x, z), F fini, a ∈ F y et b ∈ F z , tels que F ⊧24

φd,µ(a) ∧ ψe,ν(b) ∧ ∀xφ(x, a) → ψ(x, b), on a ∣φ(F,a)∣ ⩽ ∣ψ(F, b)∣, et donc, puisque ce sont25

leurs équivalents, si ∣F ∣ ≫ 0, µ∣F ∣d ⩽ ν∣F ∣e. On a donc nécessairement (d,µ) ⩽ (e, ν) pour26

l’ordre lexicographique. Il s’ensuit que pour tout (d,µ) > (e, ν), Tpsf ⊧ ∀y∀z ¬((∀xφ(x, y)→27

ψ(x, z)) ∧ φd,µ(y) ∧ ψe,ν(z)). Le lemme est alors évident. ◻28

Lemme 4.20 : Soit φ,ψ ∈ FK(x). On a :29

• d(φ ∨ ψ) =max{d(φ), d(ψ)}.30

• Si d(φ) < d(ψ), on a alors µ(φ ∨ ψ) = µ(ψ).31

• Si d(φ) = d(ψ) et φ(F ) ∩ ψ(F ) = ∅, on a alors µ(φ ∨ ψ) = µ(φ) + µ(ψ).32

Démonstration. Soient φ ∈ FZ(x, y), ψ ∈ FZ(x, z), F fini, a ∈ F y et b ∈ F z , tels que F ⊧33

φd,µ(a) ∧ ψe,ν(b) ∧ (φ ∨ ψ)r,ρ(a, b).34

• On a vudans le Lemme (4.19)que, pour ∣F ∣≫ 0,m ∶=max{d, e} ⩽ r.Deplus, ∣φ(F,a)∪35

ψ(F, b)∣ ⩽ ∣φ(F,a)∣ + ∣ψ(F, b)∣ = o(∣F ∣m+1/2) et donc r < m + 1 ; d’oùm = r. Il s’ensuit36

que Tpsf ⊧ ∀y∀z φd,µ(y)→ ψe,ν(b)→ ⋁ρ(φ ∨ ψ)m,ρ(a, b). L’égalité voulue en découle.37

• Supposons d < e. Par le Lemme (4.19) et le point précédent, e = r et ν ⩽ ρ. De plus,38

∣ψ(F,a)∣ ∼ µ∣F ∣d = o(∣F ∣e) = o(ψ(F, b)) et donc ∣φ(F,a) ∪ ψ(F, b)∣ ⩽ ∣φ(F,a)∣ +39
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4 Comptage dans les corps finis

∣ψ(F, b)∣ ∼ ∣ψ(F, b)∣ ∼ ν∣F ∣e ; d’où ρ ⩽ ν. On a donc Tpsf ⊧ ∀y∀z φd,µ(y) → ψe,ν(b) →1

(φ ∨ ψ)e,ν(a, b). L’égalité voulue en découle.2

• Supposons d = e et φ(F,a) ∩ ψ(F, b) = ∅. Comme précédemment, on a d = e = r et,3

pour ∣F ∣ ≫ 0, ∣φ(F,a) ∪ ψ(F, b)∣ = ∣φ(F,a)∣ + ∣ψ(F, b)∣ ∼ (µ + ν)∣F ∣d, d’où ρ = µ + ν.4

On a donc Tpsf ⊧ ∀y∀z φd,µ(y) → ψe,ν(b) → (φ ∨ ψ)e,µ+ν(a, b). L’égalité voulue en5

découle. ◻6

Lemme 4.21 : Soit f ∶X → Y une fonctionK-définissable surjective.7

• Si pour tout a ∈ Y , d(f−1(a)) = n, on a alors d(X) = n + d(Y ).8

• Si, de plus, pour tout a ∈ Y , µ(f−1(a)) = ν, on a alors µ(X) = νµ(Y ).9

Démonstration. Soit F un corps fini et ψ(x, y, z) ∈ FZ(x, y, z) une relation fonctionnelle en y.10

On note φ(x, z) son domaine et θ(y, z) son codomaine. Soit a ∈ F z tel que F ⊧ θd,µ(a).11

• Supposons que, pour tout b ∈ θ(F,a), F ⊧ ⋁iψn,νi(b, a). Pour tout i, soit ξi(y, z) ∶=12

ψn,νi(y, z) et soit ri, ρi tels que F ⊧ ξri,ρii (a). On remarque que d = maxi ri. Si ∣F ∣ ≫13

0, on a alors ∣φ(F,a)∣ = ∑b∈θ(F,a) ∣ψ(F, b, a)∣ ∼ ∑i ρiνi∣F ∣ri+n ∼ ζ ∣F ∣d+n. On conclut,14

comme précédemment, que d(X) = n + d(Y ).15

• Supposons maintenant que, pour tout b ∈ θ(F,a), F ⊧ ⋁iψn,ν(b, a). Si ∣F ∣ ≫ 0, on a16

alors ∣φ(F,a)∣ = ∑b∈θ(F,a) ∣ψ(F, b, a)∣ ∼ νµ∣F ∣n+d. On en conclut que µ(X) = νµ(Y ).◻17

Nous voudrions maintenant expliciter le lien entre d(φ(x)) et la dimension des variétés al-18

gébriques :19

Proposition 4.22 : Soit X un ensemble K-définissable et V la K-clôture de Zariski de X(K).20

On a alors :21

d(X) = dim(V ) =max{trdeg(c/K) ∶ c ∈X(N),N ≽K}.22

Démonstration. Soit φ(x, y)FZ(x, y). Pour tout corps fini F et a ∈ F y tel que φ(x, a) est23

une F -variété géométriquement intègre définies sur F , par le théorème de Lang-Weil — Théo-24

rème (3.30), on a F ⊧ φdim(V ),1(a). On a donc Tf ⊧ ∀y «φ(x, a) définit une F -variété géomé-25

triquement intègres définie sur le corps»→ φdim(V ),1(y). Pour touteK-variété géométrique-26

ment intègre définie surK, d(W ) = dim(W ).27

Assertion 4.23 : F ⩽K des corps et V une F -variété. SiX ⊆ V (K) est F -Zariski dense dans V ,28

alorsX est F -Zariski dense dans toute composante F -intègres de V .29

Démonstration. Soit V = ⋃i<nWi la décomposition de V en composantes F -intègres. Soit U ⊂30

Wi0 une sous-F -variété. Si Wi0 ⊆ V ⊆ U ∪ ⋃i≠i0 Wi, comme Wi0 est irréductible, on a soit31

Wi0 ⊆ U , ce qui contredit U ⊂ Wi0 , soitWi0 ⊆ Wi, pour i ≠ i0, ce qui contredit que lesWi32

sont les composantes F -intègres (distinctes) de V . On a donc U ∪ ⋃i≠i0 Wi ⊂ V et donc, par33

F -Zariski densité, il existe x ∈X ∩ V ∖ (U ∪⋃i≠i0 Wi) ; en particulier, x ∈X ∩Wi0 ∖U . ◊34

Assertion 4.24 : Soit F un parfait corps,X ⊆ F x et V sa F -clôture de Zariski. Alors toute com-35

posante F -intègre de V est géométriquement intègres définie sur F .36

Démonstration. Par la Proposition (4.11), il existe des F -variétés (Wi)i<n géométriquement in-37

tègres définies sur F , incluses dans V , telles que V (F ) = ⋃iWi(F ), on peut supposer qu’il38

n’y a pas de relations d’inclusion non triviales entre lesWi. Comme⋃iWi ⊆ V est un F -fermé39
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5 Théorie géométrique des modèles des corps PAC bornés

de Zariski qui contient X ⊆ V (F ) et que X est F -Zariski dense dans V , V = ⋃iWi. Par la1

Proposition (2.15), lesWi sont exactement les composantes F -intègres de V . ◊2

Soient (Wi)i<n les composantes K-intègres de V . Par le Lemme (4.20), il existe i tel que3

d(V ) = d(Wi). Par compacité, comme X(K) est K-Zariski dense dans Wi, il existe N ≽ K4

et c ∈X(N) qui estK-générique dansWi.5

D’après le Théorème (3.63) et la Proposition (4.11), il existe aussi des K-variétés (Yj)j<m6

géométriquement intègres définies surK et des fonctions définissables (en l’occurence des pro-7

jections) fj ∶ Yj → X à fibres finies, telles que X ∶= ⋃j<m fj(Yj). Soient j < m et b ∈ Yj(N)8

tel que fj(b) = c. On a alors trdeg(c/K) = trdeg(b/K) ⩽ dim(Yj) = d(Yj) = d(X) ⩽ d(V ) =9

d(Wi) = dim(Wi) = trdeg(c/K). La première égalité suit du fait que, comme les fj sont à10

fibres finies,K(c) ⩽K(c, b) est une extension finie. La deuxième égalité suit de la définition de11

dim(Yj). La quatrième égalité suit du Lemme (4.21)—on peut aussi le voir directement dans12

la preuve duThéorème (4.16). La cinquième égalité suit du fait queX ⊆ V et duLemme (4.19).13

Par ailleurs, trdeg(c/K) ⩽ max{trdeg(c/K) ∶ c ∈ X(N),N ≽ K} ⩽ max{trdeg(c/K) ∶ c ∈14

V (N),N ⩾K} = maxi(dim(Wi)) = maxi(d(Wi)) = trdeg(c/K). Tous ces entiers sont dont15

égaux. ◻16

On notera dorénavant tous ces entiers égaux dim(X).17

Remarque 4.25 : Si V est une K-variété géométriquement intègre définie sur K, V (K) est18

dense dans V , par le Lemme (3.5), et donc les deux définitions de dim(X)— en tant qu’en-19

sembleK-définissable et en tant queK-variété — coincident.20

Décrivons maintenant les propriétés de µ :21

Définition 4.26 : SoitX un ensembleK-définissable. Pour tout ensembleK-définissable Y ⊆X ,22

on note µX(Y ) ∶= 0 si dim(Y ) < dim(X) et µX(Y ) ∶= µ(Y )/µ(X) sinon.23

Proposition 4.27 : La fonction µX définit une mesure de probabilité finiment additive sur les24

sous-ensemblesK-définissables deX .25

Démonstration. Par définition µX(X) = 1. Comme, pour tout φ ∈ FZ(x, y), tout corps fini F26

suffisamment grand et tout a ∈ F y, φ(F,a) = ∅ implique F ⊧ φ(0,0)(a), dim(∅) = −∞ et27

µX(∅) = 0. Enfin, par induction à partir du Lemme (4.20), on montre que si les (Yi)i<n ⊆ X28

sontK-définissables disjoints, µX(⋃i Yi) = ∑i µ(Yi). ◻29

5 Théorie géométrique des modèles des corps PAC bornés30

5.1 Quelques notions de classification31

Une des notions fondamentales de la théorie desmodèle contemporaine, introduite par She-32

lah, est celle de ligne de partage (dividing line). L’idée est d’organiser l’espace des théories en33

identifiant certaines dichotomies parmi les théories qui séparent celle qui ont de «bonnes pro-34

priétés» (on parle aussi de théorèmes de structure) et celles qui non seulement n’ont pas ces35

«bonnes propriétés» mais ont même de «mauvaise propriétés» (on parle aussi de théorèmes36

de non-structure). Parmi les «bonnes propriétés», on recherche, par exemple, le fait de pou-37

voir distinguer les modèles par des invariants cardinaux— c’est historiquement ce qui a motivé38
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le travail de Shelah; ou encore la finitude de certains rangs, les propriétés des types, des suites1

indiscernables ou bien celles de la déviation1 (forking). Parmi les «mauvaise propriétés», on2

peut citer le fait d’avoir beaucoup de modèles à isomorphisme près, beaucoup de types, ou le3

fait d’encoder certaines configurations combinatoires comme un ordre ou un graphe aléatoire4

bipartite (c’est-à-dire les parties d’un ensemble)2.5

La ligne de partage la plus emblématique est sans aucun doute la stabilité :6

Théorème 5.1 : Soit T uneA-théorie, sont équivalents :7

1. pour toutM ⊧ T etA ⊆M , tout p ∈ S(A) est définissable ;8

2. pour toutM ⊧ T et p ∈ S(M), les héritiers et les cohéritiers de p coincident ;9

3. toute suite indiscernable est un ensemble indiscernable ;10

4. le rang deMorley local de toute formule est bien défini ;11

5. la déviation a un caractère local et pour toutM ⊧ T , tout p ∈ S(M) est stationnaire ;12

6. aucune formule φ ∈ FA(x, y) n’a la propriété de l’ordre dans aucun modèle de T ;13

7. il existe un cardinal λ tel que pour toutM ⊧ T avec ∣M ∣ ⩽ λ, ∣S(M)∣ ⩽ λ ;14

On dit que T est stable quand ces conditions équivalentes sont vérifiées. On remarque que15

les propriétés 1 à 5 sont de «bonnes propriétés» alors que 6 et 7 sont la négations de «mauvaise16

propriétés». Nous allons maintenant donner certaines de ces définitions, puis les illustrer dans17

ACF :18

Définition 5.2 (Types définissables, héritiers, cohéritier) : Soit T une A-théorie, B ⩽ M ⊧ T et19

p ∈ SMx (B). On dit que :20

• p est A-définissable si, pour toute formule φ ∈ FA(x, y), il existe θ ∈ FA(y) telle que, pour21

tout b ∈ By ,22

φ(x, b) ∈ p si et seulement siM ⊧ θ(b).23

On note souvent dpxφ(x, y) ∶= θ(y).24

• p est un héritier (heir) de p∣A si, pour toute formuleφ ∈ FA(x, y) et b ∈ By tel queφ(x, b) ∈25

p, il existe a ∈ Ay tel que φ(x, a) ∈ p.26

• p est finiment satisfiable dansA (on dit aussi que p est un cohéritier (coheir) de p∣A) si, pour27

toute formule φ(x) ∈ p, il existe a ∈ Ax tel queM ⊧ φ(a).28

Remarque 5.3 : tp(b/A[c]) est un héritier de tp(b/A) si et seulement si tp(c/A[b]) est un29

cohéritier de tp(c/A).30

Proposition 5.4 : Soit F ⩽K des corps, avec F ⊧ ACF et p ∈ SKa

x (K). Sont équivalents :31

1. p est F -définissable ;32

2. p est un héritier de p∣F ;33

3. p est finiment satisfiable dans F ;34

4. pour tout a ⊧ p (dans L ⊧ ACFK), F (a) ⫝linF K ;35

5. il existe a ⊧ p (dans L ⊧ ACFK) tel que F (a) ⫝linF K ;36

6. IK(p) ∶= {f ∈K[X] ∶ f ≃ 0 ∈ p} est défini sur F .37

Démonstration.38

1cf.Définition (5.19). Dans les corps PAC bornés c’est la disjonction algébrique.
2Je recommande [Con] qui donne un panorama essentiellement exhaustif et interactif de ces lignes de partages.
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1⇒ 2 Soit φ ∈ FZ(xy) une formule et b ∈ Ky tel que φ(x, b) ∈ p. On a alors F ≽ Ka ⊧1

∃y dpxφ(x, y) et donc il existe a ∈ F tel que F ⊧ dpxφ(x, a) et donc φ(x, a) ∈ p.2

2⇒ 4 Soit (λI)∣I ∣⩽d ∈K non tous nuls tels que∑I λIaI = 0. On a donc⋁I λI ≠ 0 ∧∑I λIxI =3

0 ∈ p et il existe donc µi ∈ F non tous nuls tels que ∑I µIaI = 0. Toute sous-famille4

F -linéairement indépendante de la famille (aI)I ∈ F [a] reste donc K-linéairement in-5

dépendante.6

4⇒ 5 C’est évident puisque p est consistent.7

5⇒ 6 C’est une conséquence immédiate de Proposition (2.39) puisque IK(p) = IK(a).8

6⇒ 1 Soient (Pi)i<n ∈ F [x] des générateurs de IK(p). Pour tout Q ∈ Z[x, y], et b ∈ Ky,9

Q(x, b) ≃ 0 ∈ p si et seulement si Ka ⊧ ∀x⋀⋀i Pi(x) ≃ 0 → Q(x, b) ≃ 0. On a donc10

prouvé l’existence de dpxP (x, y) ≃ 0. L’existence de dpxφ(x, y) suit par induction sur φ.11

2⇔ 3 Soit b ∈ K tel queK = F (b). Le type p ∶= tp(a/F (b)) hérite de tp(a/F ) si et seulement12

si F (a) ⫝linF F (b) si et seulement si F (b) ⫝linF F (a) si et seulement si tp(b/F (a)) hérite13

de tp(b/F ), c’est à dire que tp(a/F (b)) cohérite de tp(a/F ). ◻14

Une autre avatar de la stabilité deACF est l’unicité des extensions algébriquement indépen-15

dantes régulières :16

Lemme 5.5 : Soit f ∶K1 →K2 et g ∶ L1 → L2 des isomorphismes deF -corps avec tels queK1 ⫝algF17

L1,K2 ⫝algF L2 —en particulier, on suppose que lesKi etLi sont des sousF corps d’unmême corps18

Ωi — et F ⩽ K1 est régulière. Il existe alors un isomorphisme de L-corps h ∶ K1L1 → K2L2 qui19

étend f et g.20

Démonstration. Comme F ⩽ K1, et donc F ⩽ K2, sont régulières,K1 ⫝linF L1 etK2 ⫝linF L2.21

On a alors f ⊗F g ∶K1L1 ≅K1 ⊗F L1 ≅K2 ⊗F L2 ≅K2L2. ◻22

Malheureusement, les corps PAC stables sont plutôt rares :23

Théorème 5.6 (Duret, 1980) : Un corps PAC stable est séparablement clos.24

Lamesure pseudo-finie permet cependant de voir que les corps pseudo finis ne sont pas non25

plus trop loin dans la hiérarchie de la classification :26

Proposition 5.7 (La propriété de l’ordre strict) : Soitφ ∈ FZ(x, y). Il existeN ∈ Z⩾0 tel que pour27

toutK ⊧ PSF et (ai)i⩽n ∈Ky , si φ(K,ai) ⊂ φ(K,aj), pour tous i < j, alors n ⩽ N .28

Démonstration. Soit K ⊧ PSF. On va montrer, par induction sur maxi dim(φ(x, ai)), que29

toute suite φ(K,ai) croissante pour l’inclusion est stationnaire. Simaxi dim(φ(x, ai)) = −∞,30

φ(K,ai) = ∅ est constante. En général, comme φ(K,ai) ⊂ φ(K,ai+1), la suite des paires31

(d(φ(x, ai)), µ(φ(x, ai))) est croissante, pour l’ordre lexicographique. Comme elle est bor-32

née par le Théorème (4.16), elle est stationnaire. Soit i0 tel qu’elle soit contante au delà de i0.33

On a µφ(x,ai)(φ(x, ai0)) + µφ(x,ai)(φ(x, ai) ∧ ¬φ(x, ai0)) = 1 = µφ(x,ai)(φ(x, ai0)) et donc34

µφ(x,ai)(φ(x, ai)∧¬φ(x, ai0)) = 0, c’est à diredim(φ(x, ai)∧¬(φ(x, ai0))) < dim(φ(x, ai0)).35

Par induction cette suite est stationnaire, c’est donc aussi le cas de la suite originale.36

La proposition suit alors par compacité. ◻37

Onverra que, plus généralement, les corpsPAC bornés sont simples. Lamesure pseudo-finie38

nous permet déjà de montrer la propriété suivante, plus forte que la propriété de l’ordre strict39

et qui implique la simplicité :40
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Proposition 5.8 (La propriété S1) : Soit φ ∈ FZ(x, y) et ψ ∈ FZ(x, z). Il existeN ∈ Z⩾0 tel que1

pour toutK ⊧ PSF, (ai)i⩽n ∈ Ky et c ∈ Kz , si dim(φ(K,ai) ∩ φ(K,aj)) < dim(φ(K,ai) ∩2

ψ(K,c)) = dim(ψ(K,c)), pour tout i ≠ j, alors n ⩽ N .3

Démonstration. Supposons, au contraire qu’il existe K ⊧ PSF, c ∈ Kz et (ai)i⩾0 ∈ Ky tels4

que pour tout i ≠ j, dim(φ(x, ai) ∩ φ(x, aj)) < dim(φ(x, ai) ∩ ψ(x, c)) = dim(ψ(x, c)). Par5

finitude, ε ∶= mini µ(φ(x, ai)) > 0. On a alors 1 ⩾ µψ(x,c)(⋁i<nψ(x, ai) ∧ ψ(x, c)) ⩾ nε, ce6

qui est une contradiction. La proposition suit alors par compacité. ◻7

5.2 Amalgamation et théories simples8

Soit K ⊧ PPACd. On note F l’image de Cd dans K. Soit de plusW un ensemble de sous-9

ensembles de n ∶= {0, . . . , n − 1} clos par sous-ensemble.10

Définition 5.9 : UnW -système d’amalgamation dansK est un système cohérent de morphismes11

fv,w ∶ Av → Aw de sous-F -algèbres de K , pour tous v ⊂ w ∈ W , avec Aw = F (Aw)a ∩K . On12

suppose de plus que pour tout w ∈ W non vide, les (f{i},w(A{i}))i∈w ⊆ Aw sont algébriquement13

indépendants sur f∅,w(A∅) etAw ⊆ F (f{i},w(A{i}) ∶ i ∈ w)a.14

Par laProposition (3.61), lesmorphismesfv,w ∶ Av →K sontK-élémentaires. Enparticulier,15

l’extension fv,w(Av) ⩽ Aw ⩽K est régulière. On noteP−(n) =P(n) ∖ {n}. P(⋅) dénote
l’ensemble des
parties.

16

Théorème 5.10 (Amalgamation supérieure, Hrushovski, 1991) : ToutP−(n)-système d’amal-17

gamation f se prolonge en unP(n)-système d’amalgamation g, dansK● ≽ K ; c’est à dire, pour18

tout v ⊂ w ∈P−(n), gv,w = fv,w.19

Démonstration. On procède par induction sur n. Le cas n = 1 est trivial. Soit f unP−(n + 1)-20

système d’amalgamation. Par induction, le P−(n)-système d’amalgamation gv,w ∶ Cv → Cw,21

où gv,w ∶= fv∪{n},w∪{n} et Cw ∶= Aw∪{n}, peut se prolonger en unP(n)-système que l’on note22

aussi g. On remarque que g n’induit pas unP(n + 1)-système qui prolonge f : il nousmanque23

la fonctionAn → Cn.24

Pour tout w ⊂ n, on note Bw∪{n} ∶= gw,n(Aw∪{n}) ⩽ Cn. Soit Bn ∶= ∏w⊂nBw∪{n} ⩽ Cn.25

Pour tout w ⊂ n, on note Bw ∶= gw,n(fw,w∪{n}(Aw)) ⩽ Cn etB− ∶= ∏w⊂nBw ⩽ Bn. On note26

aussiA− ∶=∏w⊂n fw,n(Aw) ⩽ An.27

Comme A{i} ⫝algA∅ ∏j<iA{j} et B{i} ⫝
alg
B∅ ∏j<iB{j}, on peut étendre par induction sur i le28

l’isomorphisme, g0 ∶ A∅ → B∅ en un isomorphisme gi ∶ ∏j<iA{j} → ∏j<iB{j} (cf. lemma29

Lemme (5.5)). Par la Proposition (3.58), on étend gn en un isomorphisme g− ∶ A− → B− qui30

s’étend lui mème à g− ∶ (A−)a ⊇ An et on noteBn ∶= g−(An).31

Assertion 5.11 : Bn ⫝linB∅ B
a
∅.32

Démonstration. Les extensionsB∅ ⩽ B{n} ⩽ Cn sont régulières, i.e. Cn ⫝linB∅ B
a
∅. PuisqueBn ⩽33

Cn, l’assertion en découle. ◊34

Assertion 5.12 : Bn ⫝linB− Ba
∅B
−.35

Démonstration. L’extensionB∅ ⩽ Bn est régulière et doncBn ⫝linB− Ba
∅B
−. ◊36

Assertion 5.13 : Ba
∅Bn ⫝linBa

∅B
− Ba

∅Bn.37
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Démonstration(Assertion (5.13)). On veut montrer queB∅Ba
n ⫝linBa

∅
Ba
∅Bn. Il suffit donc de le1

faire pour sous algèbres de type fini de B∅Ba
n ⩽ (Ba

∅B
−)a. Comme tous les corps considérés2

sont parfait, une telle extension est engendrée par un unique c ∈ (Ba
∅B
−)a. Il suffit alors de3

vérifier que les puissances de c qui sont linéairement indépendantes sur Ba
∅B
− le restent sur4

Ba
∅Bn —autrement dit le polynôme minimal P de c surBa

∅B
− est irréductible surBa

∅Bn.5

SoientQ,R ∈ Ba
∅[x, y], unuplet bn ∈ B{n} etdw ∈ Bw(bn)a, tel queP (x) = Q(x, d)R(x, d).6

Comme Ba
∅Bn ⫝linBa

∅
Ba
∅B
−, par la Proposition (5.4), tp(bn/B−) est finiment satisfiable dans7

Ba
∅ et donc il existea ∈ Ba

∅ et ew ∈ (Bwa)a ⩽ Ba
w ⩽ Ba

∅B
− tel quedeg(Q(x, e)) = deg(Q(x, d))8

et P (x, b) = Q(x, e)R(x, e). Comme P est irréductible surBa
∅B
−, deg(Q(x, e)) est soit égal à9

deg(P (x, b)) soit nul, ce qui conclut la preuve. ◊10

Assertion 5.14 : L’extensionB∅ ⩽ BnBn est régulière.11

Démonstration. On aBn ⫝linB− Ba
∅B
− etBa

∅Bn ⫝linBa
∅B

− Ba
∅Bn ; d’oùBn ⫝linB− Ba

∅Bn. En particu-12

lier,BnBn ⫝linBn
Ba
∅Bn. De plus,Bn ⫝linB∅ B

a
∅ et doncBnBn ⫝linB∅ B

a
∅. ◊13

Par le Lemme (2.52), on trouve un corps algébriquement clos C contenant K et un mor-14

phisme de A∅-algèbre f ∶ BnBn → C tel que f(BnBn) ⫝algA∅ K — la structure de A∅-algèbre15

deBnBn est donnée par l’isomorphismeA∅ → B∅.16

Assertion 5.15 : L’extensionK ⩽Kf(BnBn) est régulière.17

Démonstration. On a f(BnBn) ⫝algA∅ K
a et donc, comme B∅ ⩽ BnBn, f(BnBn) ⫝linA∅ K

a ;18

d’oùKf(BnBn) ⫝linK Ka. ◊19

Il existe donc unmorphismeh ∶Kf(BnBn)→K● tel que h∣K est élémentaire.Onprolonge20

alors f àP(n + 1) en posantAn+1 ∶= f(BnBn)a ∩K●. ◻21

Corollaire 5.16 (Théorème d’indépendance) : SoitK ⊧ PPACd,A = Aa ∩K ⩽K une sous-Cd-22

algèbre, a1 ∈ Kx, a2 ∈ Ky avec A(a1) ⫝algA A(a2) et c1, c2 ∈ Kz tel que c1 ≡A c2 et A(ci) ⫝algA23

A(ai), pour i = 1,2. Il existe alors c ∈ K● ≽ K tel que c ≡A(ai) ci, pour i = 1,2, et A(c) ⫝algA24

A(a1a2).25

Démonstration. SoitA∅ ∶= A,A{i} ∶= A(ai)a∩K pour i = 1,2 etA{0} ∶= A(c1)a∩K ≅ A(c2)a∩26

K. On pose aussi A{1,2} ∶= A(a1a2)a ∩K et A{0,i} ∶= A(aici)a ∩K. Les fonctions fvw sont27

toutes des inclusions sauf f{0},{0,2} qui est induit par l’isomorphismeA(c1)a∩K ≅ A(c2)a∩K.28

On a alors unP−(3)-système d’amalgamation dansK qui, par le Théorème (5.10), se prolonge29

en un P(3)-système d’amalgamation dans K● ≽ K. On trouve alors, dans A{0.1,2}, a′i et c′30

algébriquement indépendants sur A tels que c′a′i ≡A ciai et a′1a′2 ≡A a1a2. Quitte à agrandir31

K● on trouve c tel que ca1a2 ≡ Ac′a′1a′2 qui a donc toutes les propriétés voulues. ◻32

Définition 5.17 (Division) : SoitM uneA-algèbre, φ ∈ FA(x, y) et b ∈My . On dit que φ(x, b)33

divise (divides) surA s’il existe k ∈ Z>0 et (bi)i⩾0 ∈M● ≽M tel que bi ≡A b et tout sous-ensemble34

de taille k de {φ(x, bi) ∶ i ⩾ 0} est inconsistant.35

La définition de la division peut être simplifiée un peu en utilisant une suite indiscernable :36

Remarque 5.18 : La formule φ(x, b) divise sur A si et seulement s’il existe une suite indiscer-37

nable (bi)i⩾0 ∈M● ≽M tel que b0 = b et {φ(x, bi) ∶ i ⩾ 0} est inconsistant.38
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Définition 5.19 (Déviation) : SoitM une A-algèbre. Un type partiel p(x) surM dévie ( forks)1

surA s’il implique une disjonction finie de formules ψi ∈ FM●(x), oùM● ≽M , telles que chaque2

ψi divise surA.3

Notation 5.20 (⫝f ) : Pour toutes A-algèbres B,C,E ⩽ M , on note B ⫝fE C si tp(B/C) ne4

dévie pas surE.5

Définition 5.21 (Théorie simple) : Une A-théorie T est simple si ⫝f a un caractère local : pour6

toutes sous-A-algèbresB,C ⩽M ⊧ T , avecB de type fini, il existe une sous-A-algèbreE ⩽ C telle7

que ∣E∣ ⩽ ∣A∣ + ℵ0 etB ⫝fE C ;8

Théorème 5.22 (Kim-Pillay, 1997) : Soit T uneA-théorie etB ⫝E C une relation sur les triplets9

de sous-A-algèbresB,C,E ⩽M ⊧ T . Sont équivalents :10

1. T est simple et ⫝=⫝f ;11

2. ⫝ vérifie, pour tous M,M ′ ⊧ T , tous uples b, c, e, a1, a1, c1, c2 ∈ M et b′, c′, e′ ∈ M ′ et12

sous-A-algèbresB,E,C,D ⩽M :13

(Invariance) tpMA (bce) = tpMA (b′c′e′) etA[b] ⫝A[e] A[c] impliqueA[b′] ⫝A[e′] A[c′] ;14

(Monotonicité) B ⫝E CD impliqueB ⫝E C etB ⫝EC D ;15

(Transitivité) B ⫝E C etB ⫝EC D impliquentB ⫝E CD ;16

(Symétrie) B ⫝E C implique C ⫝E B ;17

(Caractère fini) B ⫝E C0 pour touteA-algèbre C0 ⩽ C de type fini impliqueB ⫝E C ;18

(Existence) il existe b′ ∈M● ≽M tel que b′ ≡E b etA[b] ⫝algE C ;19

(Caractère local) il existe C0 ⩽ C tel que ∣C0∣ ⩽ ∣A∣ + ∣B∣ + ℵ0 etB ⫝C0 C ;20

(Indépendance) il existe c ∈ N● ≽ N tel que c ≡MAi ci et c ⫝M A[a1a2].21

Remarque 5.23 : Il existe une caractérisation similaire de la stabilité. Il faut remplacer l’indé-22

pendance par la propriété plus forte de stationarité sur les modèles : soitM ⊧ T , B, C1 et C223

des sous-A-algèbres de modèles de T telles que C1 ≡M C2 et Ci ⫝M B, pour i = 1,2, on a alors24

C1 ≡B C2.25

Proposition 5.24 : La théorie PPACd est simple et ⫝f=⫝alg.26

Démonstration. Il suffit de vérifier que ⫝alg vérifie les propriétés du Théorème (5.22). L’inva-27

riance est évidente puisque qu’il suffit que BCE ≅ B′C ′E′ pour que ⫝alg soit préservé. La28

monotonicité et la transitivité suivent de l’additivité du degré de transcendance dans les tours29

d’extensions. La symétrie aussi (cf. Lemme (2.48)). Le caractère fini provient du fait que pour30

tout corps algébriquement clos est l’union des clôtures algébriques de ses sous-corps de type31

fini.32

L’existence suit du théorèmed’amalgamationpourn = 2.Mais c’est un cas facile à voir : soient33

B,C,E ⩽K ⊧ PPACd desCd-algèbres. SoitB ∶= Ba ∩K. Par le Lemme (2.52), il existeΩ ⩾K34

et B′ ⩽ Ω tel que B ≅E B
′ et B′ ⫝algE K. En particulier B′ ⫝algE C. De plus, B′ ⫝algEa∩K Ka et35

donc B′ ⫝linEa∩K Ka. Il s’ensuit queKB′ ⫝linK Ka, c’est-à-direK ⩽ KB′ et donc B′ se plonge36

(au dessus deE) dansK● ≽K. Par la Proposition (3.61)B ≡E B
′.37

Pour ce qui est du caractère local, soit b ∈ Bx qui engendreB (en tant qu’anneau). Soit V la38

C-clôture de Zariski de b etE le corps de définition deB. Par noethérianité de C[x], ∣E∣ ⩽ ℵ0.39

Par la Proposition (2.39),E[b] ⫝linE C, en particulierB ⫝algE C.40

L’indépendance, enfin, a été démontrée au Corollaire (5.16). ◻41
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5.3 Les imaginaires1

Ona vu dans la Proposition (4.8), que touteF -variétéV a un plus petit corps de définition et2

que ce corps est laissé fixepoint par point par les automorphismesqui stabilisentV globalement.3

Le but de cette section est d’étendre ce résultats à tous les ensembles définissables dans un corps4

PPACd.5

Pour des raisons qui deviendront apparentes plus tard (cf. Définition (5.36)), nous allons6

sortir du cadre du langage des anneaux et commencer à travailler dans le cadre général de la7

logique du premier ordre avec des sortes.8

Définition 5.25 (Language) : Un language L est la donnée de :9

• un ensembleX— ce sont les sortes de L ;10

• pour tout uple finiX ∈ X, un ensembleRX — ce sont les relations sur∏iXi ;11

• pour tout uple fini X ∈ X et singleton Y ∈ X, un ensemble fX,Y — ce sont les fonctions12

∏iXi → Y .13

On fixe L un language.14

Définition 5.26 (Structure) : Une L-structure et la donnée de :15

• pour toutX ∈ X un ensembleX(M) ;16

• pour toutR ∈RX un sous-ensembleR(M) ⊆∏iXi(M) ;17

• pour tout f ∈ fX,Y une fonction fM ∶∏iXi(M)→ Y (M).18

On fixe des ensembles dénombrables disjoints (VX)X∈X — les variables de sorteX .19

Définition 5.27 (Syntaxe) : Pour tout uple x ∶= (xi)i de variables et singleton Y ∈ X, on définit20

l’ensemble des termes par induction :21

• xi ∈ T(x,Xi) où xi ∈ VXi ;22

• si f ∈ fX,Y et pour tout i, ti ∈ T(z,Xi), alors f(t) ∈ T(z, Y ).23

On définit aussi l’ensemble des formules F(x) par induction :24

• siR ∈RX,Y et pour tout i, ti ∈ T(z,Xi), alorsR(t) ∈ F(z) ;25

• si t1, t2 ∈ T(x,X), t1 ≃ t2 ∈ F(x) ;26

• � ∈ F(x) ;27

• si φ,ψ ∈ F(x), alors φ→ ψ ∈ F(x) ;28

• si φ ∈ F(yx), alors ∃y φ ∈ F(x).29

On définit alors demanière évidente l’interprétation d’un terme et d’une formule et on peut30

refaire toutes la théorie des modèles dans ce nouveau cadre. Pour toute L-structureM et tout31

A ⊆ M , on note L(A) le language L enrichi d’une constante par élément de A. On munitM32

de sa L(A)-structure naturelle.33

Revenons maintenant à la question des plus petits ensembles de définition. On fixeM une34

L-structure et X un ensemble L(M)-définissable, en les variables x— c’est à dire X ⊆ ∏iXi35

où xi ∈ VXi .36

Définition 5.28 : Soit φ ∈ F(xy) une formule. On dit que a ∈My est un paramètre canonique37

deX via φ si pour tout c ∈My ,38

φ(M,c) =X(M) si et seulement si c = a.39
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Onautorise y a être le uple vide. Leuple vide est unparamètre canoniquedeX si et seulement1

siX est L-définissable. En écrivant les
preuves, je me
suis rendu
compte que je
ne faisais pas
assez attention
aux ensembles
L-définissables.
J’autorise
explicitement le
uple vide
comme
paramètre
canonique pour
ne pas casser
bêtement les
équivalences
plus tard.

2

SoitA ⊆M — c’est à direA ⊆ ⋃X∈XX(M). On dit que a ∈M est L(A)-définissable si {a}3

est L(A)-définissable. On note dcl(A) ∶= {a ∈M ∶ a est L(A)-définissable}.4

Lemme 5.29 : Soit a un paramètres canonique deX (via une formule φ). Pour toutA ⊆M , sont5

équivalents :6

1. X est L(A)-définissable ;7

2. a ∈ dcl(A) ;8

3. dcl(a) ⊆ dcl(A).9

Démonstration.10

1⇒ 2 Soit ψ ∈ FA(x) qui définitX . On a alors, pour tout c ∈My,M ⊧ ∀xφ(x, c)↔ ψ(x) si11

et seulement si c = a ce qui prouve que a ∈ dcl(A).12

2⇒ 1 Soit ψ ∈ FA(y) qui définit a et θ(x) ∶= ∃y ψ(y) ∧ φ(xy) ∈ FA(x). On a θ(M) = X(M)13

qui est donc bien L(A)-définissable.14

2⇒ 3 On peut vérifier que dcl(dcl(C)) = C et si C ⊆ A, on a dcl(C) ⩽ dcl(B). Il s’ensuit que15

dcl(a) ⊆ dcl(dcl(A)) = dcl(A).16

3⇒ 2 On a a ∈ dcl(a) ⊆ dcl(A). ◻17

On a donc que dcl(a) est le plus petit ensemble dcl-clos de définition deX .18

Remarque 5.30 : On a aussi, pour tout σ ∈ Aut(M), σ(X) =X si et seulement si σ∣dcl(a) = id.19

On fixe maintenant T une L-théorie. Le principal problème pour appliquer les résultats ci-20

dessus, c’est que les paramètres canoniques n’existent pas toujours...21

Définition 5.31 (Élimination des imaginaires, Poizat, 1983) : On dit que22

• T élimine les imaginaires si pour tout ensemble L(M)-définissable, où M ⊧ T , il existe23

φ ∈ F(xy) et b ∈M z un paramètre canonique deX via φ.24

• T élimine uniformément les imaginaires si pour tout Y ⊆ X × V L-définissables, il existe25

Z ⊆ X ×W L-définissables tel que pour toutM ⊧ T et a ∈ V (M), il existe un unique26

b ∈W (M) tel que Ya(M) ∶= {c ∈X(M) ∶ ca ∈ Y } = Zb(M).27

Un reformulation syntaxique de l’élimination uniforme est la suivante : pour toute formule28

φ ∈ F(xv), il existe des formules ψ ∈ F(xw) et θ ∈ F(w) telles que :29

T ⊧ ∀v∃w0 (θ(w0) ∧ ∀wθ(w)→ ((∀xφ(x, v)↔ ψ(x,w))↔ w = w0)) .30

La définition de l’élimination uniforme des imaginaires est plus compliquée que la définition31

naïve la plus naturelle — en particulier, θ est nécessaire pour obtenir la Proposition (5.34).32

La terminologie semble probablement un peu obscure, mais elle fait référence au fait que,33

lors du développement de la théorie de stabilité, Shelah nomme les classes d’équivalences de re-34

lations d’équivalence définissables des «imaginaires»; et comme l’on verra plus loin— cf. Pro-35

position (5.34)— l’élimination (uniforme) des imaginaires a trait au fait de pouvoir remplacer36

ces éléments «imaginaires» par des éléments «réels».37

Définition 5.32 (Quotient représenté) : SoitM L-structure,A ⊆M ,X etE ⊆X2 des ensembles38

L(A)-définissables tels que E(M) est une relation d’équivalence sur X(M). On dit que E est39
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représentée surA dansM s’il existe une fonctionL(A)-définissable f ∶X → Y telle que, pour tous1

c1, c2 ∈X(M) :2

M ⊧ c1Ec2 ↔ f(c1) = f(c2).3

La fonction f induit alors une bijectionX(M)/E(M) ≅ f(X(M)) et l’ensemble «L(M)-4

interprétable»X/E peut être identifié avec l’ensemble L(M)-définissable f(X).5

Définition 5.33 : On dit que les unions disjointes sont représentées dans T si pour tout uples finis6

X,Y ∈ X, il existe un uple Z ∈ X et des fonctions L-définissables injectives , ιX ∶ X → Z et7

ιY ∶ Y → Z dont les images sont disjointes (modulo T ).8

C’est à dire qu’il existe des formules φ ∈ F(xz) et ψ ∈ F(yz) avec x ∈ VX ∶= ∏i VXi , y ∈ VY
et z ∈ VZ telles que :

T ⊧∀x (∃z φ(xz) ∧ ∀z1∀z1φ(xz1) ∧ φ(xz2)→ z1 = z2)∧
∀y (∃z ψ(yz) ∧ ∀z1∀z1ψ(yz1) ∧ ψ(yz2)→ z1 = z2)∧
∀x∀y∀z ¬(φ(xz) ∧ φ(yz)).

On identifie ici un uple de sortes X avec l’ensemble L-définissable ∏iXi. On autorise de9

nouveau le uple vide dont le seul point est le uple vide. En particulier, quitte à prendre pourX10

et Y le uple vide, on voit qu’il existe une sorte S qui contient deux éléments de dcl(∅).11

Nous pouvons maintenant décrire les liens entre l’élimination, l’élimination uniforme des12

imaginaires et la représentation des quotients :13

Proposition 5.34 : On suppose que les unions disjointes sont représentées dansT . Sont équivalents : J’ai réorganisé
les équivalences
après m’être
rendu compte
qu’aucun de ces
trois énoncés
n’implique la
représentation
des unions
disjointes...
J’avais oublié
deux structures
pénibles : la
structure vide et
la structure
singleton.
Mon plan
initial était de
modifier la
syntaxe pour
incorporer les
unions
disjointes de
produits de
sortes, mais ça
rendait la
syntaxe encore
un peu plus
incompréhen-
sible.

14

1. T élimine uniformément les imaginaires ;15

2. toute relation d’équivalence L(A)-définissable, oùA ⊆M ⊧ T , est représentée surA ;16

3. T élimine les imaginaires.17

Démonstration.18

1⇒ 2 Soient φ ∈ F(xy) et ψ ∈ F(x1x2y) et a0 ∈ Ay tels que ψ(M,M,a0) soit une relation19

d’équivalence sur φ(M,a0). Soit Z ⊆ X ×W tels que pour tout ca ∈ φ(M,M), il existe20

un unique b ∈W (M) tel que Zb = ψ(M,c, a). On note f la fonction L(a0)-définissable21

qui à tout c ∈ φ(M,a0) associe l’unique b tel que ci-dessus. Comme ψ(M,c, a0) est la22

classe de c ∈ φ(M,a0), on a f(c1) = f(c2) si et seulement si ψ(M,c1, a0) = Zf(c1) =23

Zf(c2) = ψ(M,c2, a0), i.e.M ⊧ ψ(c1, c2, a0).24

2⇒ 3 Soit φ ∈ F(xy). On considère ψ(y1, y2) ∶= ∀xφ(xy1) ↔ φ(xy2) ∈ F(y1y2) qui définit25

une relation d’équivalence E L-définissable sur le produit de sortes Y de y. Soit f ∶ Y →26

W L-définissable qui représente E. Soit a0 ∈My tel que φ(M,a0) ≠ ∅. On définit alors27

θ ∶= ∃y f(y) = w ∧ φ(x, y) ∈ F(xw). Pour tout c ∈Mw, soit c ∈ f(Y (M)) et θ(M,c) =28

φ(M,a), pour tout a ∈My tel que f(a) = c. Si c ∉ f(Y (M)), θ(M,c) = ∅. On a donc29

bien θ(M,c) = φ(M,a0) si et seulement si c = f(a0). Si φ(M,a0) = ∅, on peut choisir30

θ ∶= � ∈ F(x) et le uple vide3 est alors un paramètre canonique de φ(M,a0) via θ.31

3Aux grand maux, les grands remèdes !
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3⇒ 1 Soient Y ⊂ X × V des ensembles L-définissables. Pour tout M ⊧ T et a ∈ V (M), il1

existe φ ∈ F(xw) et c ∈ Mw un paramètre canonique de Ya via φ. L’ensemble π(v) ∶=2

{¬∃w∀w′ (∀x,φ(xw′) ↔ xv ∈ Y ) ↔ w = w′ ∶ φ ∈ F} est donc inconsistant avec T .3

Il existe donc φi ∈ F(xwi), pour i < n, tels que pour tout M ⊧ T et a ∈ V (M), il4

existe i < n et c ∈ Mwi qui est un paramètre canonique de Ya via φi. Soient ιi ∶ Wi →5

W qui représentent l’union disjointe desWi, (uple de) sortes de wi. On définit θ(w) ∶=6

⋁i<n ∃wi ιi(wi) = w ∧⋀j⩽i∀wj(∀vj(∀xφj(xvj)↔ φi(xwi))↔ vj = wj)↔ ιj(wj) =7

ιi(wi) et ψ(xw) ∶= ⋁i<n ∃wi ιi(wi) = w ∧ φi(xwi). Pour tout a ∈ V (M) il existe un8

unique c ∈ θ(M) tel que Ya = ψ(M,c). ◻9

Remarque 5.35 :10

• les implications 1⇒ 2 et 2⇒ 3 n’utilisent pas la représentabilité des unions disjointes11

dans T .12

• Les énoncés 1,2 et 3 sont valables dans la théorie (à une sorte) de la structure vide (resp.13

du singleton), mais les unions disjointes ne sont pas représentées.14

• Supposons qu’il existe une sorte X ∈ X telle que T implique que X contient au moins15

deux éléments. Sont équivalents :16

1. T élimine uniformément les imaginaires ;17

2. Les quotients sont représentés dans T (l’énoncé 2) ;18

3. T élimine les imaginaires et les unions disjointes sont représentés dans T .19

• Supposons que L n’ait qu’une seule sorte et que T ∣dcl(∅)∣ ⩾ 2. Les unions disjointes20

sont alors représentées dans T . Si T élimine les imaginaires, la réciproque est vérifiée.21
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31/03Quitte à rajouter des sortes pour les points«imaginaires», onpeut toujours supposerqu’une1

théorie élimine les imaginaires :2

Définition 5.36 (La construction eq, Shelah) : On dénoteLeq le language augmenté d’une sorte On est en train
de construire la
théorie dont la
catégorie
syntaxique est le
prétopos associé
à la catégorie
syntaxique de
T .

Xφ,x et d’une fonction fφ,x ∶ ∏i VYi → Xφ,x où yi ∈ VYi , pour tout φ ∈ F(xy). On note T eq la
Leq-théorie :

T ∪ {∀z∃y fφ,x(y) ≃ z∧
∀y1y2 (fφ,x(y1) = fφ,x(y2)↔ (∀xφ(xy1)↔ φ(xy2))) ∶ φ ∈ F(xy)}.

Lemme 5.37 :3

• Pour toutM ⊧ T , il existe un uniqueM eq ⊧ T eq (à unique Leq(M)-isomorphisme près)4

tel que pour toutX ∈ FL,X(M eq) =M , pour toutR ∈RL,R(M eq) = R(M) et, pour tout5

f ∈ fL, fMeq = fM — on dit queM eq est un Leq-enrichissement deM .6

• SiN ⊧ T eq, alors la restrictionM ∶= N ∣L deN à L est un modèle de T . En particulier, il7

existe un unique Leq(M)-isomorphismeM eq ≅M N .8

• Pour toutφ ∈ FLeq(y), il existeψ ∈ FL(z) telle queT eq ⊧ ∀zφ(f(z))⇔ ψ(z), où fi(zi) =9

fθ,x(zi) si yi ∈ VXθ,x
et fi(zi) = zi = yi sinon.10

• T eq élimine uniformément les imaginaires.11

Démonstration.12

• Soit M eq le Leq-enrichissement de M tel que Xφ,x(M eq) = Y (M)/Eφ,x où y1Eφ,xy213

si φ(M,y1) = φ(M,y2). On interprète fMeq

φ,x ∶ Y (M) → Xφ,x(M) comme la pro-14

jection canonique. On vérifie aisément que M eq ⊧ T eq. Soit N ⊧ T eq un autre Leq-15

enrichissement deM . Pour tout a ∈ Xφ,x(N), il existe c ∈ Y (M) tel que fNφ,x(c) = a.16

On définit σ(a) = c/Eφ,x. Si a ∈M , on définit σ(a) = a. On peut alors vérifier que σ est17

bien défini et que c’est un Leq(M)-isomorphisme. De plus comme tout élément deN et18

deM eq est l’image par un terme d’un élément deM , cet isomorphisme est uniquement19

déterminé par sa restriction àM — ici l’identité.20

• Comme T ⊆ T eq, il est évident queM = N ∣L ⊧ T . Le reste suit du point précédent.21

• On procède par induction sur φ. Pour les formules atomiques de la forme φ ∶= R(t) où22

R ∈RL, puisque des variables de sortesXθ,x ne peuvent pas apparaître dans un terme de23

codomaine dansXL, on a donc φ(f(z)) = φ(y) ∈ FL et le résultat suit. Si φ ∶= t1 ≃ t2 où24

tj est de codomaine dans XL, le même raisonnement s’applique. Si tj est de codomaine25

Xθ,x, soit tj ∶= fθ,x(sj) où sj est un uple de L-termes— avec possiblement des variables26

inutiles des nouvelles sortes.Onposeψ ∶= ∀xθ(x, s1)↔ θ(x, s2) et le résultat suit. Sinon27

tj est la projection sur une variable xij et on peut prendre ψ ∶= ∀xθ(x, yi1)↔ θ(x, yi2).28

Ceci conclut le cas des formulas atomiques.29

Les combinaisons booléennes sont évidentes et si φ ∶= ∃tθ(yt), soit χ (et fg) obtenus30

par induction : T eq ⊧ ∀zs θ(f(z)g(s)) ↔ χ(zs). Comme g est surjective, on a alors31

T eq ⊧ ∀z (∃t θ(f(z)t)↔ ∃sχ(zs)).32

• Soient φ ∈ FLeq(xy) et ψ ∈ FL(vz) et gf tels qu’au dessus : T eq ⊧ ∀vz φ(g(v)f(z)) ↔33

ψ(vz). On a alors, puisque g est surjective, T eq ⊧ (∀xφ(xf(z1)) ↔ φ(xf(z2))) ↔34

(∀v ψ(vz1)↔ ψ(vz2)). Soit θ(xt) ∶= ∃z fψ,v(z) = t ∧ φ(xf(z)).35
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Pour tout a0 ∈ (M eq)y, soit b0 ∈ M z tel que f(b0) = a0 et c0 ∶= fψ,v(b0). Pour tout c ∈1

Xψ,v(M eq), on a θ(M,c) = φ(M,a0) si et seulement s’il existe b ∈M z tel que fψ,v(b) = c2

et ψ(M,b) = g−1(φ(M eq, f(b))) = g−1(φ(M eq, a0)) = φ(M eq, f(b0)) = ψ(M,b0), ce3

qui est équivalent à c = fψ,v(b) = fψ,v(b0) = c0. ◻4

On est alors en droit de se demander quelle est l’intérêt de la question de l’élimination des5

imaginaires. Si on étudie une théorie précise — au hasard, ACF— rendre une propriété (syn-6

taxique) vraie en changeant le language, que ce soit lamorleyisationpour l’éliminationdesquan-7

tificateurs ou la construction eq pour l’élimination des imaginaires, est profondément inutile.8

Ce dont il faut se rendre compte c’est qu’obtenir un résultat d’élimination à tout prix, n’est pas,9

en soit, intéressant. C’est leur contenu descriptif qui nous importe. Autrement dit, un résultat10

d’élimination des quantificateurs n’est pas simplement une formalité syntaxique, c’est un résul-11

tat de descriptiondes ensembles définissables. Ladescriptiondonnéepar l’éliminationdes quan-12

tificateurs dans le language morleyisé étant : «les ensembles définissables sont les ensembles13

définissables» cela ne nous avance pas à grand chose. De même, l’élimination (uniforme) des14

imaginaires dans T eq nous décrit les ensembles interprétables comme étant les ensembles inter-15

prétables. Ce résultat nous dit aussi : «quitte à rajouter des paramètres canoniques, on a des16

paramètres canoniques»; énoncé dont l’utilité est toute relative.17

Ceci étant, vouspourriez vous demander pourquoi alors est-ce qu’on s’intéresse à la construc-18

tion eq. La principale raison est que c’est un outil fondamental pour pouvoir raisonner sur les19

imaginaires : en en faisant des points «réels», onpeut leur appliquer tous les résultats de théorie20

des modèles qu’on a déjà prouvé. En particulier, cela peut aider à prouver un résultat d’élimina-21

tion des imaginaires et décrire ces points imaginaires que l’on vient de rajouter.22

On note dcleq la clôture définissable dansM eq ⊧ T eq.23

Définition 5.38 (Code) : SoitM une L-structure etX un ensemble L(M)-définissable. On note24

⌜X⌝ ∶= dcleq(a) où a ∈M eq est un paramètre canonique deX .25

Remarque 5.39 : C’est le plus petit ensembledcleq-clos de définition deX , qui ne dépend donc26

pas du choix de a.27

Lemme 5.40 : SoientM uneL-structure etX un ensembleL(M)-définissable. Sont équivalents :28

1. X admet un paramètre canonique — via une formule φ ∈ FL ;29

2. X est L(A)-définissable oùA ∶= ⌜X⌝ ∩M .30

Démonstration.31

1⇒ 2 Soit a ∈ M un paramètre canonique de X via φ(xy) ∈ FL. Par définition, on a ⌜X⌝ =32

dcleq(a) et donc a ∈ A. CommeX est L(a)-définissable, il est aussi L(A)-définissable.33

2⇒ 1 Soit e0 ∈ (M eq)y un paramètre canonique de X via φ ∈ FLeq(xy). Soient ψ ∈ FL(xz)34

et a0 ∈ M z tels que ψ(M,a0) = X(M). Par définition de A, il existe θ ∈ FLeq(yz) tel35

que θ(e0,M) = {a0}. Soit χ(xz) ∶= ∃y θ(yz) ∧ (∀xφ(xy) ↔ ψ(xz)) ∧ ψ(xz). Par le36

Lemme (5.37), on peut supposer que χ ∈ FL(xz).37

On a χ(M,a0) = ψ(M,a0) =X(M). Soit a ∈M z tel que χ(M,a) =X(M). On a donc38

e tel queM eq ⊧ θ(ea) et φ(M,e) = φ(M,a) = χ(M,a) = X(M) = φ(M,e0) et donc39

e = e0. D’où a ∈ θ(M,e0) = {a0} et a = a0. ◻40

Corollaire 5.41 : Sont équivalents :41
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1. T élimine les imaginaires ;1

2. Pour toutM ⊧ T et e ∈M eq, on a e ∈ dcleq(dcleq(e) ∩M).2

Démonstration.3

1⇒ 2 Si e ∈ M , l’énoncé 2 est évident. Si e ∈ Xφ,x(M eq), soit a ∈ M un paramètre cano-4

nique de f−1φ,x(e). Comme f−1φ,x(e) est Leq(e)-définissable, a ∈ dcleq(e) ∩M . Comme5

fφ,x(f−1φ,x(e)) = {e}, e ∈ dcleq(a).6

2⇒ 1 Soit φ ∈ FL(xy), M ⊧ T et a ∈ My. Comme e ∶= fφ,x(a) ∈ dcleq(dcleq(e) ∩M) =7

dcleq(⌜φ(x, a)⌝∩M), l’ensembleφ(x, a) est doncL(⌜φ(x, a)⌝∩M)-définissable et donc,8

par le Lemme (5.40), φ(x, a) admet un paramètre canonique dansM . ◻9

Il y a une classe d’imaginaires qui jouent un rôle un peu particulier : les paramètres cano-10

niques d’ensembles finis. Essentiellement parce que la distinction entre ensembles finis et infi-11

nis est plus notable que celle des singletons parmi les les ensembles finis, la clôture algébrique12

joue un rôle beaucoup plus important en théorie des modèles que la clôture définissable. En13

contrepartie, il est, en général, plus facile de trouver des paramètres canoniques à ensemble fini14

près.15

Soit A ⊆ M . On dit que a ∈ M est L(A)-algébrique — ou plus simplement algébrique16

sur A— s’il existe X L(A)-définissable fini tel que a ∈ X(M). On note acl(A) ∶= {a ∈ M ∶17

a est L(A)-algébrique}.18

Définition 5.42 (Élimination faible des imaginaires, Poizat, 1983) : On dit que T élimine fai-19

blement les imaginaires si pour toutM ⊧ T et e ∈M eq, on a e ∈ dcleq(acleq(e) ∩M).20

Remarque 5.43 : On pourrait aussi donner une définition syntaxique de l’élimination faible21

(uniforme) des imaginaires en terme de «paramètre presque canonique».22

Décrivonsmaintenant la différence entre l’élimination faible et l’élimination des imaginaires :23

Proposition 5.44 : Les énoncés suivants sont équivalents :24

1. T élimine les imaginaires ;25

2. T élimine faiblement les imaginaires et tout sous-ensemble fini deMx, oùM ⊧ T et x est26

un uple de variables, admet un paramètre canonique.27

Démonstration.28

1⇒ 2 C’est évident par le Corollaire (5.41) et le fait que dcleq ⊆ acleq.29

2⇒ 1 Soit e ∈ M eq. Par élimination faible, il existe un uple d ∈ acleq(e) ∩ M tel que e ∈30

dcleq(d). Soit φ ∈ FLeq(yx) tel que φ(M eq, e) est fini minimal qui contient d. Soit f31

Leq-définissable tel que f(d) = e. On a alors f(y) = e ∩ φ(y, e) équivalent à φ(y, e) par32

minimalité et donc f(φ(M eq, e)) = {e}. Soit b un paramètre canonique de φ(x, e). On33

a alors e ∈ dcleq(b) et b ∈ dcleq(e). ◻34

Commeon l’a vu, les paramètres canoniques ont un lien avec les automorphismes qui laissent35

globalement X invariant. On peut affiner ses résultats si l’on dispose de suffisamment d’auto-36

morphismes :37

Définition 5.45 : Soit κ un cardinal infini. La L-structureM est :38

• κ-saturée si tout p ∈ Sx(A) avecA ⩽M , ∣A∣ < κ et ∣x∣ < κ est réalisé dansM ;39

• fortement κ-homogène si tout f ∶ A→M avecA ⩽M , ∣A∣ < κ, s’étend en σ ∈ Aut(M/A).40
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Proposition 5.46 : Pour tout cardinal infini κ et toute L-structureM , il existeN ≽M κ-saturée1

et fortement κ-homogène.2

SoitM ℵ0-saturé et fortement ℵ0-homogène. On peut alors caractériser ⌜X⌝ en terme d’au-3

tomorphismes qui laissent globalementX invariant :4

Lemme 5.47 : SoitX un ensemble L(M)-définissable. On a :5

⌜X⌝ = {a ∈M eq ∶ ∀σ ∈ Aut(M eq), σ(X) =X ⇒ σ(a) = a}.6

Démonstration. Soita ∈M eq unparamètre canoniquedeX viaφ(xy). Siφ(M eq, a) =X(M) =7

σ(X(M)) = φ(M eq, σ(a)), on a alors a = σ(a) et donc σ∣dcleq(a) = iddcleq(a). On a doncmon-8

tré que ⌜X⌝ ⊆ {a ∈M eq ∶ ∀σ ∈ Aut(M eq), σ(X) =X ⇒ σ(a) = a}.9

Réciproquement, soit b ∉ ⌜X⌝ = dcleq(a). Il existe c ∈ M eq tel que c ≡⌜X⌝ b et c ≠ b. Soit10

σ ∈ Aut(M/⌜X⌝) tel que σ(b) = c. CommeX est Leq(⌜X⌝), on a σ(X) = X . Ce qui montre11

que ⌜X⌝ ⊇ {a ∈M eq ∶ ∀σ ∈ Aut(M eq), σ(X) =X ⇒ σ(a) = a}. ◻12

Une autre utilité des modèles saturés et homogènes est qu’on peut détecter la définissabilité13

au dessus de paramètres avec des automorphismes :14

Lemme 5.48 : Soit M κ-saturé et fortement κ-homogène. A ⊆ M avec ∣A∣ < κ et X L(M)-15

définissable. Sont équivalents :16

1. X est L(A)-définissable ;17

2. pour tout σ ∈ Aut(M/A), σ(X) =X .18

On note FA l’ensemble des L-formules à paramètres dansA.19

Démonstration.20

1⇒ 2 C’est une conséquence de la (version pour L quelconque de la) Proposition (1.19).21

2⇒ 1 Pour tout a, b ∈Mx tels que a ≡A b, il existe σ ∈ Aut(M/A) tel que σ(a) = b. On a donc22

a ∈ X si et seulement si b = σ(a) ∈ X . Par la Proposition (3.62), il existe φ(x) ∈ FA(x)23

telle queX(M) = φ(M), c’est à direX est L(A)-définissable. ◻24
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02/04Revenons à l’élimination des imaginaires dans les corps PPACd. On commence par les en-1

sembles finis :2

Proposition 5.49 : SoitK un corps. Tout ensemble finiC ⊆Kx admet un paramètre canonique.3

Démonstration. Quitte à passer à une extension élémentaire, on peut supposerK ℵ0-saturé et4

homogène. On note {c1, . . . , cn} ∶= C, Qi ∶= X −∑j ci,jYj et P ∶= ∏iQi. On remarque que5

lesQi sont irréductibles. Soit a le uple des coefficients de P . Pour tout σ ∈ Aut(K), σ(C) = C6

si et seulement si σ permute lesQi, si et seulement si σ(P ) = P , si et seulement si σ(a) = a. Il7

s’ensuit que a ∈ ⌜C⌝ ∩K et C est a-définissable. ◻8

Proposition 5.50 : SoitK un corps parfait et X ≠ ∅ un ensembleK-définissable. On note k ∶=9

acleq(⌜X⌝)∩K . Il alors existe une k-variétéV géométriquement intègre telle queX soit consistant10

avec le type desK-génériques de V .11

Démonstration. SoitW laK-clôture de Zariski deX . Par la Proposition (4.11), il existe Vi ⊆W12

desK-fermés de Zariski géométriquement intègres tels queX ⩽W (K) = ⋃i Vi(K). Il s’en suit13

queW = ⋃i Vi et on peut donc supposer que les Vi sont exactement les composantes géomé-14

triquement intègres deW . Soit V ∶= V0. Pour tout U ⊂ V ,K-fermé de Zariski, si V (K) ∩X ⊂15

U(K), alors X ⊆ U ∪ ⋃i≠0 Vi ⊂ W , une contradiction. Par compacité, X est donc consistant16

avec leK-générique de V .17

Soit k0 le corps de définition deW . CommeW est K-définissable, on a k0 ⊆ K. De plus,18

pour tout σ ∈ Aut(K/⌜X⌝), X ⩽ σ(W ) ∩W et donc σ(W ) = W . Il s’en suit que σ∣k0 = id.19

On a donc k0 ⊆ ⌜X⌝ par le Lemme (5.47). Comme V est ka0-définissable etK-définissable, elle20

est définie sur ka0 ∩K ⊆ acleq(⌜X⌝) ∩K = k. ◻21

Théorème 5.51 (Poizat, 1983) : La théorieACF élimine (uniformément) les imaginaires.22

Démonstration. Par les Propositions (5.44) et (5.49), il suffit demonter l’élimination faible. Soit23

K ⊧ ACF ℵ0-saturé et fortement ℵ0-homogène — en particulier, Keq est aussi ℵ0-saturé et24

fortement ℵ0-homogène. Soit e ∈ Keq et k ∶= acleq(e) ∩ K. Soit aussi a ∈ K un uple et f25

∅-définissable telle que e = f(a). Par la Proposition (5.50), il existe une k-variété géométri-26

quement intègre définie sur k dont le typeK-générique p est consistant avec f−1(e). Comme27

p est un K-type complet, p(x) ⊧ f(x) = e. Pout tout σ ∈ Aut(K/k), σ(p) = p et donc28

p(x) ⊧ σ(e) = f(x) = e. On a donc, par le Lemme (5.48), que e ∈ dcleq(k). Ce qui conclut la29

preuve. ◻30

Lemme 5.52 : Soit K un corps parfaitA ⊆Keq contenant acleq(A) ∩K , π un type partiel surA31

et k ∶= A ∩K . Il alors existe une k-variété V géométriquement intègre telle que π soit consistant32

avec le type desK-génériques de V .33

Démonstration. On suppose π clos par conjonction. Pour tout X ∈ π, on note VX la varié-34

té obtenue dans la Proposition (5.50). On remarque que ⌜X⌝ ⊆ dcleq(A) et donc VX est k-35

définissable. Comme il n’existe pas de chaîne strictement décroissante de variétés, il existe VX36

minimal pour l’inclusion. Comme π est clos par conjonction, ce minimum est en fait un plus37

petit élément, noté V = VX .38

Il reste à démontrer que π est consistant avec leK-générique de V . Soit Y ∈ π. On a VX∩Y =39

VX = V et par définitionX ∩ Y , et doncX , est consistant avec leK-générique de V . ◻40
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Théorème 5.53 (Hrushovski, 1991) : La théorie PPACd élimine (uniformément) les imagi-1

naires.2

Démonstration. Par les Propositions (5.44) et (5.49), il suffit demonter l’élimination faible. Soit3

e ∈ Keq, k = acleq(e) ∩K. On veut montrer que e ∈ dcleq(k). Soit f ∅-définissable et a ∈ K4

tel que e = f(a) et X = f−1(e). Par la Proposition (5.50), il existe c ⫝algk a tel que c ∈ X ,5

c’est-à-dire f(c) = e = f(a). Soit maintenant b ≡k a. Par le Lemme (5.52), on trouve b′ tel6

que b′ ≡acleq(e) b et b′ ⫝algk a. Comme b′ ≡k a, il existe d tel que db′ ≡k ca. En particulier,7

d ⫝algk b′, c ≡k d et f(d) = f(b′). Par le théorème d’indépendance, on peut supposer c = d et8

donc e = f(a) = f(c) = f(d) = f(b′). Comme b ≡acleq(e) b′, il s’en suit que f(b) = e. Par9

compacité, il existeX ∈ tp(a/k) tel que f(X) = {e} et donc e ∈ dcleq(k). ◻10
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