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1 Logigue du premier ordre (des anneanx)

Références 66

1 Logique du premier ordre (des anneaux)

1.1 Ultraproduits

On fixe V' un ensemble infini, qui consistera en notre ensemble de variables. On fixe aussi A
un anneau.

Définition 1.1 (Formules) : Soit T un uplet de V. L'ensemble Fa(T) des formules a paramétres
dans A et a variables T, est le plus petit ensemble tel que :

e pourtout P e A[T], P ~0e Fa(T);

e 1eFy (f),

* i, € FA(T), alors p —> 1 € Fa(T);

* sipeFay,x), alors Iy p € Fa(T).

Si ¢ € Fa(T), on la note souvent p(T). Les éléments des F4 (&) sappellent les A-énoncés.
Un ensemble de A-énoncés s'appelle une A-théorie. Pour toute A-algébre B, onnote Th(B) :=
{p € Fa(@) : B E ¢}.Si B’ est une autre A-algebre, on écrit B =4 B’ si Ths(B) = Tha(B’).
On dit que B et B’ sont A-élémentairement équivalents.

Définition 1.2 (La vérité selon Tarski) : Soit B une A-algebre, T un uplet de variablesetb € B® —
cest a dire un uplet de méme longuenr que T. On dit que b réalise o dans B, et on éerit B = ¢(b) :

* quand p = P ~ 0 avec P € A[7], si P(b) = 0;

* jamais, quand p = L;

* quand p =) — 0, si, quand B = (D), ona B = 6(b);

o quand o = Iy oi ) € Fa(y,T), s’il existe c € B tel que B = (c,b).

On définit Tt := {p € Fz (@) : pour tout corps fini F, F' £ ¢}, la théorie des corps finis, et

Tpst :=Tr U {3z1 ... 2y Nizj @i — 5 # 0}, la théorie des corps pseudo finis.
Définition 1.3 (Filtres et Ultrafiltres) : Soit I un ensemble. Un filtre sur I est un ensemble § <
B (1) tel que :

0 I c fS’;

* ¢S

e pourtout X €Y € I,5i X € §alorsY €§;

* pourtout XY € X nY €.
On dit que § est un ultrafiltre si, de plus :

* Pourtout X,Y c I, si X uY €, alors X eFouY €3.

Théoréme 1.4 (Los, 1955) : Soit I un ensemble, A un annean et, pour tout i € I, B; une A-
algebre. Soit 3 un ultmj_?ltre sur I. Alors b := {(b;); : {1 : b; = 0} € U} c [1; B; est un idéal et
pour tout p € Fo(T) et b; € B, on a

BE go(l_)) st et seulement si {i: B; £ 4,0(51‘)} € i,

ot B = T1; B;[b et b € BT est le uplet dont les coordonnées sont les (b; ;)i + b.

La A-algebre B sera notée [, B; et b sera noté [1;_, b;.
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1 Logigue du premier ordre (des anneanx)

Démonstration. Soient (x;);, (yi); € I1; Bi. Si (x;); € byalors {i : w; =0} € {i : y;w; =0} € U et
{i:2; =0} ¢ {i:z5y; = 0} €4, puisque cest un filtre. De méme, si on a aussi (y;); € b,ona
alors{i:z;=0}n{i:y; =0} c{i:m;+y; =0} e L.

On procede maintenant par induction sur ¢.

* Sigp=P~0,avec P e A[Z],ona B & o(b) si et seulement si P(b) = 0, si et seulement si
(P(b;)); € b, si et seulement si {B; £ ¢(b;)} = {i: P(b;) = 0} € 4.

*Sigp=1,onaBrp(b)et{i: B L} = ¢l

* Sig =1 v onaBE p(b)sietseulementsi B & 1(b) ou B & 0(b), si et seulement si
{i:B; = (b;)} €hou{i: B; = 0(b;)} € . Comme U est un filtre, cela implique que
{i:Bi = @(b;)} ={i:Bie(b;)}u{i: B; = 0(b;)} €4l La réciproque suit du fait que
[ est un ultrafiltre.

* Enfin, si ¢ = Jytp o v € Fa(y,T), ona B & p(b) si et seulement s’il existe ¢; € Bj,
pour tout i € I, tel que {i : B; & v(c;,b;)} € 4. Ce dernier ensemble est contenu dans
{i:B; = ()} qui est donc dans . Réciproquement, si X := {i: B; £ Jy (b))} € iy
pour tout s dans X, on trouve ¢; € B; tel que B; = ¢(c;, Ei), etpouri ¢ X,onposec; = 0.
Onaalors {i : B; £ ¢(c;,b;)} = X € 4. Ce qui conclut la preuve. ]

Une fois qu’on a vérifié que les ultrafiltres sont exactement les filtres maximausx, le résultat
suivant est une conséquence immédiate du lemme de Zorn :

Proposition 1.5 (Théoréme de I'ultrafiltre) : Tout filtre est contenu dans un ultrafiltre.

Démonstration. On vérifie que I'ensemble des filtres sur I contenant un filtre donné § est non
vide et inductif pour l'inclusion ('union d’une chaine de filtre pour l'inclusion est bien un
filtre). Par le lemme de Zorn, on trouve un filtre maximal 4 contenant §. Supposons alors que
XuY eU.SionaX ¢ §,onvérifieque V :i={Z c: ilexists WeUtelqueWnY c Z}
est bien un filtre qui contient U. La seule chose non triviale a vérifier est que @ € V. Si c¥était le
cas, onaurait W e U telque W nY = @. On auraitdonc Wn X uY c X, ce qui contredit que
X ¢ U. Par maximalité de U,ona W =U etdonc Y € U. O

Proposition 1.6 : Soit F un corps. Sont équivalents :
1. F est pseudo fini;
2. il existe S\ un ultrafiltre non principal sur les puissance de nombres premiers tel gue F =
Hq—>u Fq;
3. il existe I, des corps finis (F;)ier, et W un ultrafiltre sur I tels que lim, .y | Fj| = oo et tels que
F=1liyF

Deémonstration.

11 1= 2 Pour tout ¢ € Fz(@), on note [¢] := {q : F; £ ¢}. Onnote X := {[p] : F & ¢}.
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4

Pour tout (¢;)i<n € Fz(2), si [Ai wi] = Nilwi] = @, on aalors Fy # V; =5, pour tout
¢, et donc, comme K = T, il existe i tel que K ¥ ¢;. Il sensuit que X a la propriété
d’intersection finie et donc qu’il existe un ultrafiltre 4 contenant X. Par le théoreme de
Eos$ (Théoreme (1.4)) on a alors K E ¢ si et seulement si [¢] € X si et seulement si
[M-uFq Epetdonc K =TT, F,.

Sidl était principal, il existerait g tel que K = [, F, = [, quiest fini. Ce qui contredirait
le fait que K est pseudo-fini et donc infini.

2 2=13 Clestévident.
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1 Logigue du premier ordre (des anneanx)

3 =1 Parle théoreme de Los, K = [1;_y F; = Tt. De plus, par hypothése, pour tout N € Zy, il
existe V' € Utel que pourtouti € V,|F;| > N.Onaalors V ¢ {i: F; & 3w1---3xy, Nisj T #
x;}, d'ot, par le théoréme de Los (Théoreme (1.4)), K = [T, F; & 3x1---32n Ajrj 25 #
zj etdonc |K| > N. On a donc montré que K est bien un modele infini de T¢. i

Corollaire 1.7 : 1/ existe des corps pseudo finis de toute caractéristique.

Démonstration. Soit 4 un ultrafiltre non principal sur P. Par la Proposition (1.6), IT,_ [, est
pseudo fini. De plus, pour tout premier po, {p : F, £ po ~ 0} = {po} et donc son complé-
mentaire est dans (. Par le théoreme de Lo$ (Théoréme (1.4)), I,y IF, est de caractéristique
nulle.

Fixons maintenantp € P etsoit 4l un ultrafiltre non principal sur Z.. Par la Proposition (1.6),
[T, Fpn est pseudo fini. De plus {n : Fyn = p ~ 0} = Z,g est dans U et donc, par le théoreme
de Lo$ (Théoreme (1.4)), [T, Fpn est de caractéristique p. ]

1.2 Types

Définition 1.8 (Ensembles consistants) : Soit m € F4(T).
* On dit que T est consistant 5’1l exists une A-algébre B et b e BT tel que, pour tout @ € T,
B & ¢(b). On écrit alors B & 7 (b). Un sous-ensemble consistant de Fa () est aussi appelé
un A-type partiel.
* T est dit finiment consistant si toute partie finie de  est consistante.

Théoreme 1.9 (Compacité; Goedel, 1930 — Maltsev, 1936) : Soit w € Fo(T). Sont équivalents :
1. 7 est consistant;
2. T est finiment consistant.

Démonstration. Il est évident que si 7 est consistant, il est finiment consistant. Il sufhit donc de
prouver la réciproque. Supposons donc que 7 est finiment consistant. Soit I := PB¢(7"). Pour
tout i € I, comme 7 est finiment consistante, il existe une A-algebre B; et b; € BY? tel que
B; = i(b;). Pour tout i € I, on définit X; == {j € I : i C j} et on vérifie que {X ¢ I :
il existe i € I tel que X; € X'} est un filtre. Soit 4 un ultrafiltre qui le contient. Pour tout ¢ € 7,
onaalors X, € {i: B; = ¢(b;)} € etdonc [T,y Bi E 7([Timy bi)- O

Définition 1.10 (A-Types) : Soit A € Fa(T) clos par les opérations booléennes.
* Un A-type partiel est un ensemble consistant de formules de A;
o Un A-type partiel maximal pour linclusion est appelé un A-type complet.

On dit qu’un A-type partiel 7 engendre un A-type complet modulo 7', si [7] € SA(T') est
un singleton.

Proposition 1.11 : Soit A € FA(T) clos par les opération booléennes et m un A-type partiel. Sont
équivalents :

1. 7 estun A-type complet;

2. Il existe une A-algébre B etb € B tel que m = tpR (b) == {p e AU-A: BE p(b)};

3. pourtout p € A, p € Ton —~p € .

Si B estune A-algebre et b € B”, on définit tpﬁ(b) = tp]Bi-A(z) (b) et qftpf(b) = tpB

Sib' € B®, onnoteb =5 V' sitpf (b) = tpf (v').
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1 Logigue du premier ordre (des anneanx)

Démonstration. Supposons que 7 soit maximal. Comme 7 est consistant, il existe une A-algebre
Betb e BT tel que B = 7(b). On aalors 7 € tp? (b), qui est, par définition, consistant. Par
maximalité de 7, on a 7 = tp& (b). Cela prouve que 1 implique 2.

Supposons maintenant que 7 = tpX (b) ot B est une A-algebre et b € B®. Pour tout ¢ € A,
si B ¢(b),onag e m;sinon B & —¢(b), et on a alors —p € m. On a donc que 2 implique 3.

Supposons enfin que pour tout € A, ¢ € mou -~ € 7. Soit p un A-type partiel contenant
m. Pour tout ¢ € p, si = € 7 € p, on adlafois p et =y € p qui ne peut donc pas étre consistant.
Il sensuitdonc que ¢ € w et donc p € m qui est donc bien maximal. Cela prouve que 3 implique
1 et conclut la preuve. a

Définition 1.12 (Espace de Stone) : Soit T une A-théorie et A ¢ Fa(T) clos par les opérations
booléennes.

* On note SA(T') lensemble des A-types complets p tels que T U p est consistant.

e Pourtout ® c A, on note [®] :={p e SA(T) : ® < p}.

On note Sz(T') := Sr, z)(T) et ng(T) = ngf@)(T)

Proposition 1.13 : Les ensembles de la forme [®], oi ® € A, forment les fermés dune topologie
sur SA(T'). Cette topologte est totalement discontinue séparée : pour tout p,q € SA(T'), il existe un
ensemble ouvert-fermé U € SA(T') tel que p € U et q ¢ U;; de plus, elle est compacte.

Cette topologie se nomme la topologie de Stone. Les seuls sous-ensembles de Sa (T") connexes
(pour la topologie induite) sont les singletons, d'ot1 la terminologie « totalement discontinu ».

Démonstration. On a [&] = SA(T) et [A] = @ qui sont donc bien fermés. De plus pour tout
P, Py C A, [‘1)1 Vq)g] = [(I)l] U [(I)Q], ou®vd, = {(pl Vg ;€ CI%} Enfin ﬂl[‘bz] = [Uz (I)l],
et donc ce sont bien les fermés d’une topologie. De plus, si p # g € SA(T), on trouve ¢ € A
telleque p e petp ¢ g. Onaalorsp € [p] et q ¢ [¢]. De plus, [¢] = SA(T) \ [-¢] est bien
ouvert-fermé.

Reste 2 montrer que cette topologie est compacte. Notons que [®] # & si et seulement si
T U ® est consistant. Soit [®;] une collection de fermés tels toutes les intersections finies sont
non vides. On considere 7 := U; ®;. Toute partie finie 7y de 7 est incluse dans U<, ®;; pour
un nombre fini de i;. Comme [Uj<, i, ] = Mi[®i,] # &, T U U<, @i, et donc T' U 7o, sont
consistants. Il sensuit que T'u 7 = T'U U; ®; est consistant et donc que N;[P;] = [U; ®;] # 2.
Ce qui conclut la preuve de la compacité de SA(T'). ]

Proposition 1.14 : Soit U € SA(T') onvert-fermé. Il existe p € A tel que U = [¢].

Démonstration. Puisque SA(T) \ U est fermé, il existe & ¢ A tel que U = SA(T) ~ [@] =
SA(T) N (Nyeale]) = Upea[—¢]. Mais U est fermé, donc compact, et il sensuit qu’il existe un
nombre fini de ¢; € @, 7 < n, tels que U = Ui [~¢i] = [Vicn ~0i]. o

1.3 Morphismes

Définition 1.15 (Formules sans quantificateurs) : Sozt T un uplet de V. L'ensemble fgf(f) des
formules a paramétres dans A et a variables T, est le plus petit ensemble tel que :

e pourtout P e A[T], P~0c¢ ]—“j}lf(f);

o 1 e FU(T);
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1 Logigue du premier ordre (des anneanx)

*sipe ]—'jf(f), alors —p € Fgf (T);
o 519,10 € FY(T), alors p v ¢ FI(T).

Proposition 1.16 : Soit f : C — D un morphisme injectif de A-algebre, alors pour tout ¢ €
fjf (T) etce C% ona C & o(¢) si et seulement si D & p(f(¢)).

Démonstration. On procede par induction sur ¢. Les équivalences étant préservées par combi-
naison booléennes, il suffit de vérifier le cas ott ¢ = P ~ 0 avec P € A[Z]. On a alors C = ¢(¢)
si et seulement si P(¢) = 0. Comme f est injectif et que f est un morphisme de A-algebre, cela
est équivalenta P(f(¢)) = f(P(¢)) = 0, ce qui est bien équivalenta D & ¢(f(€)). ]

Corollaire 1.17 : Sozent B et D deux A-algebres, beB*, deD%etp = qftpf (). Sont équiva-
lents :

1. Dep(d);

2. Il existe un isomorphisme de A-algebres f : A[E] N A[a] tel que f (l_)) =d.

Démonstration. Supposons que D & p(d). Pour tout P € A[Z], on définit f(P(b)) := P(d).
Comme P(b) = 0si et seulement si P ~ 0 € p, si et seulement si P(d) = 0, f est un morphisme
injectif de A-algebres. Il est clair que f est surjective.

Réciproquement, supposons qu'’il existe un isomorphisme de A-algebres f : A[b] - A[d]
tel que f(b) = d. Comme f est injective et B & p(b), par la Proposition (1.16), D & p(f(b)) =
p(d). ]
Définition 1.18 (Morphisme élémentaire) : Soient h : C' - Bet f : C — D deux morphismes
de A-algébres. On dit que | est un morphisme B-élémentaire, si pour toute formule € FA(T) et
ceC% ona B e o(h(c)) siet seulement si D = o(f(€)).

Sih:C — C = Bestl'identité, on dit simplement que f : B - D est morphisme élémentaire

de A-algebres.
Proposition 1.19 : Soit f : B - D un isomorphisme de A-algebre, alors f est élémentaire.

Démonstration. On prouve par induction sur ¢ € F4(F) que pour tout b € B, B E ¢(b) si
et seulement si D = ¢(f(d)). Les équivalences étant préservées par combinaison booléennes
et f étant injectif; il suffit de vérifier le cas ¢ = Jy1p. S'il existe ¢ € BY tel que B & 9(c, b), par
induction ona D = ¥(f(c), f(b)) et donc D & ¢(f(b)). Réciproquement, s'il existe d € DY

tel que D & 1(d, f(b)),ona B & (f7(d),b) etdonc B ¢(b). ]
Définition 1.20 : Soient ¢ € FA(T) et P € A[Y]". On définit p(P) € Fa(y) par induction sur
P

¢ sip=Q=~0,00Q ¢ A[Z], o(P) = Q(P) ~0;
e sip=1,0(P):=1;
*sip =1, p(P)=-p(P);
*sip=1p v, p(P):=y(P)vo(P);
* sip =13z, (P):=329Y(z,P).
Remarque 1.21 : Soient B une A-algébre, ¢ € F4(z), P e A[y]"etbe BY. Ona:

B & o(P)(b) si et seulement si B = p(P(b)).

Lemme 1.22 : Soient B et D deux A-algébres, beB* deD%etp= tpﬁ (D). Sont équivalents :
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1. DEp(d); B -
2. Il existe un morphisme B-élémentaire de A-algebres f : A[b] - D tel que f(b) = d.

Démonstration. Supposons que D = p(d). Comme qftp5 (b) € p, par le Corollaire (1.17), il
existe un morphisme de A-algebres f : A[b] - D tel que f(b) = d. Pour tout ¢ € Fa(y) et
P(b) € (A[b])Y,ona B & ¢(P(b)) sietseulementsi p(P) € p, sietseulementsi D & p(P(d)).
Réciproquement, supposons qu’il existe un morphisme B-élémentaire de A-algebres f :
A[b] - D tel que f(b) = d. Pour tout ¢ € p,ona B  ¢(b) etdonc D & ¢(£(b)) = p(d). Dot
D E p(d). o
Définition 1.23 : Soit B une A-algebre.
* On définit ThOA{f(B) ={pe fjf(g) : BE ¢} = qftp’; (@). On parle du diagramme sans
quantificatenr de A dans B.
* On définit Tha(B) = {p € Fa(2) : B £ ¢} = tp5(2). On parle du diagramme
élémentaire de A dans B.

Si D & Tha(B), ondit que D est élémentairement équivalent 2 B au dessus de A et on écrit
D =4 B.Une A-théorie T engendre une théorie complete si et seulement si pour tout B, D £ T,
B =4 D.Lespace Sg(T") contient alors un unique point qui est exactement Th 4 (B) pour tout
choixde BET.

Remarque 1.24 : Soient B et D deux A-algebres de morphismes structurels f : A - B et
h:A—-D.

* OnaD¢E Th(j‘f(B) si et seulement si ker(f) = ker(h).

* Ona Dk Thy(B)sietseulementsi f est B-élémentaire.

Définition 1.25 : Soient C une A-algébreet f : A — C son morphisme structurel.

* Pour tout ¢ € Fa(T), on note f.p € Fo(T) la formule définie par linduction suivante :
— pourtout P e A[z], fo(P=~0):=f,P=~0;
— ful:=1;
— pour tout o € Fo(T), fo(=p) = ~fups
— pourtout p, € FA(T), f.(p V)= frpV fut);
— pourtout p € Fa(y,T), f(y ) = 3y fre.

* Pourtout w € FA(T), on définit fom:={f.p:pem}

On note aussi P := f. P, oo = fopetmo = for.

Lemme 1.26 : Soit f : C' — D un morphisme de A-algebres. On note Dy la C-algebre de mor-
phisme structurel f. Soient p € Fa(T) et d € D*. On a alors :

D & ¢(d) si et seulement si Dy = ¢ (d).
En particulier, pour tout 7 € Fa(T) etd e D, ona:
D & 7(d) si et seulement si D & 7 (d).

Démonstration. On procede par induction sur ¢. Comme les équivalences sont préservées par
combinaisons booléennes, il suffit de vérifierle cas ot p = P ~ Oetlecas p = 3y ). Sip = P = 0,
puisque f est un morphisme de A-algebres, ona P(d) = Po(d). Sie = 3y,¢,ona D E p(d) si
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1 Logigue du premier ordre (des anneanx)

et seulement s’il existe do € D tel que D = v(do, d), ce qui est équivalent a Dy & 9 (do, d), et
donca Dy E pc(d). ]

Définition 1.27 : Soit m € Fa(T) un A-type partiel ct p € Fo(T). On dit que T implique o, ct
on écrit T &= p si pour toute A-algébre B et tout b € B, si B = m(b), B = p(b).

Définition 1.28 (Elimination des quantificateurs) : Soit T une A-théorie, on dit que T élimine
les quantificateurs si pour tout ¢ € Fa(T), il existep € FI(T) tel que T = VT (¢ <> 1)),

Remarque 1.29 : Soit 7" une A-théorie qui élimine les quantificateurs. Pour tous B, D & T et
f+ B — D un morphisme injectif de A-algebres, f est élémentaire. On dit que 7" est modele
complete.

Théoréme 1.30 (Union de chaine, Tarski) : Sozent I un ensemble filtrant et pour tout i < j,
fij + Bi = Bj une collection compatible de morphismes élémentaires de A-algebres. Alors pour
toutiel, hj: B; > B := 11_1(1)1z B; est élémentaire.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que comme les f; ; sont élémentaires, ils sont injec-
tifs. Il s'ensuit que les h; sont injectifs. Prouvons maintenant par induction sur ¢ € F4(7) que
pour tout i et tout b; € BY, B; E ¢(b;) si et seulement si B & ¢(h;(b;)). Puisque que les équi-
valences sont préservées par les combinaisons booléennes, et que les h; sont injectifs, il suffit de
considérer le cas ¢ = Jy 1. Supposons tout d’abord qu'’il existe ¢; € B; tel que B; = (e, b) et
donc, par induction B & 9(hi(c;), hi(b;)). En particulier, B & ¢(h;(b;)). Réciproquement,
silexistec € B = lim B; tel que B = (¢, hi(b;)), il existe j € I et ¢; € Bj tel que ¢ = hj(c;).
Comme h; = hj o f; ;, par induction, on a B; & (c;, fi;(b;)) et donc B; & o(fi (b))
Comme f; ; est élémentaire, il sensuit que B; = o(b;). |

Proposition 1.31 : Soit T une A-théorie. Sont équivalents :

1. T élimine les quantificatenrs;

2. pour tout B, D & T, tous morphismes injectifs de A-algebresh : C - Bet f : C - Det
tout o € ]:gf(:r), si By, & 3z, alors Dy = 3z @5

3. pour tout B, D & T, tous morphismes injectifs de A-algebresh : C - Bet f : C - Det
tout b € B, il existe | : D — D* un morphisme élémentaire de A-algebreset g : C[b] - D*
un morphisme injectif de C-algebres;

4. pourtout B, D & T, et tous morphismes injectifs de A-algébresh: C - Bet f : C — Det
toutb € B, lexistel : D — D* un morphisme élémentaire de A-algébreset g: B - D* un
morphisme injectif de C-algebres;

S. pour tout B, D & T et tout morphisme injectif de A-algébres h : C' — B, tout morphisme
injectif de A-algebre f : C — D est B-élémentaire;

6. pour tout B = T et tout morphisme injectif de A-algébres h : C — B, la théorie T, gf =
Tc U Thg,f (Bp,) engendre une théorie complete.

Démonstration.
1=2 Soit € ij(x, y) etce CY tel que ¢ = Yo (2, ¢). Comme T élimine les quantificateurs,
il existe 6 € fgf@) telle que 7' £ Vy ((3z¢p) < ). On a alors que By, = Jxpsiet
seulement si B & 0(h(¢)), si et seulement si C' = 6(¢), si et seulement si D = 6(f(¢)), si
etseulementsi Dy = 3z .
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1 Logigue du premier ordre (des anneanx)

Soit p(x) := qftpgh(b). Pour tout py € p fini, on a By, E 3z Ayep, ¢(2) etdonc, Dy =
32 Apepo @(). Il sensuit que g := Thp (D) U f.p est finitment consistant et donc, par
compacité, il existe une D-algebre D* et d € (D*)* tel que D* & ¢(d). Soit !l : D —
D* son morphisme structurel qui est élémentaire. Soit D/, la C-algébre de morphisme
structurel I o f. Comme D¢  p(d), par le Corollaire (1.17), on trouve un morphisme
injectif de C-algebre g : C[b] - D* tel que g(b) = d.

Soit (b;)ier une énumération de B. On construit par induction, pour tout j < 4, [;; :
D; — D; un morphisme élémentaire de A-algebre et g; : C [b<;] - D; un morphisme
injectif de A-algebres, tels que, pour tout j < 4, g; o hj; = l;; 0 gj, ou hj; : Clbe;] —
C[b<;] est le morphisme naturel. On pose Dy = D et go = f. Pour construire l; ;.1 et
gi+1, on applique 3 a I'inclusion de C[b.;] dans B et g;. Pour construire /; et g; quand
i est limite, on pose D; = h_II)l o Dj, l; : Dj - D;le morphisme élémentaire naturel,

j
et g; : C[b«] = Uj<; C[b<j] » D; le morphisme universel. On obtient donc au final
l:=ly,:D - D*=D,etg:=g,: B - D* quiontles propriétés requises.

On construit par induction sur ¢ < w des morphismes injectifs de A-algebres f; : B; — D;,
gi : Di = By tels que g; o f; : B = Bjyq et fipq 095+ Dj = Djyq sont des morphismes
élémentaires. On pose By = B et fy : By — Dy le morphisme obtenu en appliquant
42 h et f. Par construction, il existe un morphisme élémentaire [ : D — Dy tel que
fooh =1lo f.Supposons que f; est construit. Soit E; := f;(B;) < D;. On obtient alors
gi * D;j = By en appliquant 4 a 'inclusion de E; dans D; et fi': E; - B;. Soit alors
Cis1 = gi(D;) < Bjt1. On obtient fj.1 en appliquant 4 a I'inclusion de Cj,1 dans B;4
et gi_l :Ci1 —> D

On note B, = h_r)nz B;, D, = 11_1r>nZ Dj, fo = h_r)nZ fi i By = Dyetg, = h_r)nzgZ : D, -
B,,.Soienth,, : B - B, etl, : D - D,,les morphismes élémentaires naturels. On vérifie
facilement que f,, et g,, sont des isomorphismes inverses 'un de 'autre. En particulier, f,,
est élémentaire. On vérifie aussi que f,, 0 hy, o h =1, o f et donc que f est B-élémentaire.
Remarquons que B = T&'. 1l suffit donc de vérifier que pour tout D = T, B =¢ D.
Comme DETg,onaDET,etcommeD E Th(g(Bh), il existe un morphisme injectif
de A-algebres f : C'— D. Par 5, f est B-élémentaire. On a donc bien, B =¢ D.

Fixons un uplet de variables Z. Pour tout p € Sz(T'), soit qf(p) = {¢ € ]—'f}lf (T) : p €
p} € S%f(T). On peut vérifier que la fonction qf : Sz(T) — ng(T) est une fonction
continue. Soit g € S(T') tel que qf (q) = qf(p) =: 7. Soit B, D &= T, b € B¥ etd € D¥ tels
que B & p(b) et D & g(d). Soit C = A[b] < B. Comme D = (d), il existe un morphisme
injectif de A-algebre f : C' - D tel que f(b) = d. Onaalors Dy Tgf et donc, par 6,
D¢ =¢ B, autrement dit, p = tpﬁ () = tpg (d) = q. Il sensuit que of est injectif. Comme
Sz(T) et S%f(T) sont compacts, c’est un homémorphisme.

Pour tout ¢ € F4(T), lensemble qf ([¢]) < S%f(T) est donc ouvert-fermé. Il sensuit
qu’il existe ¢ € fjf(f) tel que gf ([¢]) = [¢] et donc [¢] = qf‘l([w]) = [v] ¢ Sz(T),
cest-a-dire, T = VT (p < ). O
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2 Un peu de géométrie algébrigue

2 Un peu de géométrie algébrique

2.1 La topologie de Zariski

Soit F un corps et K un corps algébriquement clos contenant F.

Définition 2.1 (Fermés de Zariski) : Pour tout R < F[ X, oit X est un uplet, on définit :
Vk(R):={a¢ KY : pour tout P € R, P(a) = 0}.

Réciproquement, pour tout S ¢ K Y, on definit :
Irp(S) ={P e F[X]: pourtoutae S, P(a) = 0}.
Les ensembles de la forme Vi (R) sappellent les F-fermés de Zariski.

On peut facilement vérifier les propriétés suivantes :

Lemme 2.2 : Soient Q,R< F[X]et S,T c K,
* Ip(S) € F[X] est un idéal radical : pour tout f € F[X] et n € Zs, si f™ € Ip(S) alors
feIr(S);
* R<Zp(Vk(R)) et S < Vi (Zr(S));
* SiQ < Ralors Vi (R) € Vi (Q) etsi S T alorsTp(T) < Zp(S);
* Ir(Vk(Zr(5))) =Zr(S) et Vk (Zr (Vi (R))) = Vi (R) = VK ((R));
* Ip(2) = (1), I (K™) = (0), Vi (2) = Ve ((0)) = KX er Vi (1)) = 25
* Ve(QUR) =Vk(Q) nVk(R) et V(@) n (R)) = Vr(Q) UVk(R);
° IF(S U T) = IF(S) ﬂIF(T) KtIF(S) UIF(T) c IF(S N T)

Démonstration. Montrons tout d’abord que Zp(S) ¢ F[X ] estun idéal radical. Pour tout f, g €
Zr(S)etZT € R, (%) = f(T) + g(T) = 0etdonc f + g € Zp(S). Pour tout h € F[X ], on alors
hf(Z) =h(Z)f(Z) =0etdonchf € Zp(S). Cest donc bien un idéal. Enfin, si pour un certain
n € Zso,onah™ € Zr(S), on aalors (h(Z))" = h™(Z) = 0 et donc, comme F[X] est intégre,
h(Z) = 0. Dot h € Zp(S) qui est bien radical.

Démontrons aussi une des égalités qui sera utile par la suite : Vi ((Q) n (R)) = Vx(Q) U
Vi (R). Puisque (Q) n (R) € (), ona Vg (Q) = Vr((Q)) € Vr((Q) n (R)). De manicre
symétrique, Vg (R) € Vi ((Q) n (R)). Il suffit donc de démontrer que Vi ((Q) n (R)) ¢
Vi (Q) U VK (R). SoitT € Vi ((Q) n (R)) tel que T ¢ Vi (Q). Soit f € Q tel que f(Z) # 0.
Pour tout g € R,ona fg € (Q) n (R) etdonc f(Z)g(Z) = 0. Il sensuit que g(T) = 0 et donc
T € VK(R) O

Rappelons qu’un anneau est noethérien si tous ses idéaux sont finiment engendrés — ou de

maniére équivalente, toute chaine croissante d’idéaux est stationnaire. L'anneau F'[ X ] est noe-
thérien. Une topologie est noethérienne si toute chaine décroissante de fermés est stationnaire.

Proposition 2.3 : Lensemble des F-fermés de Zariski forme les fermés d’une roplologie noethé-

rienne sur K.

Démonstration. Comme on a démontré dans le Lemme (2.2), K~ et @ sont bien des F-fermés
de Zariski. Dans le méme lemme, on a aussi démontré que 'union de deux F-fermés de Za-
riski est bien un F-fermé de Zariski. Il reste donc 4 démontrer quétant donné une collection

10
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2 Un peu de géométrie algébrigue

de sous-ensembles (R;); € F[X], N; Vi (R;) est bien un F-fermé de Zariski. Montrons que
Ni Vi (R;) = Vi (U; R;). Comme R; € U; R;, on a bien Vi (U; R;) € Vi (R;). Choisissons
donc T € Vi (R;) pour tout i. Pour tout f € U; R;, on aalors f(Z) = 0 et donc N; Vi (R;) €
Vi (U; R;).

Montrons maintenant que cette topologie est noethérienne. Considérons une chaine dé-
croissante (Vi (R;)) de F-fermés de Zariski — ot R; ¢ F[X]. Pour touti < j, ona Vi (R;) <
Vi (R;) etdoncZp (Vi (R;)) € Ir(Vi (R;)). Parnoetherianité de F[ X ], cette chaine d’idéaux
est stationnaire et il existe donc ig tel que pour tout j > ip, onait Zp (Vi (R;)) = Zr (Vi (Riy)),
etdonc Vi (Rj) = Vi (Zr(Vk (R;))) = Vi (Zr (Vi (Riy))) = Vi (Riy).- O

Cette tog)logie est appelée la F'-topologie de Zariski. On peut facilement vérifier que pour
tout S € KX, Vi (Zr(S)) estlacloture de R pour cette topologie. On I'appelle la F-cléture de

Zariski de R. On parle aussi du F-locus algébrique de R. La K-topologie de Zariski sur K X est
simplememt appelée la topologie de Zariski.

2.2 La théorie des modéles des corps algébriquement clos

On note ACF la Z-théorie des corps algébriquement clos. Elle contient :
e [¥noncéVex+0 - Jyxy—1=~0;
* Pour toutn € Zsg, 'énoncé Vg ...z x, 20— Jy ¥, xy" ~ 0.

Lemme 2.4: Soit F\ K = ACF, A<F, f: A — K un morphisme d anneaux injectif et a € F un
élément algébrique sur A — cest a dire tel qu’il existe P € A[X | non nul tel que P(a) = 0. Alors
il existe g : Ala] - K un morphism danneau injectif qui ctend f.

Démonstration. Soit h = Ay - K I'unique morphisme d’anneau (injectif) qui étend f et soit
P e Aq)[X] le polynéme minimal (unitaire) de a sur A ). Comme K est algébriquement
clos, il existe b € K tel que h(P)(b) = 0. Rappelons que, puisque a est algébrique sur A et
donc sur A gy, P est non nul et irréductible. Il sensuit que () est non nul et irréductible et
c’est donc le polyndme minimal unitaire de b sur 7 (A gy ). Le morphisme que I'on recherche est
donc g Agyy[a] = A [X]/(P) = h(A))[XT/(h(P)) = h(Aq))[b] € K. 0

Corollaire 2.5 : Soit f : A - K &= ACF un morphisme d anneaux injectif et A < C une extension
algébrigue. 1l existe alors g : C' — K un morphism d anneau injectif qui étend f.

Démonstration. Lensemble des morphismes injectifs D — K qui étendent f, ot A < D < C,
ordonné par l'extension est un ensemble inductif non vide. Il a donc un élément maximal g :
D — K. Parle Lemme (2.4), comme g est maximal, D = C. ]

Lemme 2.6 : Soit F, K = ACF, A< F, f: A » K un morphisme d anneaux injectif et a € F.
Alorsilexisteh : K — K™ un morphisme élémentaived anneaunxet g : Ala] — K* un morphisme
injectif d anneaux qui étend h o f.

Démonstration. Si a est algébrique sur A, on applique le Lemme (2.4) avec K* = K. On peut
donc supposer a transcendant sur A. Comme dans le Lemme (2.4), on peut supposer que A =
A(p) est un corps. Pour tout nombre fini de P; € A[X] \ (0), soit ¢ € K tel que P;(c) # 0
pour tout i < n. Un tel ¢ exists puisque que K est infini. Alors c satisfait dans K le K-type
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2 Un peu de géométrie algébrigue

Th{K](K)u{-P;(xz) ~0:1 < n}. On considere alors le K-type partiel p(z) = Thg (K) U
{-P(z)~0:PeA[X]~ (0)}, quiest bien finiment satisfaisble.

Soit K* une K-algebre et ¢ € K* une réalisation de p dans K*. Comme K* = Thg (K),
le morphisme structurel & : K — K* est un morphisme élémentaire de A-algebres. De plus,
comme K* E p(c), c est transcendant sur F'. Le morphisme que l'on recherche est donc g :

Ala] 2 A[X] 2 f(A)[X] 2 f(A)[c]c K*. i
Théoreme 2.7 (Tarski — Chevalley) : La théorie ACF élimine les quantificateurs.
Démonstration. On applique la Proposition (1.31) et le Lemme (2.6). ]

Corollaire 2.8 : Deux corps algebriquement clos K et L sont élémentairement équivalents si et
seulement s’ils ont la méme caractéristique.

Démonstration. Deux corps élémentairement équivalents ont la méme caractéristique, il suffit
de vérifier les énoncés de la forme p ~ 0. Réciproquement, soit K, L = ACF de méme carac-
téristique. Leurs corps premiers sont isomorphes. On a donc L = ACFp, ou F est le corps
premier de K. Par élimnation des quantificateurs, cette théorie est complete et donc L =p K,
en particulier L =7 K. O

Remarque 2.9 :

* Lespace Sg(ACF) est le compactifié d’Alexandrov de 'ensemble des nombres premiers
muni de la topologie discréte. A chaque nombre premier p on associe ACF), la théorie
des corps algébriquement clos de caractéristique p. Le point a 'infini est ACF g, la théorie
des corps algébriquement clos de caractéristique nulle.

* la théorie ACF), est engendrée par ACF u {p ~ 0}. La théorie ACF est engendrée par
ACF u {p#0: p premier}.

* En particulier, pour tout énoncé ¢, C £ ¢ si et seulement ¢ € ACF\, si et seulement s’il
existe P ¢ IP fini tel que ¢ € ACF), pour tout p ¢ P, si et seulement s’il existe P ¢ IP fini
tel que ) = . Cest le principe de Lefschetz.

On revient 4 nos notations précédentes. Soit F' un corps et K un corps algébriquement clos
contenant [,

Théoréme 2.10 (Nullstellensatz, Hilbert) : Pour tout R € F[X], ona Ir (Vi (R)) = VR.
On rappelle que VR:=N Rep premier P €st le plus petit idéal radical contenant R.

Démonstration. Comme Zr (Vi (R)) est un idéal radical, on a VR € Zrp (Vi (R)). Soit f €
Zr (Vi (R)) et R € p un idéal premier de F[X]. On pose L := F[X]/p. Par élimination des
quantificateurs dans ACF, il existe des morphismes élémentaires h : K - K* etg: L - K* de
F-algebre.

Rappelons que F[X] est noethérien, et donc (R) est engendré par des polyndmes g; €
F[X],i < n. Comme f € Tp(Vk(R)) = Ir(Vk((R))) = Zr(Vk({gi : @ < n})),ona
K VT N gi(T) ~0 - f(z) ~0,donc K* £ VT A; 9i(T) ~ 0 — f(z) ~ 0 et, finalement,
L =VT A 9i(T) - f(z). En particulier, comme g; € (R) < p, pour tout i < n, il sensuit que
LE f(X) ~0etainsi f € p. On a donc bien Zr (Vi (R)) € MRep premier P = VR. O

Corollaire 2.11 (Nullstellensatz faible, Hilbert) : Pour tout R ¢ F[X], st Vi (R) = @ alors
1e(R).

12
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1 Démonstration. Si Vi (R) = @, par le nullstellensatz, on a VR = Zr(Vi(R)) = (1). Dou
> 1eVRetilexiste doncn € Z.g tel que 1 = 1" € (R). ]

s Corollaire 2.12 : L'espace K X ymuni de la topologie de Zariski est quasi-compact.

4 Comme on le verra plus tard, La compacité de la topologie de Zariski peut aussi étre vue
s comme une conséquence de la compacité de la topologie de Stone sur I'espace des types dans
s ACF.

7 Démonstration. Soit Vi (R;) une famille de F-fermés de Zariski telle que Vi (U; R;) = N; Vi (R;) =
s @ Parle Nullstelensatz failble, 1 € (U; R;). Il existe donc Iy € I finiet f; € (R;) pour touts € Iy

o telquel =Y, f;. Onaalors que Nies, Vi (Ri) = Vi (Ujer, Ri) = @. |
10 La topologie de Zariski n’est, en général, pas séparée.

u  Corollaire 2.13 : Les idéaux maximanx de K[ X1,..., X, ] sont exactement ceux de la forme
v (Xy-21,..., X —xp) avecx; € K.

13 Démonstration. Soitm ¢ K[ X1, ..., X, ]unidéal maximal. Comme 1 ¢ m, parle nullstellensatz

1 faible, il existe T € Vie(m). Onadoncm ¢ T (Vi (m)) € Ik (T) 2 (X1 - x1,..., Xy = 7).
15 Mais ce dernier idéal est le noyau du morphisme surjectif K[ X ] - K qui envoie X sur z;, C’est
16 donc un idéal maximal. Il sensuit que m = Zx (Z) = (X1 — 21, ..., Xy — Tp). ]

7 2.3 Les fermés intégres

15 Définition 2.14 (Intégrité) : Soit V ¢ K XunF -fermé de Zariski. On dit que V' est dit F-integre
w0 st ce n'est pas L union de deux F-fermés propres de Zariski.

20 La proposition suivante est une conséquence facile de la noethérianité :

2 Proposition 2.15 : Soit V un F-fermé de Zariski de K X, Alors il existe VicV,i<n,desF-
2 fermés F-integres de Zariski tels que V- = \U; Vi. De plus, on peut supposer que pour tout i, j, Vi € V;
s impliquei = j. On a alors unicité des V; a permutation pres.

N

24 Démonstration. On construit par induction un arbre de F-fermés de Zariski W, ¢ V, ¢ € 2(w)
2 tels que, pour tout e W, = Wy u W,y et si W, n'est pas F-integre, W,; ¢ W.. Comme la
2 topologie de Zariski est noethérienne, pour toute € 2%, la suite décroissante V|, eststationnaire
27 égale a un certain F-fermé de Zariski, que 'on nomme V.. Par construction, V; est F-integre.
2 Parle lemme de Koenig, {V; : € € 2*} est fini eton a bien V = U, V..

20 On a donc montré qu’il existe V; € V, i < n, des F-fermés F-integres de Zariski tels que
sV = U; Vi Sion choisit n minimal, on a bien V; ¢ V} implique ¢ = j. Soit alors W ¢ V un
a1 F-fermé F-integre de Zariski. Il est alors couvert par les fermés W n V;. Il existe donc 7 tel que
2 W=WnV;etdonc W ¢ V;.Soitalors V' = U; W; un autre recouvrement fini de V' par des F-
13 fermés F-integres de Zariski. Pour tout 7, on trouve alors un j tel que V; € W et, donc, un ¢’ tel
s que V; € Wj € Vi, Par minimalité, ¢ = i’ et donc W = V;. Ceci prouve 'unicité 2 permutation
35 pres. a

s Lemme2.16: ﬁoz’t VcKXunF ~fermé de Zariski. L'ensemble V' est F-intégre si et seulement
s siIp(V) € F[X]est premier.

13



N~ o o A W N =

[

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

2 Un peu de géométrie algébrigue

Démonstration. Supposons que V' est F-integre. Et soient f; € F[X] tels que fifz € p =
Zp(V).OnaVi(p, fi) € Vk(p) = V. De plus, pour tout T € V, on a f1fo(Z) = 0 et donc
il existe 7 tel que f;(Z) = 0, Cest-a dire T € Vi (p, f;). Puisque V' est F-integre, il existe 7 tel que
V € Vk(p, fi) etdonc tel que f; € Tr (Vi (p, fi)) S Zp(V) = p.

Réciproquement, supposons que p est premier. Soit Vi (R;) ¢ V deux fermés. Comme
p c (R;),soit f; € R; \ p. Comme f1 fo(T) = 0 pour tout T € V, on a fi f» € p et donc il existe ¢
tel que f; € p, une contradiction. |

Remarque 2.17 :
* On définit Spec(F[X]) = {p c F[X] : p premier}. On munit Spec(F[X]) de la topo-

logie de Zariski dont les fermés sont de la forme V(R) := {p: Rc p}, o0 RS F[X]. On
peut vérifier que cette topologie est noethérienne quasi-compacte.

* Ilexiste une bijection continue S5 (F') := Sy(Th%f(K)) = SY(ACF%f) - Spec(F[X])
qui & tout type complet p € Si(F') associe Z(p) := {P € F[X]: P ~0 ¢ p}. Ce n’est pas
un homéomorphisme.

* L’image par cette fonction d’un ouvert-fermé de S (F') est une combinaison booléenne
de fermés de Zariski. On dit que la topologie de Stone est la topologie constructible asso-
ciée 2 la topologie de Zariski.

* On note S%ar(F ) lensemble Ss(F') muni de la topologie induite par la bijection avec
Spec(F[X]) muni de la topologie de Zariski. Les fermés de S%“(F ) sont exactement
ceux dela forme V(R) := [{P ~0: P € R}].

Remarque 2.18 : Soit V ¢ K~ un F-fermé de Zariski et 7 € V. On a alors :

* Vi(Zr(z)) € Vs

* Ip(V) € Ip(Z); . -

* un morphisme surjectif de F-algebres F[ X ]/Tp (V) - F[z] = F[X]/Zr(%).
Définition 2.19 : Soit V un F-fermé de Zariski.

* Lannean F[V) = F[X]/Zp(V) est appelé ' anncau de fonctions régulicres de V.

* SiV est F-integre, F[V] est integre et son corps des fractions F (V') := F[V'] oy est appelé le

corps de fonctions rationnelles de V.

Lemme 2.20 : Soit V ¢ K* un F-fermé de Zariski et T € V. Sont équivalents :

1. Vg(Zp(T)) =V, cest a dive que T est F-dense dans 'V ;

2. Ip(x) =Zp(V);

3. Le morphisme naturel F[V'] - F[T| € K est un isomorphisme.
Démonstration. Supposons que Vi (Zr(Z)) = V,onaalorsZp(7) = Ip (Vi (Zr(7))) = Zrp(V).
Réciproquement, si Zp (%) = Zp(V), Vi (Zr(Z)) = Vr(Zr(V')) = Vm ce qui prouve Iéquiva-
lence de 1 et 2. Puisque le noyau du morphisme surjectif F[V] - F[Z] ¢ K est Zp (V) /Zr(T),
on a aussi équivalence entre le 2 et le 3. i

Définition 2.21 (Point générique) : Un uplet T € K X verifiant les conditions équivalentes du
Lemme (2.20) est dit F-générique dans'V.

On suppose maintenant que K est de degré de transcendance infini sur F'.

Lemme2.22: SoitV € KX un F ~fermé de Zariski. Sont équivalents :
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1. V est F-integre;
2. Il existeT € K F-générique dansV .

Démonstration. Supposons que V' est F-integre et soit p := Zp (V). Clest un idéal premier. Soit
L := F[X]/p. Le degré de transcendance de L sur F' est borné par |X| et donc il existe un
morphisme injectif de F-algebres f : L - K. Soit T = f(X) € K. Pour tout P € F[X],ona
P(7) = 0sietseulementsi P € p etdonc Zp(T) = p.

Réciproquement, soit 7 € K tel que V' = Vg (Zp(T)) et soient V; ¢ V deux F-fermés de
Zariski qui couvrent V. Comme T € V, il existe i tel que T € V;. Onadonc V = Vg (ITp(T)) €
Vi (Zr(V;)) = Vi. O

Remarque 2.23 :

* Lafonction Zr : K~ — SZ7(F) quiatout ¥ € K associe tpk (Z) est une surjection
continue. De plus la F-topologie de Zariski est la topologie la moins fine telle que cette
fonction soit continue.

* SiT ety sont F-génériques dans V' alors tp (7) = tp% (7).

Onfixe F' < E < K un corps intermédiaire. On suppose que K est de degré de transcendance
infini sur E.

Remarque 2.24: SoitV ¢ K X un F-fermé de Zariski. Alors V est aussi un E-fermé de Zariski.
Cependant, méme si V' est F-integre, il se peut que V' ne soit pas E-integre.

Soit L & ACF contenant K.

Remarque 2.25 :
e Atout V c KX F-fermé de Zariski, on associe Vy, = Vi, (Zp(V)).OnaVy n K% =V,
Ir(VL) =Zr(V). o _
* Réciproquement, a tout V' ¢ LX F-fermé de Zariski, on associe Vi = V n KX =
VK(IF(V)) On aIF(VK)iIF(V) et (VK)L =V.
* De méme, pour tout V' ¢ KX, (Vp)k=V

Lemme 2.26: Soit V€ KX un F ~fermé de Zariski. Sont équivalents :
1.V, est F-integre;
2. V est F-integre;

Démonstration. Ces énoncés sont équivalents au fait que Zp (V') = Zp(V7,) est premier. ]

Lemme 2.27 : Soit V € K~ un fermé de Zariski. Sont équivalents :
1.V, est L-integre;
2. Vi, est K-integre;
3. V est K-integre.

Démonstration.
1=2 Evident.
2=3 ¢ Lemme (2.26).

3=1 Soient f; € K[X] un ensemble fini de générateurs de Zx (V). Puisque V' est K-integre,
Tr (V') est premier et donc pour tout n € Zsg, K = ¢, = Yyz(VZ A fi(T) = 0 -
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(Zien Y1) (Zjr1en 2171) = 0) = (VZ A fi(T) = 0 > Eypjen yi = 0)V(VT A fi(T) =
0~ Xir<n z1z' = 0)). Comme ACF élimine les quantificateurs, on a aussi L & ¢, et
donc LTk (V') est premier. Il est donc égal a 7, (V7,) et V7, est -integre.

O

Remarque 2.28 : On vient de montrer que I'irréductibilité du locus algébrique d’'un nombre
fini borné de polyndmes de degré borné peut s'exprimer comme la conjonction d’'un nombre
dénombrable de formule sur les coefficients de ces polyndmes — un type partiel en les coeffi-
cients des polyndmes. On verra plus tard qu’elle peut en fait s'exprimer par une unique formule
en les coefficients des polyndmes.

2.4 Disjonction linéaire
Soient C'un F-algebre A, B < C deux sous-F-algebres.

Définition 2.29 (Disjonction linéaire) : On dit que A est linéairement disjointe de B sur F si
tout @ € A lincairement indépendant sur F reste linéairement indépendant sur B. On le note
A Llin B

F .
Remarque 2.30 : Par définition, A ilfp“ B si et seulement si Ag llfi;n By pour toutes sous-F'-
algebres de type fini Ag < A et By < B.

On rappelle que la fonction F-bilinéaire A x B - A®p B quia (a,b) associe a ®p bala
propriété universelle suivante : pour tout morphisme F-bilinéaire A x B — C, ot C' est une
F-algebre, il existe un unique morphisme de F-algebres g : A®p B tel que f(a,b) = g(a®Fb).
Ceci définit (2 unique isomorphisme pres) la paire A ®p B,®r : Ax B > A®p B.

Proposition 2.31 : Sont équivalents :
1. Al B;
2. le morphisme naturel A®p B — C est injectif.

Démonstration. Le noyau du morphisme A ® p B - K est constitué exactement des éléments
Y.;a;i ® by avec a; € A, linéairement indépendants sur F, et b; € B tels que }; a;b; = 0. Le
morphisme A ® » B — C' est donc injectif si et seulement si, pour tous a; € A, linéairement
indépendants sur F et b; € B tels que Y; a;b; = 0, Y; a; ® b; = 0. Ce qui est équivalent au fait
que b; = 0 pour tout i puisque (B, Fa;) ®F B = @;(Fa; ®F B). Ceci conclutla preuve. O
En combinant la Proposition (2.31) avec les propriétés du produit tensoriel, on obtient :

Lemme 2.32 :

e A ilfp“ B si et seulement si B J,lfwn A.

* SiF < E< Aestun corps, A J}]}m B si et seulement si E \Lllfﬂ“ Bet A J,ljf;n EB.

o Soit a; une base de A sur F, A J,IZ;H B si et seulement si a; est aussi libre sur B.

* Supposons que C est un corps, alors A i?,“ B si et seulement si A i%n B(O).

Démeonstration. Les trois premiers points sont des conséquences de la commutativité des dia-
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grammes suivants :

A®FB7C A®E(E®FB)4>A®EEB EBZ-(Fai®B)<—>EBBai
Berp A A®pr B C A®p B C

Le commutativité du premier diagramme est une conséquence de la commutativité du produit,
celle du deuxieme suit de son associativité et celle du troisieme de la distributivité. Pour ce qui est
de la derniere équivalence, soit a; € A de éléments linéairement indépendants sur F' et b; € By
tels que Y; a;b; = 0. Il existe b € B \ {0} tel que, pour tout 7, bb; € B. On a alors b(}; a;b;) =
>; a;bb; = 0 et donc, comme A J}}n B, bb; = 0 pour tout i, dou b; = 0. O

Définition 2.33 : Soit I un corps.
* Festparfaitsi F = FP := {aP : a € F'}, on p est la caractéristique de F si elle est positive et
1 sinon.
* La déture parfaite de F, notée F P estla plus petite extension parfaite de I

Définition 2.34 : Soit L une F-algebre intégre. On dit que
* Lest réguliéresi L J,ll}n 2,
* Lest séparablesi L | p FP =,

On rappelle qu’une extension algébrique F' < L est normale si pour tout a € L, le polynéme
minimal de a sur F' se décompose en facteurs linéaires sur L. L'extension F' < L est galoisienne
si elle est séparable et normale. Toute extension algébrique F' < L contient une sous extension
séparable maximale L. Si F' < L est une extension normale, F' < L est une extension galoi-
sienne. Onnote L; = LN FP ", on aalors L, \L%“ L;et L = L,L;. On note F* la sous extension
maximale séparable de F*. Ona F* = FSFP™ et F* J}}“ FP-,

Lemme 2.35: Soit L < K uneextension normalede K et Hy, Hy deux sous-F-algebres isomorphes
de K. On a alors : _ .
H, Lllén L si et seulement si Ho J,llén L.

Démonstration. Supposons que H; \LI}H L. Par élimination des quantificateurs, I'injection f :
H; — K induite par I'isomorphisme est K -élémentaire. Soient ; € Hy des éléments linéai-
rement indépendants sur F. Comme f est un morphisme injectif de f-algebre, les f(x;) sont
aussi linéairement indépendants sur F', et donc sur L. Soient e; € L tels que Y; e;x; = 0. On
note g; € F[X] le polyndme minimal de ¢; sur F. On a alors K & ¢(F) := JeA;gi(ei) =
0AY;ex; =0etdonc K E ¢(f(7)). Comme L est normal, toutes les racines des g; sont dans

L et donc, pour tout 4, €; = 0. O

On remarque que le Lemme (2.35) implique que les notions d’extension réguliére et d’exten-
sion séparable ne dépendent pas d’un choix de plongement.

Proposition 2.36: Soit L, H € K deux sous-corps contenant F et supposons que L est une extension
galoisienne de F. On a alors :

H " L si et seulement si HN L = F.
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2 Un peu de géométrie algébrigue

Démonstration. Supposons que H | I, alorssiz € HnL,onaz-x-1 = 0donclafamille (z, 1)
de points de H n’est pas linéairement indépendant sur L, il sensuit qu'elle n’est pas linéairement
indépendante sur F' non plus, et donc z € F'-1 = F. Réciproquement, si H n L = F, pour
montrer que H J,hn L, il suffit de montrer que H J,hn Ly pour toute sousF -algebre de type fini
Lo < L. On peut donc supposer que L est une extension finie galoisienne de F', et donc, par le
théoreme de Iélément primitif, que L = F[a]. Soit P € F[X] le polyndme minimal de a sur
F et Q € H[x] son polynéme minimal sur H. Les racines de ) sont toutes dans L, puisque ce
sont aussi des racines de P. Les coefficients de Q sont doncdans HNn L = F.Dou Q = P et
les puissances de a de degré strictement inférieur a deg(P) restent libres sur H. Il sensuit que

Lh“ H etdonc H le L. O

Corollaire 2.37 : Soit F < L une extension de corps. Si F' est parfait, sont équivalents :

1. lextension F < L est régulicre;
2 LnF?*=F.

Démonstration. On applique la Proposition (2.36) a I'extension galoisienne F' < F* = F*. O

2.5 Variétés
Définition 2.38 : Un idéal I ¢ E[X | est définisur F si I = E(I n F[X]).

Proposition 2.39 : SoientT € K Xetp=1 £ (T) € B[ X]. Sont équivalents :
1. pestdéfini sur F';
2 F(I) J/lln

Démonstration. Supposons tout d’abord que p est défini sur F'. Notons qu’il suffit de montrer
que F[Z] ' E. Soient f; € F[X] tels que les f;(F) € F[Z] sont linéairement indépendants
sur F' et g; € Zp() qui sont linéairement indépendants sur F'. S’il existe ¢;, d; € F, presque
partout O, telsque 3, ¢; fi = ¥ djgj,ona y,; ¢ fi(x) = ¥, d;g;(x) = 0etdonc ¢; = 0, pour tout
i. 1l Sensuit que ¥ ; d;g; = 0 et donc d; = 0, pour tout j. Puisque F[X] | E, dans E[X], les
fi et g; restent indépendants sur E.

Supposons maintenant quon a des ¢; € E presque partout 0 tels que Y; ¢; fi(z) = 0. On
adonc Y;cifi € Zp(T) = p = E(p n F[X]). On peut donc trouver un nombre fini de g; €
pN F[X], linéairement indépendants sur F', et des d; € E, presque partout 0, tels que Y, ¢; fi =
Y ; djgj. Par indépendance linéaire sur £, on a alors ¢; = 0 pour tout i.

Réciproquement, supposons que F' () J,hn E. Soit f € p. On peut écrire f = }; €;g; ou
e; € E sont linéairement indépendants sur F et g; € F[X]. On aalors ¥, e;g;(7) = (%) = 0
Comme E |I" F[Z], les e; € E sont linéairement indépendants sur F'(Z) et donc g;(z) =
pour tout 4, cest-a dire g; € Zp(T) = pn F[X]. Onadonc bien quep = E(pn F[X]) est déﬁni
sur F'. |

Corollaire 2.40 : Soit V € KX un F-fermé F-intégre de Zariski. Sont équivalents :
1. 'V est E-integre et Tp(V') est défini sur F;
2. il existe un point F-générique T de V. tel que F(T) [ E

Démonstration. Supposons que V est E-integre et Zr (V') est défini sur F' et soir T générique sur
E.Comme Zp(V) = Zg(7) est défini sur F, par la Proposition (2.39), F(Z) | E. Récipro-
quement, soit T un point F-générique T de V' tel que F(Z) [ E. Par la Proposition (2.39),

18
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1 Ip(V) € Ip(7) = EZp(z) = EZp(V) € Zp(V). Dot Zg (V') est premier défini sur F'. En
2 particulier, V est E-integre. O

s Proposition 2.41 : Soit V € KX un F-fermé F-intégre de Zariski. Sont équivalents :
4 1. V est K-integre et Tic (V') est defini sur F';

5 2. il existe un point F-générique @ de V. tel que F(T) [ F?;

6 3. pour tout point F-générique T de V, F(T) LI F2.

7 Démonstration. Puisque V est K-integre si et seulement si il est F*®-integre, ['équivalence de 1
s et 2 est un conséquence, étant donné L = ACF contenant K et T K-générique dans Vz, de
o léquivalence entre F/(Z) " F? et F(Z) " K. Supposons, F(Z) i F2. Soient f; € F[X]
10 une famille finie de générateurs de Zp (V') et g; € F[X] de polyndmes tels que les g;(F) soient
1 linéairementindépendantssur . Ona F'® & Ve; (VT A, fi(T) — ¥, €;9;(T) =0) > Ajej =0
12 etcette méme formule est donc vraie dans K. Onadonc F(7) [ K. Limplication réciproque
13 est évidente.

14 L¥¢quivalence entre 2 et 3 est une conséquence du Lemme (2.35). |

15 Définition 2.42 : Une F-variété affine est un fermé de S%“(F ), pour un certain X.

16 Remarque 2.43: Soit V' ¢ S%“(F ) une F-variété afhine et £ un corps contenant F'. On définit:
17 e Vg := {pES%r(E):pﬂfF(Y)EV};

w o+ Ip(V)i={f € B[X]: pourtoutpe Vi, f =0 € p} = Mpevy T(0);

19 e V(E):={Z e EX : qftpp(Z) e V} = Vi(E) = Ve(Ir(V)) = Ve(Zr(V)), lensemble
20 des points E-rationels de V';

2 * E[V]:=E[X]/Ze(V);

2 * siZp(V') est premier, on note E (V) := E[V] (g

s Définition 2.44 : On dit quune F-varieté affine V ¢ S%“(F ) est géométriquement integre de-
2 finie sur F si pour tout corps E contenant F, EIp(V) € E[X ] est premier.

25 Proposition 2.45 : Soit V ¢ S%ar(F) une F-variété affine. Sont équivalents :
26 1. 'V est géometriguement integre definie sur F';

27 2. pourtout K = ACFY, V(K) c KX est K-intégre et Trc (V') est défini sur F ;
28 3. dexiste K = ACFCIff, V(K) ¢ KX est K-intégre et T (V') est défini sur F;
29 4. F[V] est une F-algebre integre régulicre.

50 Démonstration. Supposons tout d’abord que V est géométriquement integre définie sur F'. Alors,
2 pour tout K £ ACFY Tre(V(K)) = Zg (V) = X/Trp(V) = KZp(V) est premier et défini sur
22 F.Parle Lemme (2.16), V(K) est K-integre. On a donc que 1 implique 2, qui implique tri-
13 vialement 3. Si V' (K) est F-integre, Comme F'[V'] estisomorphe au dessus de F" ala F-algebre
s engendrée par un élément F-générique de V' (K'), il découle de la Proposition (2.41) que 3 im-
s plique 4. Enfin, supposons que F'[V'] est une F-algebre integre réguliere. Soit F < E < K &
ss  ACF une tour d’extension. Par la Proposition (2.41), V' (K) est K-integre défini sur F' et donc
5 Ik(V(K)) = KIp(V) est premier. Il sensuit que EZx(V) = (KZp(V)) n E[X] est aussi
38 premier. ]
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Remarque 2.46: Cette derni¢re égalité n’est pas entierement triviale. Mais pour tout / ¢ E[ X ],
ona KInE = I.Eneffet, soit f; ne base de I sur E que l'on compléte en une base g; de F[ X | sur
E. Alors les g; forment aussi une base de K[X ] sur K. En écrivant un élément de K1 n E[X]
dans cette base, on voit qu’il doit étre une combinaison E-linéaire des f;, c’est-a-dire un élément
de .

On verra plus tard que ce résultat est lié au fait que le E[X ]-module K[X] est fidelement

plat.

2.6 Disjonction algébrique

Définition 2.47 : Soient F' < L, H < K des corps. On dit que L est algebriquement disjoint de H
sur F, et on écrit L l;lg H si pour tout upleta € L, trdeg (@) = trdegp(a).

Lemme 2.48 : Soient F' < L, H < K des corps.
e L J,;lg H si et seulement si H Jf}lg L.
e S/ L igﬂn H alors L i;lg H.

Démonstration.
* Supposons que L Jf}lg H etsoitc € H unuplet. Pour toutuplet@ € L,onatrdegp (@) =
trdeg(@). Onaalorstrdeg () +trdeg p(z) (@) = trdegp(ac) = trdegp (@) +trdeg p(g)(¢)
et donc trdegp(C) = trdegpg) (¢), Z.e. F'(¢) \Liﬁlg F(a)etdonc H \Liﬁlg L.
* Supposons maintenant L i%n H.Soit@ e L algébriquement indépendant sur F. La
famille des mondmes en @ est alors linéairement indépendante sur F. En effet, si 3, a’ =

0,ona P(a) =0,0uP =3 X'« F[X], et donc P = 0. Elle est donc linéairement
indépendante sur H et donc si P(a) = 0 avec P € H[Z], onaaussi P = 0.
i

Définition 2.49 (Dimension d’une variété) : Soiz V' ¢ S%“(F ) une F-varicté F-intégre. La
dimension de V est dim(V') := trdeg(F (V') /F).

Proposition 2.50 : Soient F' < K des corps, V une F-variété F-intégre et a € V(K). On a alors
trdegp(a) < dim(V'). De plus, trdegp(a) = dim(V') sz et seulement si @ est F-génerique dans
V.

Démonstration. Comme a € V(K), on a morphisme surjectif ¢ : FI(V) — F(a). Il sensuit
que I'image d’une base de transcendance de F'(V') par ¢ génere F(a) et donc trdegp(a) <
trdeg(F(V)/F) = dim(V).

Commea est F-générique si et seulementssi ¢ est injectif, il sufit de démontrer que ce dernier
énoncé est équivalent a trdeg (@) = dim(V). Si ¢ est injective, les F-algebres F'(@) et F'(V)
sontisomorphes et ont donc le méme degré de transcendance. Réciproquement, si trdeg -(a) =
trdeg(F (V')/F) := n, soit ¢ une base de transcendance de F/(V') sur F. Alors ¢(¢) est une base
de transcendance de F'(a) sur F, en particulier ¢(¢) est algébriquement indépendante sur F'.
Pour tout b = P(¢) € F[¢],ona p(b) = P(¢(¢)) et donc ¢(b) = 0si et seulementsi P = 0 et
donc b = 0. Soit maintenant b € F'(V') et P son polynéme minimal sur F'(¢). Si ¢(b) = 0,0na
0. P(0) = . P(p(b)) = ¢(P(b)) = 0. Le coefficient constant de ¢, P est donc nul, mais par
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injectivité de ¢ restreint a F'(¢) cela implique que le coefficient constant de P est aussi nul. Par
irreductibilité, ona P = X et b = 0. Ce qui prouve que ¢ est injective. |
Proposition 2.51: Sozent F < E < K descorps, V une F-variétéeta € V(K ) tel que trdegp(a) >
dim(V'). On a alors que @ E-generique dans'V et de plus dim(V') = trdegp(a) = trdegp(a) =
dim(Vg).

Démonstration. On a trdeg(a) < trdegp (@) < dim(V) < trdegp (@) et donc ils sont égaux.
De plus si b € V(K) est E-générique, dim(Vg) = trdegp(b) < trdegp(b) = dim(V) =
trdegp(a) < dim(Vg) et donc on a bien trdegg(a) = dim(Vg). Il sensuit que @ est E-
générique dans V. o
Lemme 2.52 : Soient F un corps et K, L deux F-algebres integres. Pour toute L-algebre M &
ACFy, telle que trdeg(M L) > trdeg(K [ F), il existe un morphisme de F-algebres p : K — M
tel gue p(K) J,;lg L.

Démonstration. Soit ¢ une base de transcendance de K sur F et d € M€ algébriquement indé-
pendant sur L. On consideére alors le morphisme de F-algebres ¢ : F'[¢] = M qui envoie ¢ sur
d. Par le Corollaire (2.5), on peut Iétendre en un morphisme ¢ : K — M. Par construction,
¢(c) = d est algébriquement indépendant sur L et donc ¢(K) i;lg L. i
Corollaire 2.53 : Soient F' < E des corps et V une F-variété E-integre. On a alors dim(V') =
dun(VE)

Démonstration. Soit E < K = ACF un corps de degré de transcendance infini sur E et @ un
point F-générique dans V' (K'). On peutsupposer F'(@) i;lg Eetdonctrdegy(b) = trdeg(b)
dim(V'). Par la Proposition (2.51), dim(V') = trdeg;(b) = trdeg(b) = dim(Vz). o
Corollaire 2.54 : Soient F < L, H < K des corps tels que Uextension K < L soit réguliere. Alors
L \I,;lg H si et seulement si L J,%n H.

Démonstration. 1l suffitde démontrer que L J,;lg H implique que L J,%n H.Soit@ € Lunuplet.
Comme l'extension F' < F[@] est réguliere, V' := locp (@) est une F-variété géométriquement
integre définie sur F. Comme, de plus F'(a) J,‘}lg H, trdegy(a) = trdegp(a) = dim(V) et
donc @ est H-générique dans V, c’est-a-dire idy (@) = idg (V') = Hidp(V') = Hidp(a). Par la
Proposition (2.39), on a F'[a] ilfp“ H.On adonc bien montré que L J,%“ H. O

Corollaire 2.55 : Soit F' < E une extension régulicre et p € F[ X | un idéal premier. Alors Ep ¢

E[X] est aussi premier.

Démonstration. Soient V' := Vp(p), E < K eta € V(K) F-générique. On peut supposer que
F(a) i}lg Eetdonc F(@) ' E.Onaalorsidg(V) = idg(a) = Eidp(a) = Eidp(V) = Ep.
En particulier, E'p est premier. O

3 Les corps pseudo algébriquement clos

3.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 3.1 : Sozt f : B — D un morphisme injectif de A-algébres. On dit que f est existen-
tiellement clos si pour tout o € fgf (Z), Dy & 3T p implique B = 3T .
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3 Les corps psendo algébriguement clos

Lemme 3.2 : Soct f : B — D un morphisme injectif de A-algebres. Sont équivalents :

1
2.
3.

f est existentiellement clos;
il existe un morphisme injectif de A-algebres g - D — B* tel que g o f soit élémentaire;
Dy &= Thi;(B) = {p € F5(2) universelle : B & ¢}.

Démonstration.

1=2

2=3

3=>1

Soit X := (Xg)dep et b : B[X] - D le morphisme qui envoie X, sur d. On considére

alors la B[ X ]-théorie T := ThB(B)B[y] UThy, (Dp). Soit Ty ¢ T finie. Ona Ty ¢
ThB(B)B[y] U {pi(X) i < n}outy € Fp(T) et D & ;(h(X)), pour tout i. On
trouve donc b € N; @i (B). Soit g : B[X] - Btel que g(X) = b. On aalors B, & Tj. Par
compacité, on trouve une D[ X ]-algebre B* = T'. Comme B* = Th BIX] (Dp,), le noyau
du morphisme structurel [ : B[X] — B* est égal au noyaude h : B[X]| - Detlse
factorise donc a travers un morphisme injectif g : D — B*. Comme B, £ Thp(B), le
morphisme g o f: B — B* est bien élémentaire.

Soit ¢ € F(T) telle que B . Puisque g o f est elementaire, B/, & petdonc, comme
© est universelle, D E .

Soit p € ]:Ef(f). Si B # 3T p, on a alors ¥Z ~p € Thi;(B) = Dy. Il sensuit que Dy
VT -, dou D # 3T . |

Proposition 3.3 : Soit F un corps. Sont équivalents :

1
2

toute F-varieté géometriguement intégre définie sur F admet un point F-rationnel ;
F est existentiellement clos dans toute extension régulicre F < L.

Démonstration.

1=2

2=1

Soit F' < L une extension réguliere. Soit ¢ € ]—';lf(f) eta € L tel que L E ¢(a@). On peut
supposer que ¢ est (a equivalence pres) de la forme V;(A; P j =~ 0 A A; Q41 # 0). Soit i
telque L & A; P, j(@) ~ 0 A At Qi (@) # 0. Quite a remplacer L par Loy etles Q;; # 0
par y;Q; — 1 ~ 0 et agrandir @, on peut supposer que ¢ est de la forme A; P; ~ 0.
Comme F(@) [M" F?, la F-variété V := Ip(@) € SZ27(F') est géométriquement intégre
définie sur F. Par 1, elle admet un point F-rationnel ¢ € F*. Comme P; € Zp(a), pour
tout j, on a bien F' = (¢).
Soit V une F-variété géométriquement integre définie sur F'. Alors L = F[V'] est une
F-algebre réguliere. Soit f; € F[X] des générateurs de Zp(V) et T := X + Zp(V) € L.
Onaalors L £ A; fi(%) ~ 0 et donc, comme F est existentiellement clos dans L, F' £
Iz A; fi(Z) ~ 0. Etdonc V(F) # @.

i

Définition 3.4 (PAC) : Un corps F est dit pseudo algébriguement clos (PAC) 5%l vérifie les condi-
tions équivalentes de la Proposition (3.3).

Lemme 3.5 : Soit K un corps PACet V' un K-variété géométriquement integre deﬁm'e sur K.
Lensemble V (K) est alors K-Zariski dense dans V (K?).

Démonstration. TO DO O

Exemple 3.6 :

Les corps algébriquement clos sont PAC.
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3 Les corps psendo algébriguement clos

* On verra que tout sous-corps infini de [ est PAC.
* On verra aussi que tout corps pseudo fini est PAC.

Lemme 3.7 : Tout corps a une extension réguliére qui est PAC.,

Démonstration. Soit F un corps et (V) a<x une énumération de toutes les F-variétés géométri-
quementintegres définies sur F'. On construit par induction (Fy, )i« tels que Fy = F', Vi (Fos1) #
@ et pour tout @ < 3, Fy, < Fgest réguliére. Supposons que pour tout 3 < o, Fjg est construit.
Si avest limite, F,, := Ug F3 convient. Sinon a = 3 + 1 et Fy, := Fjg(Vp) convient.

On note K := F. Cest un extension régulicre de K := F' dans laquelle toutes les F-variétés
géométriquementintegres définies sur F ont un pointrationnel. Enitérant, on construit (K; ) i<
tel que pour tout i < j K; < K est réguliere et toute K;-variété géométriquement integre dé-
finie sur K; a un point Kj,-rationnel. Soit alors L := K, = U; K;. C'est bien une extension
réguli¢re de F.

Soit V' ¢ 8%*"(L) une L-variété géométriquement intégre définie sur L. Par noethérianité,
Z(V') est finiment engendré. Il existe donc i tel que Z(V') = L - (Z(V') n K;[X]). Soit alors
W ¢ S%27(K;) la K;-variété d’idéal Z(V') n K;[ X ]. Elle est géométriquement intégre définie
sur K; et W, = V. Par construction @ # W (K;,1) €c W(L) =V (L). ]

Lemme 3.8 : Tout corps PAC est infini.

Démonstration. La preuve suit aisément du fait suivant :

Assertion 3.9 : Soit F un corps, Uextension F < F(X) est réguliere.

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du fait que F*(X) =~ F* @ F(X). O

Soit alors F' un corps fini et (a;)i<n, une énumération de ses éléments. Soit ¢ = Iz V; x -
a; #0.0na F(X) E pet F # ¢. Lextension F' < F(X) bien que régulicre n’est donc pas
existentiellement close et F' n’est pas PAC. O

3.2 L’algebre des polyndmes non standards

O_n fixe une famillide. corps (Ki)ig_et $l un ult_raﬁltre sur I. On note K := [];y K; et
K[X]y = [1j—y K[ X]. On plonge K[X] dans K[ X ]y en envoyant X sur [, Xj.

Proposition 3.10 (Bourbaki, Algebre commutative, Ch. 1, §2, n°3 et n°11) : Soit B une A-
algebre. Sont équivalents :
1. pour tout A-modules My et My, si f = My — My est injective alors fp = idp ®4 f :
B®4 M — B ®a M est injective;
2. pourtout idéal a € A, le morphisme naturel B ® 5 a — B est injectif;
3. pour tous f; € A, les solutions dans B de y; f; X; = 0 sont combinaisons B-linéaires de
solutions dans A : pour tous by € B tels que Y; fib; = 0, il existe a; j € Aet c; € B tels que,
pour tout j, 3; fiai; = 0 et, pour tout i, b; = 2 Cii 5

On dit alors que B est une A-algebre plate.

Proposition 3.11 (Bourbaki, Algebre commutative, Ch.1, §3,n°5 etn°7) : Soit B une A-algébre
plate de morphisme structurel f : A — B. Sont équivalents :
1. pourtoutidéal a c A, f~'(aB) = a;
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3 Les corps psendo algébriguement clos

2. pour tout idéal maximalmc A, 1¢ f(m)-B;
3. pourtous fi € Aetge A, sty fiXi = g aunesolution dans B, il a une solution dans A.

On dit alors que B est une A-algebre fidélement plate.

Remarque 3.12:
* Une A-algebre B est plate si et seulement si pour toute suite exacte de A-modules My —
My — Mo, la suite naturelle B® 4 My - B ®4 M7 - B ® 4 M> est exacte.
* Une A-algtbre B est fidelement plate si et seulement si I'exactitude de toute suite de A-
modules My - My - Mj et équivalente a I'exactitude de la suite naturelle B ® 4 My —
B®g M - B®y Ms.

Proposition 3.13 : Soit B une A-algebre plate. Alors, pour toute A-algebre C, la C-algebre B® 4
C est plate.

Démonstration. Soit f : My — My un morphisme injectif de C-modules. Par transitivité du
produit tensoriel, fpg ¢ : (B®4C)®c My - (B®AC)®c My = fp: B®a My - B4 M,
qui est bien injectif. O

Théoréme 3.14 (van den Dries-Schmidt, 1984) : K[ X |y est une K[ X |-algebre fidelement plate.

Démonstration. Montrons tout d’abord que c’est une algebre plate. On procede par induction
sur | X|. Soient (f;)j<n € K[X] et (g;)j<n € K[X]y tels que ¥, fjg; = 0. On veut montrer
que g; est une combinaison K[ X |-linéaire de solutions de cette equation dans K[ X ]. Suppo-
sons tout d’abord que fj est unitaire en Xo — s’il ne l'est pas, il suffit de faire le changement
de variable inversible X; — X; + X, pour i > 0, pour qu’il le devienne. On remarque que
(=f;,0,...,0, fo,0...) est une solution pour tout j. Soit g; j = fi0Gi ; + 74, avec degy(r; ;) <
d := degq( fo) sa division euclidienne dans K;[ X ][ Xo]. Pour tout j > 0, soit 7j = [T, 7 ; €
K[X]y.Ontrouvealorsrg € K[ X ]y tel queles r; soient une solution. On aalorsaussidegg(rp) <
d. En particulier, on a trouvé des solutions dans K[ X, ]y[Xo] dont les g; sont combinaison
K[ X ]y-linéaire.

Par induction, K[X0]y est une K[ X,q]-algebre plate. I suit de la Proposition (3.13) que
K[X,0]u[Xo]estune K[ X ] = K[X,0][Xo]-algebre plate et donc les 7; sont des combinaisons
K[ X ]y-linéaires de solutions dans K[ X].

Montrons maintenant que c’est une algebre fidélement plate. Soit m ¢ K[X] maximal. En
particulier, 1 ¢ m et donc par le Nullstellensatz, il existe z € Viga (9) € (K®)* ¢ ([T, K2)~.
Pour tout f em- K[X]g, f(z) =0etdonc f # 1. o

On note K (X)y = [Ty K (_Y ). On note que le plongement de K[X] — K [X ]y s’tend
en un plongement K (X) - K (X)y.
Théoréme 3.15 (van den Dries-Schmidt, 1984) : Soitp ¢ K[ X | un idéal. Sont équivalents :
1. p ¢ K[X]est premier;
2. p-K[X]y ¢ K[X]y est premier.
Démonstration.
1 =2 On procede par induction sur n := | X|. Supposons tout d’abord que pour tout j < n, il
existe fj € pn K[X;]\ (0). Pour tout g € K[ X ]y, par division euclidienne itérée par les
fij» on trouve r; € I;[ X] de degré total borné par le produit des d; = deg( f;) tel que
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3 Les corps psendo algébriguement clos

gi—ri € (fij: j <n).Cestdoncune K-algebre de type finie engendrée par les puissances
de X. Il sensuit que le morphisme naturel K[ X ]/p - K[ X |y/(p- K[ X ]y) est surjectif.
Par platitude fidele, K[ X ]g/(p - K[X]y) est non triviale et donc, comme K[X]/p est
un corps (cest une K -algebre integre de dimension finie), ce morphisme est injectif. Il
sensuit que p - K[ X ]y est premier puisque maximal.

Supposons maintenant que pnK [ Xo] = (0). Parlocalisation, p- K (X¢)[ X>0] € K (X0)[X>0]

est premier.
Assertion 3.16 : La K (X)-algeébre K (X )y est réguliére.
Démonstration. TO DO O

Par le Corollaire (2.55) et ’Assertion (3.16), p - K (Xo)u[X>0] € K (Xo)u[X>0] est pre-
mier. Par induction, p- K (X¢)y[ X>0]u € K (Xo)u[X>0]y est premier etil en est de méme
de son intersection avec K[ X ]y.

Assertion 3.17 : (p : (K(X(])u[Xx]]u)) N K[X]u =p- K[X]u
Démonstration. La preuve est technique et passe par une suite de résultats intermédiaires.

Assertion 3.18 : Soit I < K[ X un idéal tel que, pour tout f € K[Xo] irréductible, {a €
K([X]: faeI} =1 alors, pourtout f € K[Xoly~ {0}, {ae K[X]y: fae K[X]y-I} =
K[X]y- 1L

On remarque que comme p est premier et pn K[ Xo] = (0), ' Assertion (3.18) sapplique.
Démonstration. TO DO A

Soient g € (p - (K(Xo)u[Xs0lu)) N K[X i, (fj)j<n € K[X] des générateurs de p.
Comme K (Xo)y = (K[Xo]u) (o), il existe hy,l € K[X]y tels que g = ¥, hil™ f; et
donclg € p- K[X]y. Par ’Assertion (3.18), g € p - K[ X . O
On a donc bien que p - K[ X ]y = (p - (K (Xo)u[X>0]u)) N K[X ]y est premier. Ce qui
conclut la preuve de 1 =2.

Cest une conséquence immédiate de la platitude fidele : p = (p - K[ X ]g) n K[X] est
premier. =

Corollaire 3.19 (Hermann, 1926 — Seidenberg, 1974) : Soient n,d € Zs. Il existe D € Z tel
que pour tout m € L, tout corps K et touridéal I ¢ K[ X |, avec|X| = n, généré par des polyndmes
(fi)i<m de degré total au plus d, on ait :

(1) pourtout h € K[ X |<q, h € I s et seulement sl existe g; € K[ X |<p, h = ¥ gi fis

(2) I est premier si et seulement si 1 ¢ Ipour tout g,h € K[ X |<p, gh € I implique g € I ou

hel.

Démonstration.

(1)

Si un tel D n’existe pas, alors pour tout D € Zsy, il existe un corps Kp et b, (fp.i)i<m €
Kp[X]atelsqueh e Ip = Kp[X](fp, : i < m) mais pour tout (g;)i<m € Kp[X]<p,
h #Y; gifp,i. Soit U un ultrafiltre sur Zso. On définit K = [1p_ Kp, fi = [Ip_u fD,i €
K[X]eth:=T[lp.yhp € K[X]. Par Los, il existe g; € K[ X ]y tels que h = Y; g; fi. Par
le Théoreme (3.14), on peut supposer g; € K[ X ]. Par Lo$, pour tout D € U, ot U € 4, il
existe (9p.i)i<m € Kp[X]<g, ot E > max; deg(g;), tels que hp = Y; gp.i fp,i- Notons
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3 Les corps psendo algébriguement clos

que Usg := {D €U : D > E} € {l. En particulier, Usg # @ et soit D € Usg. On a alors
hp = ¥igp.ifp,iavec gp; € Kp[X]<e € Kp[X]<p, ce qui contredit notre hypothese
sur hp.

(2) Siun tel D n’existe pas, alors pour tout D € Zsy, il existe un corps Kp et (fp,i)icm €
Kp[X]catelsquel ¢ Ip := Kp[X](fp,; : i < m) et pour tous g,h € Kp[X]<p si
gh e IpalorsgeIpouhelp;ainsique gp,hp € Kp[X]telsquegp ¢ Ip, fp ¢ Ip et
gphp € Ip. Soit L un ultrafiltre sur Zso. On définit K = [1p_ g Kp, fi = [Ip_u fp,i €
K[X],I=K[X](fi:i<m),g:=Tlpougp € K[X]yeth:=[Ip_yhp € K[X]g.

Assertion 3.20 : I ¢ K[ X est premier.

Démonstration. Par £.os, 1 ¢ I. De plus, si ab € K[X] sont tels que ab € I, c’est a dire
ab = Y cif; ot ¢; € K[X]. Alors par Los encore, pour tout D € U,ou U € i, apbp =
Yicpifpi€lIpouap,bp € Kp[X]<getdeg(a),deg(b) < E. Par hypothese, pour tout
D e Usg € Y4, onaalorsap € Ip oubp € Ip. Par Los toujours, onaa € IK[X ]y ou
be IK[X]y. Comme IK[X]|yn K[X]=1I,onadoncbienaecloubel. O

Cependant, par Los,ona g ¢ IK[X ]y, h ¢ IK[X ]y etgh e IK[X]yetdonc IK[X ]y
n’est pas premier. Ceci contredit le Théoreme (3.15). ]

Corollaire 3.21 : Soient n,m,d € Zso. 1l existe une formule 0y, p, q € Fz(T1,. .., Tp) telle que
pour tout corps F et tout @y € F, F & Oy (a1, ..., Gm) 52 et seulement si F[ X |(fa,, -, fa,)
est premier, ot fa, = ¥|1<d aLZ—XI, on | X|=n.

Démonstration. Soit D la constante associée par le Corollaire (3.19) a n ,m et d, et E celle asso-
ciéed n ,m et D?. Onaalors que I := F[X](fa, : i < m) est premier si et seulementsi 1 ¢ I et
pour tout g, h € F[X |<p, gh € I implique g € I ou h € I. Parle (1) du Corollaire (3.19), gh € I
si et seulement s’il existe (¢;)icm € F[X <k tels que gh = ¥; ¢; fi. On peut donc écrire 6,, 1, 4
en quantifiant sur les coefficients et en remplagant les égalités de polyndmes par des égalités sur

leurs coefficients. o
Corollaire 3.22 : Soient n,m,d € Zso. Il existe une formule 1y, y, q € f%f(fl, o, Ty telle que

pour tout corps F et tout @; € F, F' & Yy (@1, ..., Gm) si et seulement si V(fa,, ..., fay) =

Nil fz, = 0] € S (F) est géométriguement intégre définie sur F.

Démonstration. Soit Py, , 4 € fgf(fl, ..., Ty ) équivalente 4 6, ,,, ¢ dans ACF. On a alors F' =
Ynm,d(@1, ..., Gmn)sietseulementsi F'* = ¥y, 1, 4(Q1, . . ., Q) sietseulementsi F &= 6,, , 4(Q1, . .., i)
si et seulement si F*[ X ]( fa, : 4 < m) est premier si et seulement si V(fz,,. .., fa,) est géomé-
triquement integre définie sur F' — ¢f. Proposition (2.45). ]

Corollaire 3.23 : Les corps PAC forment une classe élémentaire.

Démonstration. Un corps est PAC si et seulement s’il vérifie Vody z 2 Ovay—1 = 0 et xp m,qd =
VT O n,d(T) = 39 Ni Xy1j<a zry" =~ 0, pour tout n, m,d € Zp.

3.3 les corps pseudo finis

Lemme 3.24 : Les corps pseudo finis sont parfaits.
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3 Les corps psendo algébriguement clos

Démonstration. Les corps finis sont parfaits. Onadonc p ~ 0 - Va3y y? - ~ 0 € Tt, la théorie
des corps finis qui est contenue dans T, celle des corps pseudo finis. O

Définition 3.25 (Interprétation) :
* Soit B une A-algebre et D une C-algebre. Une interprétation (avec parameétres) de B dans
D est la donnée :
— dune formule 6 € Fc(zy);
— dun u])letl_) e DY;
— d’une fonction surjective f : (D, b) - B;
pour tout p € Fo(Z), d'une formule 0, € Fo(0,7);
tels que pour tout o € F4(Z), {1 (0(B)) = 0,(D,b).
* Soit D une classe de C-algebres et, et pour tout D € D, Bp une dasse de A-algebres. Une
interprétation uniforme de la famille B == (Bp) pep et la donnée :
— d’une formule 6 € Fo(zy);
— pour tout @ € FA(Z), d'une formule 0, € Fo(U,7);
— d'une formule x € Fo(y);
telles que pour tout D € D et tout B € Bp, il existe bp € x(D) et une fonction fp :
5(D,bp) — B tels que (8,bp, fp,0.,) soit une interprétation de B dans D et de plus, pour
tout b € x(D), il existe B € Bp et fg : 6(D,bp) — B tels que (3,bp, f5,0,) soit une
interpretation de B dans D.

Remarque 3.26 : Pour trouver une interpretation (uniforme), il suffit de trouver, pour tout
a€Ab,(v)associéed z—a ~ 0,0, (v1,vy,v3) associéed z1 + 29 — 23 ~ 0 et Oy (v1, v2, v3) associée
::,121'22—23ﬁ0.

Proposition 3.27 : Pour tout d € Zsq les extensions monogenes de degré d d’un corps sont unifor-
mément interpretables.

Démonstration. Soit x4(y) = Vr¥s X9+Y, 4y X? # (DicamiX V) (Ticqg 5:X ). Pour tout corps
F et toute extension F[a] de de degré d, soitb € F¢tel que Py = X+, 4 b; X" estle polyndme
minimal de @ sur F. Sot §4(x,y) = Tou |z| = det f : F* - F[a] la fonction ¢; » ¥;4c;a’
qui est bien surjective. On a alors 0, gn(z,y) := zo = n A Ao = 0, 04 ¢(x1, 22, —x3) qui est
’addition coordonnées par coordonnées et 0 4(x1, z2, x3) qui exprime qu’il existe Q € F'[ X |4
(X261 X)) (T xi2Xi) = QP + X; 23, 3X;. On remarque enfin que le corps de rupture d’un
polynéme irréductible de degré d étant toujours une extension monogene de degré d, on a bien
une interprétation uniforme. O

Remarque 3.28 :
* Pour tout d € Zy les extensions séparables de degré d d’un corps sont uniformément
interprétables.
* Pour tout d € Zsq les extensions de degré d d’un corps sont uniformément interprétables.

Corollaire 3.29 : Soit F' un corps pseudo fini. Pour tout d € Zo, F a exactement une extension de
degré d (dans une cloture algébrigue donnée).

Démonstration. Soit &4 == Jy xq(y) A Vo x(z) — 054,31, P A e 50N, tjlitj27d($7 Y)
ou &; est le uple (;,0,...,0). Ona F & ; si et seulement si F' une extension monogene de
degré d qui et le corps de décomposition de tous les polyndmes irréductibles de degré d; cest
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3 Les corps psendo algébriguement clos

a dire que F' a une unique extension de degré d. Comme c’est le cas de tous les corps finis, on
§a € Tt € Tpst- O

Théoreme 3.30 (Lang-Weil, 1954) : Pour tout n,m,e € Zsq, il existe C € Zyq tel que pour
tout corps fini F de cardinal q et f1 ..., fm € F[X1,...,X,] de degré total au plus e, st V =
V(fi,--., fm) est géométriquement integre définie sur F de dimension d, alors :

[V(F)|-q < Cq™ 2.

Corollaire 3.31 : Pour tout n,m,e € ZLsq, il existe Q € Lo tel que pour tout corps fini F de
cardinal q> Qet fi ..., fm € F[X1,..., Xy, ] dedegré total au plus e, siV =V (f1,..., fm) est
géométriquement intégre définie sur F, V(F) # @.

Démonstration.Si V(F) = @, alors, par le Théoréme (3.30), ¢¢ < Cq*'? et donc ¢ < C2 1
suffit donc de choisir Q = C2. |

Corollaire 3.32 : Les sous corps infinis de I3 sont PAC.

Démonstration. Soit F' < F}, un sous corps infini. On a alors F' := Ujer Fpioul cZsgest infini.
On peut supposer que pour tout 4, j € I,4j € I. Soit V une F-variété géométriquement intégre
définie sur F'. Comme I (V') est finiment engendré, il existe ¢ € I tel que V' soit définie sur F;.
Par le Corollaire (3.31), V(F) 2 V(F;) + @. ]

Corollaire 3.33 : Les corps pseudo finis sont PAC.

Démonstration. Pour tout n,m, e € Zs, la formule 31329 Ajsj Ti # Tj = Xn,m,e est dans
Tt par le Corollaire (3.31). Comme 3z1-+-3xg Ajzj i # 75 € Ther par définition, il sensuit que
Tpst = Xn,m,e> et donc Tps¢ = PAC. O

Soit PSF la théorie des corps PAC parfaits avec exactement une extension de degré d pour
tout d € Zsq. Nous avons donc prouvé :

Proposition 3.34 : Les corps pseudo-finis sont des modéles de PSF.

Démonstration. C'est le contenu du Lemme (3.24) et des Corollaires (3.29) et (3.33). ]

3.4 Théorie de Galois

Soit F' < K une extension de Galois (potentiellement infinie). On définit G(K/F') := {0 €
Aut(K): o|p =idp}. Onnote G(F) := G(F®/F) le groupe de galois absolu de F.

Proposition 3.35 : Soit F' < K et E < L des extensions galoisiennes et f : K — L un morphisme
tel que f(F') < E. Il existe un unique morphisme de groupe f* : G(L|E) - G(K [ F) tel que pour
tout o € G(L/E), le diagramme suivant commaute :

Kf(U)K

f lf
L

L g
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3 Les corps psendo algébriguement clos

De plus, si D < M est une extension galoisienne et g : L — M est un morphisme tel que g(E) <
D, alors (go f)* = f* o g™
Démonstration. Uexistence de f* (o) suit du fait suivant :

Assertion 3.36: o(f(K)) < f(K).

Démonstration. Lextension f(F') < f(K) est normale et donc, pour tout z € f(K), o(x), qui
est une autre racine du polynéme minimal de  sur f(F) est aussi dans f(K). O

On définitalors f*(0) := f ' oo o f qui est bien un morphisme (injectif) K - K qui fixe F.
Il est surjectif sur les extensions finies intermédiaires et donc c’est un élément de G(K/F'). On
vérifie facilement que f* est un morphisme de groupe (c’est essentiellement la conjugaison) et
que, par unicité, il commute 4 la composition. O

Remarque 3.37: Un cas particulier de cette construction est le morphisme de restriction. Etant
donné des extensions F' < E, K < Lavec F' < K et E < L galoisiennes, on a un morphisme
res: G(L/E) - G(K/F) quiao € G(L/FE) associe o|-.

Proposition 3.38 : Les groupes G(L/K ) avec F < L < K et F < L galoisienne finie forment une
Jfamille projective filtrante on, pour tout F' < Ly < Ly < K, G(L2/F) - G(L1/F) est donné par
la restriction. De plus, on a un isomorphisme G(K [F') = lim g (L/F), induit par la restriction.

Démonstration. Le fait que la famille est filtrante est une conséquence du fait que si, pour ¢ =
1,2, F < Ly < K est galoisienne finie, alors F' < Ly Lo est aussi galoisienne finie. Le fait qu'elle
est séparable est une conséquence du fait que F' < K l'est. Pour ce qui est de la normalité, comme
L; est normale, pour tout o € G(F),onao(L;) = L; etdonc o(L1La) = L1 Lo. Si a,c sont
deux racines d’ un polyndme irréductible sur ' avec a € L1 Lo, alors le morphisme de F-algebre
Fla] - F[b] qui envoie a sur b sétend en un élément de G(F'), par exemple par le Corol-
laire (2.5). On a donc bien b € L1 Ly qui est normale.

Le fait que le morphisme G(K/F') — lim G(L/F) induit par la restriction est un isomor-
phisme suit aisément du fait que K est couvert par ses sous extensions normales finies de F: le
corps de décomposition du polyndme minimal de tout € K est une extension normale finie
qui contient K. Tout systtme compatibles d¢léments de G(L/F’) se recolle donc en un unique
élémentde G(K/L). ]

Soit G =lim G ou les G sont finis. On munit chaque G; de la topologie discréte et G de la
topologie induite par la topologie produit sur [T; G;. Cette topologie est nommée la topologie
profinie.

Définition 3.39 : Un groupe topologique est dit profini sl est (homéomorphe a) la limite d’une
Jfamille projective filtrante de groupes finis.

Proposition 3.40 : Les groupes profinis sont des groupes topologiques compacts totalement discon-
tinus.

Démonstration. Supposons que G est homéomorphe a lim G;. On note fj; : Gj - Gi les
fonctions de transition pour touti < j et f; : lﬂﬂz G - Gi. Le produit []; G; est compact par
Tychonov. On rappelle que lim G; = {(@)i: Vi< fi(a;) = 2} = Nicj(myxm) (T, ,) ol
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3 Les corps psendo algébriguement clos

[y, <Gj x G estlegraphe de f; ;. On a donc que 1(&11 G, estun fermé de []; G; qui est donc
bien compact.

Soit U; := fi_1 (0) c @Z G;. Cest un voisinage ouvert-fermé de 0 et comme ; U; = {0}, 0
a un systeme de voisinages ouverts-fermés. Leurs translatés forment une base d'ouverts-fermés
de la topologie qui est donc bien totalement discontinue. O

Remarque 3.41 :
* Un groupe fini est profini et la topologie profinie sur un groupe fini est exactement la
topologie discrete.
* Les groupes profinis sont exactement les groupes topologiques compacts totalement dis-
continus.
* Dans un groupe profini, les sous-groupes normaux ouverts-fermés (et donc d’indice fini)
forment une base de voisinages de I'identité.

Pour toute extension galoisienne F' < K, on munit G(K/F) = lim G (L/K) dela topologie
profinie. Une base de voisinages ouverts-fermés de I'identité est donnée par les sous-groupes
G(K/L)ou F < L < K et F < L est une extension galoisienne finie.

Lemme 3.42 : Soit F < K et E < L des extensions galoisiennes et f : K — L un morphisme tel
que o(F) < E. Le morphisme f* : G(L/E) - G(K | F) est continu.

Démonstration. Soit F < D < K avec F' < D galoisienne finie. Pour tout 0 € G(L/E), f*(0) €

G(K/D)sietseulementsic € G(L/Ep(D)) quiestouvert. Eneffet, pourtoutd € D, o~ ! (a(¢(d))) =

d si et seulementsi o (p(d)) = p(d). m]

Théoréme 3.43 (Galois, 1830 — Krull, 1928) : Soit F' < K une extension galoisienne. On a une
bijection qui inverse les inclusions :

{L:F<L<K} ¥ {H<G:H fermé}
L - G(K/L)
Kil={2eK:VoeHo(z)=x} < H

De plus F < L < K est galoisienne si et seulement si G(K[|L) < G(K|F') est normale. On a
alors une suite exacte courte naturelle: 1 - G(K|/L) - G(K/F) - G(L/F) - 1.

Proposition 3.44 : Soient F < K, E < L et D < M des extensions galoisiennes telles que F' < E 0
D, K < LnM et L |32 M. On aalors un homéomorphisme o : G(LM |ED) - G(L/E)xg(/r)
g(M/D).

On rappelle que si B et C sont des A-algebres, alors B ® 4 C' est leur somme amalgamée.

Démonstration. Comme la restriction est fonctorielle, on a un morphisme ¢ : G(LM /ED) —
G(LIE) xg(xyry G9(M[D) = {(o,7) : ol = 7lc} < G(L/E) x G(M/D) tel que (o) =
(oly, olys)- Ce morphisme est évidemment injectif. Comme L |4 M,ona LM = L®x M
et donc pour toute paire (0,7) € G(L/E) xg(x/ry G(M[D), o ® T est un automorphisme
de L ® k M dont I'action sur L est donnée par o et celle sur M par 7. Le morphisme ¢ est donc
surjectif.

Soit E < Eg < LetD < Dy < M tels que E < Eg et D < Dy soient galoisiennes fi-
nies et 0 € G(LM/ED). On aalors o, € G(L/Ep) et o|,; € G(M/Dy) si et seulement si
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3 Les corps psendo algébriguement clos

o € G(LM/EyDyg) et ¢ est continue. Comme G(L/E) x G(M /D) est compact, c’est un ho-
méomorphisme sur son image. ]

Proposition 3.45 : Soient F' < K et E < L des extensions galoisienneset f : K — Lun morphisme
tel que p(F)< E.Ona:

1. f*:G(L/E) - G(K|[F) est surjectif si et seulement si En f(K) = f(F);

2. f*:G(L|E) - G(K|F) est injectif si et seulement si L = E f(K).

Démonstration.

1. Supposons tout d’abord que f* est surjectif. et soit x € K tel que f(x) € E. Pour tout o €

G(K/F),ilexiste T € G(L/E) telque f*(7) = 0. ll Sen suit que o(z) = f~H(7(f(2))) =
z etdonc x € K9K/F) = F . Onadonc En f(K) < f(F). Linclusion réciproque est
évidente.
On suppose maintenant que £ n f(K) = f(F). Comme f(F) < f(K) est galoisienne,
par la Proposition (2.36), E Lj{y f(J). Comme Ef(K) 2 E®p K, touto € G(K/F)
induit un (unique) automorphisme 7 € G(Ef(K)/Ef(F')) qui sétend a E* et donc a
E < L < E* qui est normale.

2. Supposons tout d’abord que f* est injectif. Pour tout o € G(L/Ef(K)),ona f*(o) =
idg etdonc o =idy. Il sensuit que E f(K) = L. Réciproquement, si L = E f(K'), pour
touto € G(L/E) tel que f*(0) = idg ettoutx = Y, e;f(k;) ote; € Eetk; € K,ona
o(x)=Y;0(ei)o(f(ki)) =Y;eif(ki)=zetdonco =idy. o

3.5 Presque elimination des quantificateurs

Théoréme 3.46 (Lemme de plongement, Jarden-Kichne, 1975) : Sodent F < K et E < L des
extensions de corps parfaits telles que L est PAC. Soit, de plus ¢ : F* — E® un isomorphisme
tel que p(F) = E etV : G(L) — G(K) un morphisme continu tel que le diagramme suivant
commute :

G(L) —L= G(K)

res i J/ res

G(E) " G(F).

1l existe alors une extension élémentaire L < M et un morphisme ¢ : K* — M?* qui étend o tel
que le diagramme suivant commute :

g(M)

res

G(L) —~G(K)

,[p*

Démonstration. Par le Lemme (2.52), il existe 2 = ACF contenant L et § : K* — Q qui étend ¢
ettel que {(K?) \I,rjgf L2.Soit N = £(K).Onaalors N® | 72 Tl sensuit que G(N*L*/N L) =
G(N) xg(gy G(L) et on a donc un morphisme injectif continu Y := = xg(g) idg(r) : G(L) -
G(N®*L*/NL) ou E = (€)' o U. Le sous-groupe T(G(L)) < G(N*L*/NL) est fermé et
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3 Les corps psendo algébriguement clos

soit D := (N2L2)T(9(L)) Parla correspondance de Galois, G(N*L*/D) = Y(G(L)). Donc T
induit un homéomorphisme entre G(L) et G(N*L?/D). Par construction, le diagrame suivant
commute :

G(L) —— G(L*N*/D) —* G(L*N*/LN) —"% G(L) xg () G(N)
id Q(L)

etdoncreso Y =idg(z). Comme Y est surjective sur G(L*N?*/D),res : G(N*L*/D) - G(L)
est aussi 'inverse a droite de Y. En particulier, res : G(D) - G(L*N?®/D) — G(L) est surjectif,
et donc, comme L est parfait, L < D est réguliere. Comme L est PAC, il est existentiellement
clos dans D et donc par le Lemme (3.2), il existe une L-algebre élémentaire M et un morphisme
de L-algebres 6 : D - M. Comme D Lle L?, on peut étendre 6 en un morphisme L*-algebre
§: DL* - ML? et enfin en un morphisme L*-algebre 6 : D* — M?®. Soit 1) = 6 0 £. On a donc
le diagramme commutatif suivants au niveau des corps :

WP
/’M’—\

K2 T> N2 D2 T_ M2

K— >N ‘D——>M
J R S S R

Fe g L

et celui-ci au niveau des groupes de Galois :
w‘k

G(N*L*/NL)
A

Q(K)LQ(J\f)ii”””g(f\fa /D)< G(D)<"—G(M)

9
G(F) <= G(E) < G(1)

ce qui conclut la preuve. O

Définition 3.47 (Corps borné) : Une extension galoisienne F' < K est dite bornée si pour chaque
d € Zo, il y a un nombre fini d’extensions intermédiaives F < L < K avec [L : K = d. Le corps
F est dit borné si F' < F® est bornée.

Exemple 3.48 :
* Les corps algébriquement clos sont bornés.
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3 Les corps psendo algébriguement clos

* R est borné. Plus généralement les corps réels clos, c’est-a-dire les corps élémentairement
équivalents a R, sont bornés. En fait, K est réel clos si et seulement si [K® : K] <2 —si
et seulement si [K?: K] < oco.

* Les corps pseudo finis sont bornés.

* Q n’est pas borné.

Soit 0 : Zsg = Zso. On note Cy := Z[X,, : n € Zsg] avec | X,| = 9(n), P, := yo(n) 4
Yico(n) X,.iY" € Gy[Y], IRR, la Cy-théorie qui contient la théorie des corps et énonce que P,
est séparable irréductible pour tout n, et GAL; la Cy-théorie qui contient IRR; et énonce que
tout polynéme @) séparable irréductible de degré n a n racines distinctes modulo P,.

Lemme 3.49 : Soit K un corps, sont équivalents :
1. K est borné;
2. il existe 0 : Lo — Lo et un morphisme f : Cy — K tel que K¢ = GAL,,.

Démonstration.
1=2 TODO
2=1 TODO m|

Lemme 3.50 : Soit K = GALy et f : A — K un morphisme de Cy-corps. Le morphisme f* :
G(K) = G(A) est injectif.

Démonstration. Soit m]

Lemme 3.51: Soit f : F° — K®° un morphisme de corps tel que f(F) < K et f*: G(K) - G(F)
est surjectif. Soit P € F[Y), |Y| = 1 un polyndme séparable, sont équivalents :

1. f(P) estirréductible sur K ;

2. P est irréductible sur F.

Démonstration. TO DO O

Lemme 3.52 : Soit f : F° — K° un morphisme de Cy-corps tel que f(F') < K, avec F' = GAL,.
Sont équivalents :

1. K & TRRy;

2. f*:G(K) —» G(F) est surjectif.

Démonstration.

1= 2 Soit e, € F*® une racine de P,, := Y°(") ico(n) XY e Co[Y]. Comme F £ GAL,,
les F'[ey,] forment une famille filtrante. En effet F[e,,, , €5, ] est une extension séparable
de degré m < co et donc Fley,,en,] < Flen]. De plus, comme f(P,) est irréductible

sur K, pour tout extensoin de f a F®¥ — K*, f(F[e,]) J,I}?F) K et donc f(F®) =

Un f(Flen]) Llfir(lF) K. En particulier, f(F®°) n K = f(F') et donc, par la Proposi-
tion (3.45), f* est surjectif.

2 =1 Comme P, est séparable et irréductible sur F, il I'est aussi sur K par le Lemme (3.51). O
Lemme 3.53 : Soit f : F* — K° un morphisme de Cy-corps tel que f(F') < K, sont équivalents :
1. KEeGALyet f*: G(K) — G(F) est surjectif;
2. FeGALyet f*: G(K) — G(F) est un homéomorphisme;
3. KEGALyet F = GALy;
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3 Les corps psendo algébriguement clos

4. K = GALy, F = GALyet f* : G(K) — G(F) est un homéomorphisme.
Démeonstration.
1=3 SiP, =Y Yico(n) XY e Cy[Y] et GALy estirréductible sur K il lest aussi sur F
etdonc F' £ IRR,. Soit Q € F[Y'] un polynéme séparable irréductible de degré n et a €
F* une de ses racines. Par le Lemme (3.51), Q estirréductible sur K etdonca € K[e,,] ou
en € F¥estuneracinede P,,. Onadonca € K[e,] etdonc G(K[e,]) < G(K[a]). llsen-
suit que f*G(K[en]) < f*G(K[a]). On remarque que (f*)"1(G(F[a])) = G(K[a])
et donc, comme f* est surjectif, f*(G(K[a])) = G(F[a]). De méme, f*(G(K[e,])) =
G(Flen]) <G(F[a])etdonc Fla] < Fley].
2= 4 Parle Lemme (3.52), K = IRR;. Soit @ € K[Y] un polynéme séparable irréductible de
degré n et a € F*® une de ses racines. Soit H := f*(G(K[a])) < G(F'). Comme f* est
un homéomorphisme, [G(F) : H] = [G(K) : G(K[a])] = netdonc F < L := (F*)#
est une extension de degré n. Il sensuit que L < Fle,], dou G(F[e,] < H) et donc
G(K[en]) = (f*) (G (Fen])) < (f) Y(H) = G(K[a]), comme f* est injective. On
adonc bien K[a] < K[e,].
3 = 4 Parle Lemme (3.50), f* estinjectif et par le Lemme (3.52), il est surjectif.
Comme 4 implique clairement tous les autres énoncés, cela conclut la preuve. O
Lemme 3.54 : Soit K une Cy-algebre, sont équivalents :
1. KEGALy;
2. pour toute Cy-corps F et tout morphisme de Cy-algébres f : F° — K® tel que f(F) < K, on
a f(FP)nK = GALy et f. : G(K) — G(F) est injectif;
3. F°n K = GALy, on F est sous corps de K engendré par C, et ves : G(K) — G(F) est
injectif.
Démonstration.
1=2 TODO
2 =3 Onapplique 2 4 la C-algébre F* n K et au choix de morphisme structurel F* — K*.
3=1 TO DO |

Si L est une K -algebre alors L® est naturellement (mais non canoniquement) une L*-algebre
etonnoteres : G(L) - G(K') le morphisme associé¢ au morphisme structurel choisi.

Corollaire 3.55 : Soit F' un corps borné et K une F-algebre élémentaire. Le morphisme res :
G(K) — G(F) est alors un homéomorphisme et K est borné.

Démonstration. Par le Lemme (3.49), il existe 0 tel que F' = GALp. On a alors K = GAL, en
particulier il est borné, Par le Lemme (3.49). De plus, par le 22, res : G(K) - G(F) est un
homéomorphisme. |

Proposition 3.56 : Sozent F' < K et E < L des extensions de corps parfaits telles que K et L soient
PAC bornés. Soit, de plus, o : F* - E* un isomorphisme tel que o(F) = E etV : G(L) - G(K)

34



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

3 Les corps psendo algébriguement clos

un homéomorphisme tel que le diagramme suivant commaute :

G(L) —2~G(K)

res i J/ res

g(l?)‘j;:>'g(1?)

Le morphisme ¢ : F' — L est alors K-élémentaire.

Démonstration. On construit par induction K1, une Kj-algebre élémentaire, ou Ky := K,
L;.1 une L-algebre élémentaire, ot L_; := L, et des morphismes ¢; : K* - L et¢; : LY —
K2, tels que i (K1) < Li, ¢ (L;) < K4 et les diagrammes suivants commutent :

Ko 213 G(Lo) —>-G(Ko) K&, 2o

i+1 +1

AN
- A N
Faﬁo E? G(L) Kf—w L?

On obtient ¢y en appliquant le Théoréme (3.46). On remarque que, puisque Lo est une L-
algebre élémentaire, par le Corollaire (3.55), res : G(Lg) — G(L) est un homéomorphisme.
Comme U en est aussi un, c’est donc aussi le cas de ;.

Supposons maintenant que ; est construit (et que ¢; est un homéomorphisme). On ap-
plique alors le Théoreme (3.46) 2 ;1 : ;(K?) - K, et (9}) ' : G(K;) — G(L;) pour obte-
nir ¥;. Comme précédemment, puisque (¢; )L estun homéomorphisme, c’est aussi le cas de
G (). On applique alors de nouveau le Théoreme (3.46) 2 ;1 = ¥;(L?) — L; et G(vp;) 7t -
G(L;) = G(K;41) pour obtenir ¢;1. On vérifie, de méme, que ¢;; est un homéomorphisme.

On définit alors Yoo = U; ¢i : Koo = Loo €t Yoo = U; Vs : Lo = Koo et on vérifie que ce
sont des isomorphismes inverses 'un de l'autre. En particulier, oo est élémentaire. Comme le
diagrarnme suivant commute par construction,

F— K — K
%
EFE——L—— L

et que, par le théoreme d’union de chaine (Théoreme (1.30)), Ko, est une K -algebre élémen-
taire et Lo, est une L-algebre élémentaire, on a bien que ¢ : F' - L est K-élémentaire. O

Corollaire 3.57 : Soit F < Ket E < L des extensions de corps parfaits telles que K et L soient PAC
bornés, et les morphismes res : G(K) - G(F) et res : G(L) — G(E) sont des homéomorphismes.
Alors tout morphisme ¢ : F — L tel que p(F') = E est K-élémentaire.

Démonstration. Par hypothese G(K) = G(F) = G(E) = G(L). On peut donc appliquer la
Proposition (3.56). o
Proposition 3.58 : Sozent F un corps z'nﬁm', F < L une extension de corps, K une extension ﬂlge’—
brigue de F et A € K un ensemble de générateurs de K. Sont équivalents :

35



12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

1
2
3.

3 Les corps psendo algébriguement clos

11 existe un morphisme de F-algebres ¢ : K — L;
Le{32P ~0: P e Flx]avec|z|=1et P a une racine dans K }.
L= {3z P~0: P estlepolyndme minimal de c € A sur F'}.

Démonstration.
1=2 Pourtout P e F[X]etae K tel que P(a) =0,ona L E P(p(a)) ~0etdonc on abien

2=73
3=>1

L={32P~0:P e F[X]auneracine dans K }.

C’est évident.

On suppose tout d’abord que A est fini, et donc F' < K est finie. Soit E' > K telle que
F < E est normale finie. Pour tout a € A, il existe b € L n E une racine du polynéme
minimal de a sur F'. L’isomorphisme F'[b] = F[a] s¥étend en un élément o € G(E/F).
Onaalorsa e o(Ln E)etdonc K € Useg(p/r) o (LN E) < E.

Assertion 3.59 : Soit F' un corps infini, W un espace vectoriel sur F et V, (V) jcn < W des
sous-F-espaces vectoriels. Si V' € U, Vi, il existe alors i tel que V < V.

Démonstration. On procede par induction sur n. Si V' € Upjcp, Vi, on conclut par in-
duction. On peut donc supposer qu’il existe a € V' \ (Uo<i<n, Vi), en particulier, a € V5.
Soit b € V, comme F est infini, il existe i < n et A\, u € F tels que a + \b,a + pb € V;.
Onaalorsa = (= A) (u(a + Ab) — A(a + b)) € Vi etdonc i = 0. Il sensuit que
b=(\-p) a+ b~ (a+pb))eVy. Onadoncbien V < Vj. 0

Comme K € Uyeg(r/ryo(L N E) < E, par I'Assertion (3.59), il existe 0 € G(E/F) tel
que K < o(Ln E) etdonc o~! induit un morphisme de F-algebres K — L.

En général, soit p(x) := qftp(a/F). Soit ag € a fini. Par le cas précédent, il existe ¢ :
Flag] — L. Il sensuit que p(x) est finiment satisfaisable dans L et donc il existe une L-
algebre élémentaire L* etun morphisme de F-algebres ¢ : K’ - L*. Comme K estune F'-
algebre algébrique séparable, p(K') < L°. Par le Corollaire (3.55) et la Proposition (3.45),
L’nL* = Letdonc p(A) < L. i

Remarque 3.60 : Si F' est fini, Iexistence et 'unicité des extensions de chaque degré (et une
induction sur |A]), nous permettent de conclure que la Proposition (3.58) est aussi vraie.

Soit PPAC la Z-théorie des corps PAC parfaits et PPAC; la Cy-théorie PPAC u GAL,.

Proposition 3.61 : Soient K, L = PPACy, A € K un sous-ensemble et f : A — L une fonction.
Sont équivalents :
1. pourtout P € Cy[x,yl,on|y| = 1,eta € A” tel que P(a,y) a une racinedans K, P(¢(a),y)

2
3.

a une racine dans L.
il existe un movphisme de Cy-algebres g : Cy [A]?O) N K — L qui étend f.
il existe un morphisme K-élémentaire de F-algebres g : Co[ Al 0 K — L qui étend f.

Démonstration.

1=2

Onremarque quesi P € Cy[x]eta € A%, P(a) = Osietseulementsile polyndme constant
f(a) aune racine (dans K), si et seulementsi P(f(a)) = 0;et P(a) # Osiet seulementsi
P(a)y-1auneracine, si et seulementsi P(f(a)) # 0. On a donc un morphisme injectif
de Cy-algebres g : Cy[A] - L qui étend f. Par la Proposition (3.58), g sétend encore en
un morphisme F*n K — L.
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3 Les corps psendo algébriguement clos

2=13 Soit F := CD[A]?O)OK. OnaF°nK = CD[A]?O)OK = Fetdoncres: G(K) — G(F)est
surjectif. Comme K = GALy, par le Lemme (3.53), res : G(K) - G(F') est un homéo-
morphisme et F' = GALy. On adonc aussi g(F') = GAL; et donc, par le Lemme (3.53),
comme L &= GALy,res : G(L) — G(g(F')) estaussi un homéomorphisme. On peut donc
appliquer le Corollaire (3.57) pour conclure que g : F' - L est K-élémentaire.

3 =1 Clest évident. O

Proposition 3.62 : Soit T une A-théorie, A(T) € Fa(T) un ensemble clos par disjonctions et
conjonctions finies (modulo T) et p(T) € Fa(T) une formule. Sont équivalents :
1. il existerp € Atelque T = VT p(T) < (T);
2. pour tout B,C &= T, b € o(B) et ¢ € CT tels que pour tout yp € A, B = 1(b) implique
C = (¢), alors C = p(C).

Démonstration.

1= 2 Clest évident.

2=1 Soitm(z):={ e A: T EVrp(x) > ¢(z)}. Soit C =T etce C tel que C E 7(c). Soit
p(x)={-v:¢¥eAetCE-1(c)}. Sipu{p}estinconsistent (dans T'), par compacité,
il existe (¢;)icn € ptel que T = Y =(@ A (Aign —i). On a alors V., ¥ € m et donc,
pour un certain 7, C' = 1;(c), ce qui contredit que ); € p.
Soitdonc B = T'etb € B tel que B = p(b) et B E ¢(b). On remarque que, pour tout
e, siCE -1)(c)alorst € petdonc B E —tp(b). Par hypothese, on adonc C = ¢(c).
On a montré que () & ¢(x) et donc, par compacité, T' £ Vo p(x) < (Aigm Yi(x))
ou; emcA. O

Théoréme 3.63 : Toute formule ¢ € Fc,(x) est équivalente modulo PPAC, a une formule de la
forme 3y N; fi(x,yi) = 0ot f; € Co[w,yi] et lyi| = 1.
En particulier, PPAC; est modele compleéte.

Démonstration. Soit K, L = PPACy, b e ¢(K) etc e L” tels que, pour tout P(z,y) € Cy[x,y],
ou |y| = 1, si P(b,y) a une racine dans K alors P(c,y) a une racine dans L. Par la Proposi-
tion (3.61), il existe un morphisme K -élémentaire de Cp-algebres g : Cy[b] - Cy[c] qui envoie
bsurc. Onadoncce p(L).

Par la Proposition (3.62), ¢ est équivalente modulo PPAC, 4 une conjonction finie de dis-
jonctions finies de formules 3 f(x,y) ~ 0 avec f € F[x,y], |y| = 1. Mais on remarque que
Vi 3y fi(x, i) = 0 est équivalent (modulo la théorie des anneaux integres), a Iy [1; fi(z,y) =
0. Ce qui conclut la preuve. ]

On définit PSFG := PPACiq = PSF n GALjq. Par la Proposition (3.34), les modeles infinis
de T; UIRR;q sont des modéles de PSFG.

Corollaire 3.64 : Pour toute formule ¢ € Fe, (x), il existe N € Lo et (fi)i<m € Cialx, yi], avec
lyi| = 1, tels que pour toute corps fini F muni d’une structure de Ciq-algébre avec F = IRR;q, st
|F|> N, FeVYzp < 3yA; fi(T,y:) = 0.

Soit F' < E une extension galoisienne bornée. Pour tout n € Zs, il existe un nombre fini de
a;n € E de degré n tels que pour tout ¢ € £ de degré n, c € F[a,]. Soit e, € E un générateur
de Flay] sur F et P,, € F[Y] son polyn6me minimal. Soit 9(n) le degré de P,. On munit F
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3 Les corps psendo algébriguement clos

1 de Punique structure de Cy-algebre telle que P, = Y + 3, X,, ;Y et on note GALE :=
2 (GALy)p.

s Lemme 3.65 : Soit K une F-algebre, sont équivalents :

+ 1 KrGALE;

5 2. pour tout morphisme de F-algebre f : E - K5, f, : G(K) - G(E/F') est un homéomor-
6 phisme.

7 3. il existe un morphisme de F-algébre f : E — K° tel que f. : G(K) - G(E[F) est un
8 homéomorphisme.

o Deémonstration.

10 1=2 TODO

1 2=3 Cela suit du fait qu’un morphisme de F-algebres f : E - K*® existe toujours.

2 3=1TODO O

135 Soit PPACE := PPAC U GALE = (PPAG,)r.

1 Proposition 3.66 : Toute formule ¢ € Fr(x) est équivalente modulo PPACE & une formule de
15 la forme 3y N fi(z,yi) = 0on fi € Flx,y;] et [yi| = 1.
16 En particulier, PPAC% est modele compléte.

v Démonstration. Cest une conséquence immédiate du Théoreme (3.63) ]

18 3.6 Le groupe de Galois des corps pseudo finis

v Soit F' un corps fini de cardinal ¢. Soit o : F* - F* le morphisme de Frobenius qui envoie
20 xsurz?. Soit F' < E lextension de degré n. Pour tout m € Zso, ona ¢"|, = idg si et seulement
2 sin|m. Donc o € G(E/F) engendre un groupe de taille n. Mais [E : F'] = netdonc G(E/F)
2 estcyclique engendré par 0. Il Sensuit que G(F') = lim 7 /nZ. De plus, le groupe engendré par
x o € G(F) intersecte chaque coset de G(F) < G(F). Il est donc dense dans G(F'). On dit que
24 0 est un générateur topologique de G(F). On remarque que ¢ est un générateur topologique

» de Q(E) < Q(F)
2 Définition 3.67 : On note Z.:= lim Z/nZ.
<«~—n

27 Proposition 3.68 : Soit G un groupe profini et g € G. Sont équivalents :

28 1. g est un générateur topologique de G;

2 2. pour tout sous groupe ouvert H < G, G = (g)H;

30 3. pour tout sous-groupe onvert H < G, laction de (g) sur G| H est transitive;

3 4. les sous-groupes ouverts de G sont de la forme (g").

2 De plus, si g est un génératenr topologique de G et H < G est onvert d’indice n alors H = W
13 Réciproquement, sin € Lo est minimal tel que g™ € H alors (G : H] = n.

s Démonstration.

35 1 =2 Pour tout a € G, aH est un ouvert et donc g" € aH pourunn € Z. Onaalorsa € aH =
36 g"H c (g)H

s 2= 3 Pourtouta € G, il existen € Z tel que a € ¢g" H, cest-a-dire aH = g"H.

38



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

3 Les corps psendo algébriguement clos

3 =1 Comme les sous-groupes (normaux) ouverts forment une base de voisinages de 1, il suffit
de montrer que pour tout sous-groupe ouvert H < G ettouta € G, aH n(g) # &, cesta
dire aH = g" H, ce qui est bien I¥noncé 3.

1 =4 Comme H estouvertet G estcompact, [G : H] < co.Ilsensuit que, comme (g)/(Hn(g))
se plonge dans G/H, H n (g) est d’indice fini, n, dans (g), et est donc égal a (¢"). D’ot1

(g™) < H. De plus, pour tout i, {gi*"J : j € Z} < g"H. Par ailleurs, U; {¢"*"7 : j e Z} =

g) = G et donc, pour tout i, ¢' H = {gi*"J : j € Z}. En particulier H = (gn).
P %

4=1 G est un sous-groupe ouvert de G et donc il est de la forme (¢”) pour un certain n € Z.

Mais on a alors G = (g") < (g) < G et donc g est un générateur topologique. i
De plus, si g est un générateur topologique de G, on a vu dans la preuvede 1 = 4 quesi H < G

ouvert d’indice n alors H = (g"). La réciproque suit de I'énoncé 3.

Proposition 3.69 : Soit G un groupe profini. Sont équivalents :
1. G a au plus un sous groupe onvert d’indice n pour tout n;
2. tous les sous groupes onverts H < G sont normaux et G|H est cyclique;
3. il existe un génératenr topologique g € G.

On dit que G est procycligue.

Démonstration.

1=2 Soit H < G un sous-groupe ouvert. Onan := [G' : H] < co et pour tout g € G, [G :
gHg™] = n. Par unicité du sous-groupe ouvert d’indice 7, on a gHg™' = H et donc
H est normal. Montrons maintenant que G/ H est cyclique. Comme il y a une bijection
entre les sous-groupes de G/ H et les sous-groupes H < L < G, il sufhit de montrer que si
G est fini alors il est cyclique.
On procede par induction sur |G/. Soit p premier qui divise |G|. On trouve alors g € G
d’ordre p. Par induction, G//(g) est cyclique et soit h € G un générateur. Si (g) < (h), G =
(h) estcyclique. sinon G = (g)(h). De plus, si p divise l'ordre de (h) on aurait un deuxieme
sous-groupe de G d’ordre p ce qui est impossible. Il sensuit que gh est un générateur de
G qui est donc bien cyclique.

2=3 Pour tout sous groupe ouvert (normal) H, on définit Xy := {g € G : g géne¢re G/H}.
Cest un fermé non vide. Pour tous (H;);<, < G ouverts,on a Xn,_ #, € Nicp X g, qui
est donc non vide. Par compacité Ny Xy # @. On remarque que tout élément de cet
ensemble est un générateur topologique de G par la Proposition (3.68).

3=1 Soit H < G un sous-groupe ouvert. Par la Proposition (3.68), H = (¢g") pour un n € Z.

On peut supposer n minimal tel que H = (g"). On a alors G = |ogi<n, g"H et donc

[G : H] = n.Il sen suit que 'unique sous-groupe d’indice n de G s’il existe, est (g"). O
Remarque 3.70 : Les groupes procycliques sont abéliens.
Par la correspondance de Galois, on a I'équivalence suivante :

Corollaire 3.71 : Soit F un corps. Sont équivalents :
1. F a au plus une extension séparable de degré n pour tout n;
2. toutes les extensions finies séparables de K sont galoisiennes et leur groupe de Galois sur F
est cyclique;

39



13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

3 Les corps psendo algébriguement clos

3. dexisteo € G(F) tel que F = (F®)°.
De plus, pour toute extension séparable finie F < E, on a alors que oy, engendre G(E|F) et
E=(F5)"""

Démonstration. Par la correspondance de Galois, I'énoncé 1 est équivalent 2 G(F') a un plus
un sous-groupe d’indice n pour tout n € Zs. I¢noncé 2 est équivalent a tout sous-groupe
ouvert G(E) < G(F) est normal et G(E/F) = G(F)/G(E) est cyclique. Pour ce qui est du
3, on remarque d’abord que si H < G(F') alors FH = FH En effet, comme F7 < FH¥ ona
H < G(F") < H etdonc G(F) = H. L¥noncé 3 est donc équivalent 2 lexistence de o ¢
G(F) tel que (o) = G(F). L¥quivalence entre ces énoncés est donc une conséquence de la
Proposition (3.69).

De plus, on a vu dans la Proposition (3.68), que pour tout sous groupe ouvert (normal)
G(E) < G(F), G(F)/G(E) = G(E/F) est engendré par I'image de o, 4 savoir o|,. Enfin,

toujours par la Proposition (3.68), G(E) = ol E : F]etdonc E = [O(E) _ o o

Revenons a Z. On fixe o € Z un générateur topologique. La paire (Z, o) a la propriété uni-
verselle suivante :

Proposition 3.72 : Soient G un groupe profini et g € G. Il existe alors un unique morphisme
continu p : L — G tel que ¢(0) = g.

Démonstration. Soit H < G un sous groupe ouvert normal. Soit ny ordre de gH dans G/H.
Onnote g : Z — Z/{(o™1) = Z/ngZ - G/H le morphisme naturel qui envoit o sur gH. Ces
morphismes sont compatibles et on obtient alors bien un morphisme ¢ : Z — lim G /H =
G qui envoie o sur g. De plus, ¢ est continu puisque que pour tout H < G ouvert normal,
0 N (H) = ker(¢p) :uni est ouvert. ]

Corollaire 3.73 : Soit G un groupe profini. Sont équivalents :
1. G a exactement un sous groupe onvert d ’indice n pour tout n;
2 G=7.

Démonstration.
1 =2 Par la Proposition (3.69), on trouve g € G un générateur topologique. Par la Proposi-
tion (3.72), il existe ¢ : Z — G un morphisme continu qui envoie un générateur topolo-
gique oZsur g. En reprenant les notations de la preuve de la Proposition (3.72), ker(¢) =

NH<G ouvere ker (@) = N (0™ ). Par la Proposition (3.68), 'unique sous groupe ouvert

H < G d’indice n est de la forme g™ et donc ny = n. On adonc ker(p) <N, (¢™) = {0}.
2 =1 Cela suitimmédiatement de la Proposition (3.68). ]

Par la correspondance de Galois, on a Iéquivalence suivante :

Corollaire 3.74 : Soit F' un corps. Sont éqm’vdlc‘nts :
1. F a exactement une extension séparable de degré n pour tout n;
2 G(F)=Z

Proposition 3.75 : Soit G et H deux groupes procycliques et ¢ - G — H un morphisme continu
surjectif. Pour tout générateur topologique h € H, il existe un générateur topologique g € G tel que

¢(g) =h.
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1 Démonstration. Supposons tout d’abord que G est fini, ce qui implique que H l'est aussi. Soit
2 m,n € Zsg avec m maximal tel que cardG = mn et m A |H| = 1. On remarque que |H| divise
s netdonc p(g") = {0}. Comme G = (g")(g™), Il sensuit que ¢ : (g™) - H est surjective. Il
4 existe donc i premier A |H| (et donc a n) tel que ¢(g™)" = h. On vérifie alors que g"**" est un
s générateur de G et que p(g™"*™) = h.

6 Revenons au cas général. Pour tout sous-groupe ouvert L < H, ¢ induit un morphisme
7 G[p Y (L) » H/L.Uensemble X, := {g € G : g est un générateur topologique de G et ¢(g) €
s hL} est un fermé non vide. Pour tous L; < H ouverts, ona Xn,_ 1, € Nicn Xz, qui est donc
o non vide. Par compacité Ny X1, # @. On remarque que tout élément de cet ensemble est un
10 générateur topologique de g € G tel que p(g) = h. ]

1 Théoréme 3.76 : Soient K,L = PSF, A< K et ¢ : A - L un morphisme injectif. Sont équiva-
w2 lents:

13 1. pest K-élémentaire;

1 2. @ sétend en un isomorphisme Agy N K 24 go(A)?O) n L.

15 Démonstration.
6 1=2 TODO
17 2=1 Soit ! := Afg) n K, E = gp(A)?o) N L. On note encore ¢ I'isomorphisme F' = E qui

18 étend . Comme res : Z = G(K) — G(F) est surjectif, limage d’un générateur topolo-
19 gique o € G(K) est un générateur topologique 7 € G(F'). Comme ¢* : G(E) - G(F)
2 est un homéomorphisme, ¢* (7) € G(E) est un générateur topologique. Par la Proposi-
21 tion (3.75), on trouve p € G(L) 2 7Z tel que res(p) = ¢* (7). Par la Proposition (3.72), il
2 existe ¥ : G(L) - G(K) quienvoie psur o; cest un homéomorphisme d’inverse 'unique
23 morphisme G(K') - G(L) qui envoie o sur p. De plus, comme res(¥(p)) = ¢*(7) =
2 ©*(res(0)), on a, par unicité, que res o ¥ = ¢* o res. Par la Proposition (3.56), ¢ est
2 K-élémentaire. ]

26 Corollaire 3.77 : Soient K, L = PSF, k et { leurs corps premiers respectifs. Sont équivalents :
2 1 K=L;
28 2. k*nK==/PnlL.

20 Démonstration.
30 1 =2 Comme K = Lilsontlaméme caractéristique et donc il existe un morphisme K -élémentaire

31 ¢+ k= ¢ < L. Par le Théoreme (3.76), Il s¥tend en un isomorphisme k* N K = ¢* n L.
2 2= 1 Le morphisme k* n K = (* n L < L est K-¢lémentaire par le Théoreme (3.76). Il s’ensuit
33 immédiatement que K = L. ]

u 3.7 Extensions procycliques des corps premiers

35 Proposition 3.78: Soit I < ¥y, Il existe un ultraproduit non principal  sur L tel que (T, Fpn )0
36 o F.
p

sr - Démonstration. Si F estinfini, soient I € Zq telque F' = U; ;i etpourtouti < j € I,F, € ;.
s Si F est fini de degré n sur IF),, soit I 'ensemble (infini) des entiers de la forme ng ot1 ¢ ne divise
39 pas n. Soit U un ultrafiltre non principal sur Z¢ qui contient I et K := [];_,¢ ;. Pour tout
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3 Les corps psendo algébriguement clos

m € Zso,onaF,m < K sietseulementsi X P™ _ X aune racine dans K si et seulement s’il existe
V estelqueV ¢ Ietpourtoutie V, XP" — X auneracine dans i, cestadire Fyn € )i € F.

Si F est infini, comme les (IF ;i );c; forment une chaine, cela est équivalent au fait que IFm ¢
Uier Fpi = F. Si F est fini, comme, pour tout i # j € I, F,i nF); = F), cela est aussi équivalent
au fait que Fym € Nje; Fpi = F. Onadonc bien K nFj = F. O

Le résultat équivalent en caractéristique nulle nécessite des outils supplémentaires.

Soit Q < F' une extension finie normale. On note O < F la cl6ture intégrale de Z dans F' —
c’est l'ensemble des racines dans I de polyn6mes unitaires f € Z[ X ]. Ona O(g) = F'. Pour tout
premier p € Z, il existe un idéal maximal p ¢ O tel que pnZ = (p). On note kp, = O/p. Cest une
extension finie de [F},. De plus les idéaux maximaux p ¢ O au dessus de p sont conjugués sous

action de G(F/Q). On note D, := {0 € G(F/Q) : o(p) = p}, le groupe de décomposition
de p, et F, = FP», le corps de décomposition de p. On peut vérifier que le morphisme naturel
resy : Dy » G(kp/IF)) est surjectif. Si c’est un homéomorphisme, on dit que F' est non ramifié
en p. On peut vérifier que F' n’est ramifié qu'en un nombre fini de premiers.

F/Q
du morphisme de Frobenius sur k. Comme les idéaux maximaux au]dessus de p sont conjugués

par G(F/Q), la classe de conjugaison de [ /Q] € D, dans G(F'/Q) ne dépend que de p. On la
note (FT{Q) cG(F/Q).

Soit A ¢ P, on note 6(A) la limite limg_,q+

Si F est non ramifié en p et p € F est au dessus de p, on note [ € D, 'unique relévement

ZpeAp

T quand elle existe. On remarque que,
PE

puisque Y cp p~! = 00,si Aestfini, 6(A) = 0.

Théoréme 3.79 (Théoréeme de Densité, Chebotarev, 1922) : Soit C ¢ G(F/Q) une classe de
conjugaison. On a :

s /Q)=c}>=|c|/[F:@]

Corollaire 3.80 : Soit E < F tel que G(F | E) est cyclique. L'ensemble des p tels qu’il existep ¢ O
maximal au dessus de p avec F, = E est infini.

Démonstration. Soit T € G(F[E) un générateur. Pour tout p € P et p € O maximal au dessus

dep,siT = [FT/Q], onaalors E= F7 = FPr = F,. 1l sensuit que {p € P : 3p maximal au dessus

deptelque E=F,} 2 {peP:71¢ (Fpﬂ)} # &, par le théoreme de densité de Chebotarev —
Théoreme (3.79). ]

Proposition 3.81 : Soient f € Z[ X | scindé sur F et p premier tel que f a deg( f) racines simples
modulo p. Soit aussi p € F maximal au dessus de p. Sont équivalents :

1. f awune racine dans Fy;

2. f aune racine dans T,

Démonstration. Soient (a;);<deg(f) € F les racines de f, avec multiplicité. Comme O est intégra-
lement clos, a; € O. Soit 7 : O — ky lasurjection canonique. On alors f(7(a;)) = 7(f(a;)) =0
etdoncles w(a;) sontles deg( f) racines distinctes de f dans ky. Il Sensuit que si 7(a;) = 7(a;),
onaalorsi = j.
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3 Les corps psendo algébriguement clos

Onaalors a; € Fj, sietseulementsi, pour touto € Dy, o (a;) = a;. Onaalorsresy (o) (7(a;)) =
m(o(a;)) = a; et donc, comme resy, est surjectif, m(a;) € F),. Réciproquement, si 7(a;) € F,
m(o(a;)) =resy(0)(m(a;)) = m(a;) etdonc o(a;) = a;, dou a; € Fy. ]

Corollaire 3.82 : Soient F' < Q* un sous-corps dont le groupe de Galois est procyclique, f;,g; €
LX) tels que F = Ny, 3 fi(x) = O A Njem YV gj () 2 0. Alors l'ensemble des p tels que ), &
Nicn 32 fi(2) 2 0 A Njam YV g5 () 2 0 est infind.

Démonstration. Soit Q < Ny une extension normale au dessus de laquelle tous les f; et g; sont
scindés. Comme G (F') est procyclique, F' < F'Nj est normale cyclique. On trouve alors Fiy < F
une extension finie de Q telle Fy < FNy est normale cyclique et Fyy contient une racine de
chaque f;. Soient alors Q < N une extension normale finie contenant Fy Ny, 7 € G(N/Q) qui
étend un générateur de G(FyNo/Fp) et M := N7. Lextension M < N est alors cyclique.
Comme Fy < M, M & Aj¢, 3z fi(x) =~ 0. De plus, si M contient une racine a d’un des
gj,onaalorsa € Non M < FyNon M = Fy < F, une contradiction. Il sensuit que M &
Va gj(z) # 0. Par le Corollaire (3.80), I'ensemble des premiers p tels que NV est non ramifié en
p, tous les f; et g; n’ont que des racines simples, et leur degré ne diminue pas, modulo p et tels
que Np = M pour un p € N au dessus de p est infini. Pour de tels p, par la Proposition (3.81),
Fp & Aicn 32 fi(2) =~ 0 A Ajem V2 g () 2 0. i

Corollaire 3.83 : Soit F' < Q® un sous-corps dont le groupe de Galois est procyclique. Il existe un
ultraproduit non principal A sur P tel que ([1,.y Fp) nQ* = F.

Démonstration. Pour tout P € Z[z],|x| = 1,s0it [P] :={peP:F, e Iz P~ 0} et [-P] :={p e
P:TF, = Vo P #0}. Pour tout N € Zsg, soit [> N]:={peP:p> N}.Soit X = {[P~0]: F =
JxP~0}u{[-P]: FEVaP #0}u{[> N]:N €Zsy}. Par le Corollaire (3.82), X est une
base de filtre et on trouve donc un ultrafiltre {{ qui le contient. Soit K := [, Fp. Pour tout
P e Z[X], par Los, F = 3z P ~ O si et seulement si K = 3z P ~ 0. Par la Proposition (3.58),
il existe des morphismes danneaux f : F' - K et g : K — F.La composition g o f est un
plongement de F' dans lui-méme. Comme F est une extension algébrique de Q, g o f doit étre
surjectif, et donc f est un isomorphisme. O

Théoreme 3.84 (Ax, 1968) : Soit K un corps de caractéristique p positive. Sont équivalents :
1. K =PSF;
2. Il existe un ultrafiltve non principal $\ sur Zq tel que K = [T,y Fpn.
Si K est de caractéristique nulle, sont équivalents :
1. K = PSF;
2. 1l existe un ultrafiltre non principal A sur P tel gue K = T,y ).

Démonstration. Soit K & PSF de caractéristique p > 0. Par la Proposition (3.78), il existe un
ultrafiltre non principal 4 sur Z.¢ tel que (1,4 Fpn ) N5 = K NI, Par la Proposition (3.34),
[T,y Fp» = PSF et donc, par le Corollaire (3.77), K = [,y Fpn. Réciproquement, si £l est
non principal, on a K = [],,_y Fp» = PSF.

Soit K £ PSF de caractéristique 0. Comme G(K) - G(K n Q%) est surjectif, ce dernier
groupe est procyclique et donc, par le Corollaire (3.83), il existe un ultrafiltre non principal &
sur P tel que ([T,-yFp) N Q* 2 K nF;. Comme [,y F, = PSF, onadonc K =[],y F).
Réciproquement, si 4l est non principal, ona K = [Ty FpE PSF. m|
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4 Comptage dans les corps finis

Corollaire 3.85 : Soit p un Z-énoncés. Sont équivalents :
1. PSF & ¢;
2. il existe N € L tel que, pour tout corps fini F avec|F| > N, F E ¢.

Démonstration. TO DO O
Soit PSFy:=PSFu{p#0:peP}.

Corollaire 3.86 : Soit p un Z-énoncés. Sont équivalents :
1. PSFyE w5
2. il existe N € Zo tel que, pour tout corps fini F avec car(F) > N, F' = .
3. il existe N € Zsq tel que, pour tout p € P avecp > N, Fp, & .

Démonstration. TO DO O
Soit PSF,, := PSF u {p ~ 0}.

Corollaire 3.87 : Soit p un Z-énoncés. Sont équivalents :
1. PSF, & ¢;
2. il existe N € L tel que, pour tout n € Zsg avecn > N, Fpn = @.

Démonstration. TO DO O

4 Comptage dans les corps finis

4.1 Approximations de Chatzidakis-van den Dries-Macintyre

On commence par généraliser la notion de dimension a tous les ensembles définissables dans
ACF.

Définition 4.1 : Soit K &= ACF et ¢ € Fy(T). On définit dimg (p) = {trdeg(a/K) : @ €
o(N)on K < N}.

Lemme 4.2 : Soit K < N = ACF et ¢ € Fi (). On a alors dimg () = dimy ().
On la notera donc simplement dim().

Démonstration. Soit M > N et ¢ € p(M) tel que trdeg(c/N) = dimpy(¢). Onaalors M > K
et trdeg(c/K) > dimy () et donc dimg () > dimpy ().

Soit maintenant M > K etc € (M) tel que trdeg(c/K) = dimg (¢). Par le Lemme (2.52),
il existe un morphisme (élémentaire) de K-algebre f : M — N*,ou N* > N, tel que f (M) ing
N.Onadonc N* E ¢(f(c))ettrdeg(f(c)/N) =trdeg(c/K) = dimg () etdoncdimpy () >

dimg (). ]
Remarque 4.3 :
* dim(yp) < [7].
* Sip(K) estun K-fermé de Zariski K -integre, les dimensions de ¢ en tant qu'ensemble
définissable et en tant que variété coincident.
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4 Comptage dans les corps finis

Proposition 4.4 (Définissabilité de la dimension) : Pour tout ¢ € Fyz(x,y) et d < |z|, il existe
0qa(y) € fgf(y) telle que pour tout corps K = ACF et tout a € KY, K & 04(a) st et seulement si
dim(¢(x,a)) = d.

Démonstration. On prouve par induction sur || que pour tout d < |z|, il existe 0,4 € Fz(y) telle
que pour tout corps K £ ACF et touta € KY, K & 0,4(a) si et seulement si dim(p(z,a)) > d.

Assertion 4.5 : Soient K &= ACF et a € KY. Sont équivalents :
1. o(K,a) est fini;
2. pourtout N > K, p(N,a) € F*, oi F := Z[a]?o) <K;
3. dim(y(x,a)) = 0.

Si, de plus, |x| = 1, ces énonces sont équivalents a :
4. ~¢(K,a) est infini.

Démonstration.

1=2 Comme F' < K < N, |p(N,a)| <|¢(F,a)|etdonc p(N,a) = p(F,a) c F”.

2 =3 Pour tout ¢ € p(N,a) on aalors trdeg(c/K) = 0 et donc, dim(p(x,a)) = 0.

3 = 1 Pardéfinition dedim, le type partiel 7(z) := {¢(x,a) }u{z ¢ c¢: c € K*} estinconsistant.
Il est donc finiment inconsistant : il existe (¢;)i<m € F tels que K & Va,¢(z,a) —
Viem @ =~ ¢; etdonc p(K,a) € {¢; : i < m} est fini.

1 =4 Cela suit immédiatement du fait que K est infini.

4=>2Sibe N > Ketce M > K nesont pas dans F', F[b] = F[x] = F[c] et donc, par
élimination des quantificateurs and ACF, N = -¢(b, a) si et seulement si M = -¢(c, a).
De plus, comme -~ (K, a) est infini, par compacité, il existe c € M > K tel que c ¢ F et
M = -p(c,a). Onadonc bien ¢(N,a) ¢ F. O

Assertion 4.6 : 1] existe d € Zso — qui ne dépend que de p — tel que, pour tout K = ACF, si
lo(K,a)| > dalors p(K,a) est infini.

Démonstration. On suppose tout d’abord que |z| = 1. Si un tel d n’existe pas, pour tout d € Zsy,
il existe K4 = ACF et ag € K7 tel que p(Kg4,aq) est fini — en particulier, - (Ky, aq) est
infini— mais (K4, aq)| > d. Soit 4 un ultrafiltre non principal sur Zso, K = [Ty Kg et
a = [lgoyaq € KY. Par £os, |p(K,a)| > d pour tout d € Zyg et ~¢(K, a) est infini, ce qui
contredit I‘équivalence de 1 et 4 and I’Assertion (4.5).

Dans le cas général, soit (7; )|, la projection sur la i-¢éme coordonnée et soit d; la constant
associée a m;(¢(K, a)). On a alors que si (K, a) > 1; d;, il existe alors i tel que m; (o (K, a))
est infini et donc ¢ (K, a) est infini. O

Onadoncdim(p(x,a)) > Osietseulementsi|p(K,a)| > d,i.e. K E 3x1---3zg N; o(Ti,0) A
Nizjz; # 2. Si|z| = 1 on a donc fini. On suppose donc |x| > 1 et on note z¢ la premiere
coordonnée de x.

Assertion 4.7 : Sozent K &= ACF et a € KY. Sont équivalents :
1. dim(p(z,a)) > d;
2. lun des deux énoncés suivant (au moins) est vrai :
e dim(3zg (p(z,a))) > d;
o dim(¢(z50,a)) > don ((x>0,y) est tel que pour tout N = ACF, et tout c5o € N™>° et
a € NY, N E ((cs0, a) si et seulement si dim(p(xg, csg,a)) = 1.

45



15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

4 Comptage dans les corps finis

Démonstration.

1=2 Soit N > K etc € ¢(N,a) tels que trdeg(c/K) > d. Si trdeg(co/K (c>0)) = 0, puisque
trdeg(c/K) = trdeg(co/K (cs0)) + trdeg(cso/K), on a alors trdeg(cso/K) > d et donc
dim(3zo (p(x,a))) > d. Sitrdeg(co/K (cs0)) =1, ona (p(c<p, a) et trdeg(cso/K) > d,
d’ou dim({y(xs0,a)) > d.

2 =1 Supposons tout d’abord que dim(3zy (¢(x,a))) > d. On trouve alors N > K et csq €

3z p(z0, N, a) tel que trdeg(c.o/K) > d. Soit ¢y € N tel que N = ¢(c,a). On a alors
trdeg(c/K) = trdeg(co/K (¢s0)) + trdeg(cso/K) > d.
Supposons maintenant dim({y (x>0, a)) > d. Il existe donc N > K et ¢, € (o(F, a) tels
que trdeg(c>0/K) > d. On a alors dim(¢(xo, cs0,a)) = 1 et on trouve donc M > K et
co € (M, c50,a). Il Sensuit que trdeg(c/K) = trdeg(co/K (c>0)) + trdeg(cso/K) > d
et donc, comme ¢ € p(M, a), donc dim(p(z,a)) > d.

¢
Lexistence de 6.4 est alors évidente. On pose alors 84 := 0,41 A =04. O

Proposition 4.8 : Soit F' un corps et V une F-variété. Il existe un plus petit corps k < F tel que
Irp(V) = F -, (V) € F[Z). De plus, pour tout o € Aut(F), sont équivalents :

1. o(V) =V —ie. ’homéomorphisme induit par o sur S“*(F) fixe V globalement;

2. G|k} = ldk.

Démonstration. Soit M l'ensemble des mondémes en T et B ¢ M une base de F[Z]/a ol a :=
Ir (V). Pour tout y € M, on trouve des a., 5 € F tels que f := v - Y gepay,50 € a.

Assertion4.9: a=(fy:yeM).

Démonstration. Soit f € a. On peut écrire f = Y car Y = Xyemr (7 = Xgen @y,88) +
Y pepdpB, ol dg = Yenr cyay 5. Onaalors YgepdpB = f— ¥en fy =0 mod aet dong,
comme B est une base de F'[7]/a, dg = 0. Il Sensuit que f = ¥ cps ¢ f. O

Soit k < Fle corps engendré par les a., 5. On vient de montrer que a est défini sur k.
Assertion 4.10 : Soit E < F tel que a soit défini sur E, on a k < E.

Démonstration. Soient g; € E[T] tels que a = F(g; : i < n). Pour tout 6 € M, il on trouve alors
des hi = Xenr Ciyy € F[T] tels que f5 = 3, higi. Soit Hy = ¥ Y; v € E[Z,Y]etLe E[Y]q
tels que 3, H;g; = ¥, L. Les ¢; , sont une solution du systeme déquations sur F, Ls = 1
et L, = 0 pour touty € M \ (B u {¢}). Comme l'extension E < F est fidelement plate,
on trouve une solution dans E. Il existe donc ; € E[T] et bg € E tels que Yp.paspfB = 0 =
Yiligi + X pepbpB = Xpep bsf mod a. Par unicité des bg, onaasg = bg € E. O

Soit maintenant o € Aut(F'). On peut vérifier que o(V') = V si et seulement si o(a) = a
—eneffet, V = Npe[P = 0] et Zp(o(V)) = 0(Zr(V)) = o(a). Comme a est défini sur £,
ol = idy implique bien que o(a) = a. Réciproquement, si o(a) = a, ¢ induit un morphisme
de F-espace vectoriel sur F'[Z]/a qui fixe M point par point. Il fixe donc les coefficients a., g de
7 € M dans la base B, et il fixe donc k point par point. o

Proposition 4.11 : Soit F' un corps parfait et V une F-varieté. Il existe des F-variétes W; ¢ 'V
géométriquement intégres définie sur F, tels que V (F') = Ui, Wi(F).
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4 Comptage dans les corps finis

Démonstration. On procede par induction sur dim(V). Soient (V}) j< les composantes F*-
integres de V' — ze. les V; ¢ V sont des F-fermés F*-integres et V' = U; <, V;. Pour tout j,
on note Wj = Nyeg(ry o(V;). Pour tout o € Gal(F), o(W;) = W; et donc le plus petit corps
de définition de W; est inclus dans F'. En particulier, W est définie sur F'. De plus, pour tout
a € V(F),il existe j tel que a € Vj et donc, pour tout o € G(F'), a = o(a) € o(V;), on adonc
a € Wj.

Pour tout j, si G(F') - V; = {V}}, alors W} = V} est géométriquement intégre définie sur F.
Sinon dim(W;) < dim (W) et on conclut par induction. ]

Corollaire 4.12 : Soit ¢ := \; fi(x,y) = 0, o f; € Z[x,y]. Il existe (1;)i<n € F%f(x,z) telles
que pour tout corps F' parfait et tout a € FY, il existe b € F* tels que 1;(x,b) définit une F-variété
géométriquement integre définie sur F' (ou vide) incluse dans p(x, a) et (F,a) = U; i (F,b).
Démonstration. Pour tout F parfait et a € FY, par la Proposition (4.11), il existe (v; r,a)i<n €
Fil(x,2) etb e F* tels que 1 o (2, b) définit une F-variété géométriquement intégre définie
sur F' incluse dans ¢(x, a) et tels que ¢(F, a) = U; Vi, F,o (F, b). Lespace compact S, (PERF),
ou PERF estla Z-théorie des corps parfaits, est donc couvert parles ouverts [ x 7o ] 0U X 0 (y) =
32 Ni0ira(2)AVT @o(x,0) < V0 po(x, 2) avect; g q € f%f(z) qui exprime que ¥; o (2, 2)
définit une F-variété géométriquement integre définie sur F'.

Par compacité, il existe un sous-recouvrement fermé, c’est a dire qu’il existe (1;, j)i<n j<m €
Faf(x, z;) tels que pour tout F parfaiteta € FY, il existe jo < metbj, € FZo tel que s j, (2, bj, )
définit une F-variété géométriquement integre définie sur F' et p(F,a) = U; ¥ j, (F, bj, ). On
peut supposer que 2 := (z;)j<m contient y. Soit ; ;(z,2) = ¥; j(x,2) A0 j(2) A& 5(2) ot
0;; ¢ FX(2) exprime que ¢; j(z,z) définit une F-variété géométriquement intégre définie
sur Flet ;e f%f(z) est équivalente, modulo ACF, a Vz 9; j(z,2) - ¢(x,y). On a donc
Vi jo (F10) = i jo (F,bjy), ¥f ;(w, b) définit une F-variété géométriquement integre définie sur
F, ouvide, incluse dans p(z,a) et p(F,a) = U; ¥ 5, (F, bjy) = Ui j ¥; ;(F,b). ]
Corollaire 4.13 : Soit ¢ == \; fi(x,y) = 0, 01 f; € Z[x,y). Il existe C' € Ry, un ensemble fini
D c{0,...,|z|} xZsou{(0,0)} et, pour tout (d, j1) € D, une formule 04, € Fz(y) tels que, pour
tout corps fini F et tout a € FY,

F e 04,(a) si et seulement si H(p(F) a)| - M|F’d| < C|F\d’1/2,

et

FYc U Hd”u(F).
(d,n)eD

Démonstration. TO DO O

Lemme 4.14 : Soit ¢ € Fz(x) une conjonction d’égalités et d’inégalités. Il existe ) € Fz(x,y) une
conjonction d égalites telle que, pour tout corps F, la projection sur x induit une bijection ) (F) —

o(F).
Démonstration. TO DO O

Proposition 4.15 : Pour tout ¢ € Fy(x), il existe N € Lo, 1; € Fz(x, z;,t) une conjonction d’
égalités et 0 € Fy(t) tels que pour tout corps fini F avec |F| > N, on ait O(F) + & et pour tout
ceb(F)etac F* onait|{pi(a,F,c)| <eet o(F) = ; 3z ¥i(F, 2, ¢).
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4 Comptage dans les corps finis

Démonstration. TO DO O

Théoréme 4.16 (Chatzidakis—van den Dries—Macintyre, 1992) : Pour tout ¢ € Fz(z,y), i
existe C' € Ry, un ensemble fini D € {0, ..., |z|} x Qs0 U {(0,0)} et pour tout (d, 1) € D, une
formule o e Fy(y) tels que, pour tout corps fini F et tout a € FY,

F = %" (a) si et seulement si lo(F,a)| - ,u\F|d| < C|F|+12,

et

Fic | ob(F).
(d,u)eD

Démonstration. Supposons tout d’abord que ¢ := 3z (x,y, 2) avec ¢ € f%f(x, y, z) et qu’il
existe e € Zs tel que pour tout choix de F' = IRRiq, b € F¥ eta € FY, [i)(b,a, F)| < e. On fixe
a € FY. Par le Corollaire (4.13) et le Lemme (4.14), il existe (d, ) et C tels que :

[ (F,a, F)| - v|F|"| < C|F|*Y2,

On remarque que |p(F, a, F')| > [ (F,a)|/e et donc, pour |F| > 0, on doit avoir d < |z|. Pour
tout 0 < i < e, on note X;(F,a) := {b € ¢(F,a) : |¢(b,a,F)| = i}. On a alors |p(F,a)| =
5, 1X:(F,a)l.

On définitaussi ¢ (x,y, 21, - - ., 2i) = Ni (2,9, 2i,t) ANz 25 # % En appliquant, de nou-
veau, le Corollaire (4.13) et le Lemme (4.14), on trouve (d;, v;) et C; — ainsi que wfi"/i — tels
que|[¢i(F,a,F,...,F)| -] F|%| < C;|F|%~1/2. Comme m; < e!|¢)(F,a, F)|,si|F| > 0, on
doit avoir dl < d et donc ||¢7;(F,CL,F, e ,F)| - ,U,Z|F|d‘ < Ci|F|d_1/2, ou Wi = V; si Clz =det
i = 0 sinon.

Parailleurs, chaque élémentde X;(F, a) donnelieuai!/(i—j)! élémentsdey; (F, a, F, ..., F)
pour tout j < 4. Onadonc [¢p;(F,a, F, ..., F)| = ¥ic<e8/(1 = j)! - | Xi(F,a)|. Cest un sys-
teme triangulaire déquations linéaires a coefficients dans Q et on trouve donc 7; ; € Q qui ne
dépendent que de e tels que | X;(F,a)| = X; 74 11 (F,a, F, ..., F)|. Il sensuit que :

P(F,a)l = (L ragp) FI < Yrig s (Foas By F)| = gl FI1Y < (3 iy O,
0] i,j 0]

Sipui= T migiy = 0, onav|F|? = CIFI" Y2 < [9(Fa)| < elp(Fa)| < e(%; 74, Cy) | F|*2.

Pour |F| > 0, on doit donc avoir v = 0 et donc d = 0. On vérifie aisément lexistence des @*

en utilisant les wf"’“ i.

Revenons au cas général. Soient 6 et v); tels que dans la Proposition (4.15). Pour tout F tel
que |[F| > 0,ae FYetce(F),onalp(F,a)| =Y, |32 ¥i(F,a,z,c)|. Par le cas précédent, on
trouve donc D et 04, € Fz(y,t) tels que dans le théoréme. On remarque que pour |F| > 0, il
existe un unique (d, ;1) € D tel que F' & 04,,(a,c), et ce (d, 1) ne dépend que de a, et pas de
c € 0(F). Il sensuit que 0 ,(y) := 3t 0(t) A 0a,(y,t) ales propriétés requises pour || > 0. O

Corollaire 4.17 : Soit p € Fz(x,y). Il existe N € L tel que, pour tout corps fini F et a € FY tel
que o(F,a) definit un sous-corps de F, si |F| > N, |p(F,a)| < N ou (F,a) = F.

Démonstration. TO DO |
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4 Comptage dans les corps finis

4.2 Dimension et mesure pseudo finie

On fixe K = PSF. Notre but est de comprendre les conséquences sur les corps pseudo finis
du Théoreme (4.16). Puisque I'on passe a la limite des résultat de comptage, il est naturel de
s'attendre a voir apparaitre des mesures. Mais comme on I'a vu, le comportement asymptotique
du nombre de points dépend de deux parametre d — essentiellement la dimension — et ;. On
a donc voir apparaitre toute une famille de mesures parametrées par la dimension.

Lemme 4.18: Soit € Fz(,y). Pourtonta € KY, il existeun unique (d, p) tel que K = o (a).

Démonstration. Comme on I'a vu précédemment, pour F fini avec |[F| > 0,eta € FY, |p(F, a)|
a un unique équivalent de la forme | F'|%. 1l existe donc un unique (d, 1) tel que F & %+ (a).
Il Sensuit que, pour tout (d, i) # (e,v) € D Tyst F Yy (y) - ¢ (y). Ce qui prouve
Punicité. Comme, de plus, Tt & Yy V(q,.)eD ©®H (1), on a aussi l'existence. ]

On note (d(p(x,a)), u(p(z,a))) Punique paire (d, 1) telle que K & ¢4 (a) —si (d, p) =
(0,0), par convention, on pose d(¢(z,a)) = —oo. On remarque que (d(¢(z,a)), u(e(x,a)))
ne dépend que du type de a dans K, dou le fait que I'on se permet de ne pas spécifier K dans la
notation.

Les lemmes qui viennent suivent tous les méme schéma : on prouve que certains propriétés
des mesures (en particulier la mesure de comptage dans le cas des corps finis), se transmettent
des corps finis aux corps pseudo-finis.

Lemme 4.19 : Soit p, ) € F(x) tels que o(K) cp(K). Ona:
* d(p) <d(¢).
¢ st d(p) = d(¥), on a alors p() < ().

En particulier, d et ; sont bien définis sur les classes déquivalences modulo K, c’est a dire sur
les ensembles définissables.

Démonstration. Pour tous ¢ € Fz(x,y), Y € Fz(x,2), F fini,a € FY etb € F*, tels que F' =
b (a) A (b) AVx (2, a) > P(x,b), ona|p(F,a)| < [¢(F,b)|, et donc, puisque ce sont
leurs équivalents, si || > 0, u|F|¢ < v|F|°. On a donc nécessairement (d, 1) < (e,v) pour
lordre lexicographique. Il s'ensuit que pour tout (d, 11) > (e,v), Tpst = VyVz -((Vz o(z,y) -
P(x,2)) Ae®H(y) Ap®Y(2)). Le lemme est alors évident. ]

Lemme 4.20 : Soit v, € Fg(x). Ona:

* d(¢ v 1) = max{d(p),d(¢)}.

* Sid(p) < d(¥), on a alors p(p v 1) = p(¥).

* Sid(p) = d(¥) et p(F) np(F) = @, on a alors p(o v ) = () + p(¥).
Démonstration. Soient ¢ € Fz(x,y), ¥ € Fz(x,z), F fini,a € FY etb € F?, tels que F' &
et (a) npr (D) A (p v i)™ (a,b).

* Onavudansle Lemme (4.19) que, pour |F| > 0, m := max{d, e} < r.Deplus, |p(F,a)u
Y(F,b)| < |o(F,a)| + [(F,b)| = o(|F|™*/?) et donc r < m + 15 dott m = r. Il Sensuit
que Tpst = VyVz o (y) > =¥ (b) = V(¢ v 1) ™" (a,b). Légalité voulue en découle.

* Supposons d < e. Par le Lemme (4.19) et le point précédent, e = r et v < p. De plus,
[W(EF,a)| ~ plF|? = o(|FI°) = o((F,b)) et donc [p(F,a) U (F,b)| < |p(F,a)| +
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4 Comptage dans les corps finis

[ (F,b)| ~ [9(F,b)| ~ v|F|°; doti p < v. On adonc Tyt  VyVz b (y) — ¢ (b) -
(¢ v)*¥(a,b). L¥égalité voulue en découle.

* Supposons d = e et p(F,a) N (F,b) = @. Comme précédemment,onad = e = ret,
pout [F| > 0, |p(F,a) U(F,)| = [p(F,a)| + [$(F,0)] ~ (1 + v FI%, doit p = o +v.
On a donc Tt E YyVz p@h(y) — ¢ (b) - (¢ v )" (a,b). Légalité voulue en
découle. i

Lemme 4.21 : Soit f : X — Y une fonction K-définissable surjective.
* SipourtoutacY,d(f(a))=n, onaaorsd(X)=n+d(Y).
* i, de plus, pour tout a € Y, u(f~(a)) = v, on a alors n(X) = vu(Y).

Démonstration. Soit F un corps fini et ¢(z, y, z) € Fz(z,y, z) une relation fonctionnelle en y.
On note (, z) son domaine et #(y, 2) son codomaine. Soit a € F* tel que F = 04+ (a).
* Supposons que, pour tout b € §(F,a), F' = \V;¢™"(b,a). Pour tout i, soit (y, z) :=
Y"™Yi(y, z) et soit 1y, p; tels que F = &7 (a). On remarque que d = max; r;. Si |F| >
0, on a alors [p(F,a)| = Ypeo(pa) [V(F,b,a)| ~ X pivi| F|" ~ ¢|F|**"™. On conclut,
comme précédemment, que d(X) =n +d(Y").
* Supposons maintenant que, pour tout b € 0(F,a), F' = V; 4™ (b,a). Si |[F| > 0,ona
alors [p(F,a)| = Ypep(Fa) [V (F b, a)| ~ vu|F|"*4. On en conclut que (X ) = vu(Y). 0

Nous voudrions maintenant expliciter le lien entre d(¢(x)) et la dimension des variétés al-

gébriques :

Proposition 4.22 : Soit X un ensemble K-définissable et V' la K-cloture de Zariski de X (K).
On a alors :
d(X) =dim(V) = max{trdeg(c¢/K):ce X(N),N > K}.

Démonstration. Soit p(z,y)Fz(x,y). Pour tout corps fini F et a € FY tel que p(x,a) est
une F-variété géométriquement integre définies sur F, par le théoreme de Lang-Weil — Théo-
réme (3.30), ona F = (V)1 (). Onadonc T} £ Vy «¢(x, a) définit une F-variété géomé-
triquement intégres définie sur le corps » — @1™(V):1(y)). Pour toute K-variété géométrique-
ment integre définie sur K, d(W) = dim(W).

Assertion 4.23 : F' < K des corps et V une F-variéte. Si X € V(K) est F-Zariski dense dans 'V,
alors X est F-Zariski dense dans toute composante F-intégres de V.

Démonstration. Soit V = U, W; la décomposition de V' en composantes F-integres. Soit U c
Wi, une sous-F-variété. Si Wiy € V' ¢ U U Uz, Wi, comme W est irréductible, on a soit
Wi, € U, ce qui contredit U c W, soit Wy, € Wj, pour i # g, ce qui contredit que les W;
sont les composantes F-integres (distinctes) de V. On a donc U U U4, Wi ¢ V et dong, par
F-Zariski densité, il existe z € X n V' \ (U U Uz, W5) ; en particulier, z € X n W \ U. O

Assertion 4.24 : Soit F un parfait corps, X € F* et V sa F-cldture de Zariski. Alors toute com-
posante F-integre de V' est geométriquement integres définie sur F.

Démonstration. Par la Proposition (4.11), il existe des F-variétés (W) <, géométriquement in-
tegres définies sur F', incluses dans V, telles que V (F') = U; W;(F'), on peut supposer qu’il
n’y a pas de relations d’inclusion non triviales entre les W;. Comme U; W; € V est un F-fermé
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5 Théorie géométrique des modéles des corps PAC bornés

de Zariski qui contient X ¢ V(F) et que X est F-Zariski dense dans V, V' = U; W;. Par la
Proposition (2.15), les IV; sont exactement les composantes F-integres de V. O

Soient (W;)i<, les composantes K-integres de V. Par le Lemme (4.20), il existe i tel que
d(V) = d(W;). Par compacité, comme X (K) est K-Zariski dense dans W, il existe N > K
etce X(N) qui est K-générique dans W;.

D’apres le Théoréme (3.63) et la Proposition (4.11), il existe aussi des K-variétés (Y;) <m
géométriquement integres définies sur K et des fonctions définissables (en I'occurence des pro-
jections) f; : Y; — X a fibres finies, telles que X := U, fj(Y;). Soient j < metb € Y;(N)
tel que f;(b) = c. Ona alors trdeg(c/K) = trdeg(b/K) < dim(Y;) = d(Y;) = d(X) <d(V) =
d(W;) = dim(W;) = trdeg(c/K). La premicre égalité suit du fait que, comme les f; sont a
fibres finies, K (¢) < K (c,b) est une extension finie. La deuxieme égalité suit de la définition de
dim(Y}). La quatri¢eme égalité suit du Lemme (4.21) — on peut aussi le voir directement dans
la preuve du Théoreme (4.16). La cinquieme égalité suit du fait que X ¢ V etdu Lemme (4.19).

Par ailleurs, trdeg(c/K) < max{trdeg(c/K):ce X(N),N > K} < max{trdeg(c/K):ce
V(N),N > K} = max;(dim(W;)) = max;(d(W;)) = trdeg(c/K). Tous ces entiers sont dont
égaux. O

On notera dorénavant tous ces entiers égaux dim(X).

Remarque 4.25 : Si V est une K-variété géométriquement integre définie sur K, V(K) est
dense dans V, par le Lemme (3.5), et donc les deux définitions de dim(X) — en tant qu'en-
semble K -définissable et en tant que K-variété — coincident.

Décrivons maintenant les propriétés de 4 :

Définition 4.26 : Soit X un ensemble K-définissable. Pour tout ensemble K-définissable Y ¢ X,
on note px (V) =057 dim(Y) < dim(X) ez ux (V) :== p(Y) /(X)) sinon.

Proposition 4.27 : La fonction px définit une mesure de probabilité finiment additive sur les
sous-ensembles K-définissables de X.

Démonstration. Par définition px (X)) = 1. Comme, pour tout ¢ € Fz(x,y), tout corps fini F
suffisamment grand et tout a € F¥, o(F,a) = @ implique F £ ¢(0,0)(a), dim(@) = —oo et
px (@) = 0. Enfin, par induction a partir du Lemme (4.20), on montre que si les (Y;)i<, € X
sont K -définissables disjoints, ux (U; Y3) = X; u(Y5). O

5 Théorie géométrique des modeles des corps PAC bornés

5.1 Quelques notions de classification

Une des notions fondamentales de la théorie des modele contemporaine, introduite par She-
lah, est celle de ligne de partage (dividing line). Lidée est d'organiser I'espace des théories en
identifiant certaines dichotomies parmi les théories qui séparent celle qui ont de «bonnes pro-
priétés» (on parle aussi de théoremes de structure) et celles qui non seulement n’ont pas ces
«bonnes propriétés» mais ont méme de « mauvaise propriétés» (on parle aussi de théoremes
de non-structure). Parmi les « bonnes propriétés », on recherche, par exemple, le fait de pou-
voir distinguer les modeles par des invariants cardinaux — c’est historiquement ce qui a motivé
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5 Théorie géométrique des modéles des corps PAC bornés

le travail de Shelah; ou encore la finitude de certains rangs, les propriétés des types, des suites
indiscernables ou bien celles de la déviation! (forking). Parmi les « mauvaise propriétés », on
peut citer le fait d’avoir beaucoup de modeles a isomorphisme pres, beaucoup de types, ou le
fait d’encoder certaines configurations combinatoires comme un ordre ou un graphe aléatoire
bipartite (C’est-a-dire les parties d’un ensemble)?.

La ligne de partage la plus emblématique est sans aucun doute la stabilité :

Théoréme 5.1 : Soit T une A-théorie, sont e’qm'wzlmts :
1. pourtout M =T et A< M, tout p € S(A) est définissable;
2. pourtout M = T et p e S(M), les héritiers et les cobéritiers de p coincident;
3. toute suite indiscernable est un ensemble indiscernable;
4. lerang de Morley local de toute formule est bien défini;
S. la déviation a un caractere local et pour tout M & T, tout p € S(M) est stationnaire;
6. aucune formule o € Fs(x,y) na la propriété de l'ordre dans aucun modéle de T ;
7. il existe un cardinal X tel que pour tout M =T avec |M| < N, |S(M)| < A;

On dit que T est stable quand ces conditions équivalentes sont vérifiées. On remarque que
les propriétés 14 5 sont de «bonnes propriétés » alors que 6 et 7 sont la négations de « mauvaise
propriétés ». Nous allons maintenant donner certaines de ces définitions, puis les illustrer dans
ACF .

Définition 5.2 (Types définissables, héritiers, cohéritier) : Soit T' une A-théorie, B < M &= T et
p e SM(B). On dit que :
* pest A-définissable si, pour toute formule ¢ € Fo(x,y), il existe 0 € Fa(y) telle que, pour
toutb € BY,
o(x,b) € psiet seulement si M = 6(b).

On note sonvent dpzx o(x,y) = 6(y).

* pest un héritier (heir) de p| 4 si, pour toute formule p € Fa(x,y) etb € BY tel gue p(x,b) €
p, i existe a € AY tel que p(x,a) € p.

* pest finiment satisfiable dans A (on dit aussi que p est un cobéritier (coheir) de p| 4 ) sz, pour
toute formule p(x) € p, il existe a € A" tel que M = p(a).

Remarque 5.3 : tp(b/A[c]) est un héritier de tp(b/A) si et seulement si tp(c/A[b]) est un
cohéritier de tp(c/A).

Proposition 5.4 : Soit F' < K des corps, avec F = ACF et p e S5 (K). Sont équivalents :
1. pest F-définissable;
2. pest un béritier de p|p;
3. pest finiment satisfiable dans F ;
4. pourtout a v p(dans L & ACF), F(a) |'* K;
S. il existear p (dans L= ACF ) tel que F(a) | K ;
6. Ig(p):={feK[X]: f=~0¢ep}estdefinisurF.

Démonstration.

'¢f. Définition (5.19). Dans les corps PAC bornés cest la disjonction algébrique.
*Je recommande [Con] qui donne un panorama essentiellement exhaustif et interactif de ces lignes de partages.
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1 =2 Soit ¢ € Fz(xy) une formule et b € KV tel que ¢(x,b) € p. On aalors F' > K* &
Jydpx p(z,y) etdonc il existe a € F' tel que F' = dpzp(x,a) etdonc ¢(x,a) € p.

2= 4 Soit (A1) 11<q € K non tous nuls tels que ¥, Aral =0.0nadonc Vi A #0A Y A\jal =
0 € pet il existe donc y; € F non tous nuls tels que 3 ural = 0. Toute sous-famille
Flinéairement indépendante de la famille (a’); € F[a] reste donc K-linéairement in-
dépendante.

4 =5 Clest évident puisque p est consistent.

S = 6 Clest une conséquence immédiate de Proposition (2.39) puisque Zx (p) = Zk (a).

6 =1 Soient (P;)i<, € F[z] des générateurs de Zx (p). Pour tout Q € Z[z,y], et b € KV,
Q(z,b) ~ 0 € psietseulementsi K* = Ve AA; Pi(z) ~ 0 - Q(z,b) ~ 0. On a donc
prouvé lexistence de dpz P (x, y) = 0. Lexistence de d,z¢(x, y) suit par induction sur ¢.

12 2<> 3 Soitb e K tel que K = F(b). Le type p := tp(a/F(b)) hérite de tp(a/F) si et seulement
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si F(a) L1 F(b) siet seulement si F(b) 1" F(a) si et seulement si tp(b/F(a)) hérite
de tp(b/F), cest a dire que tp(a/F (b)) cohérite de tp(a/F). o

Une autre avatar de la stabilité de ACF est 'unicité des extensions algébriquement indépen-
dantes régulieres :

LemmeS.5: Soit f : Ky - Ko et g: L1 — Lo des isomorphismes de F-corps avec tels que K, J,;lg
L1, Ko Jf;lg Lo — en particulier, on suppose que les K; et L; sont des sous F' corps d’un méme corps
Oy — et F' < Ky est réguliere. Il existe alors un isomorphisme de L-corps h : K1Ly - KoLo qui
étend [ et g.

Démonstration. Comme F < K, et donc F' < Ky, sont régulieres, K J,%“ Ly et Ky illfﬂ“ Lo.
Onaalorsf@Fg:KlleKl ®p L1 2 Ko®p Lo 2 Kolo. O

Malheureusement, les corps PAC stables sont plutdt rares :
Théoréme 5.6 (Duret, 1980) : Un corps PAC stable est séparablement clos.

La mesure pseudo-finie permet cependant de voir que les corps pseudo finis ne sont pas non
plus trop loin dans la hiérarchie de la classification :

Proposition 5.7 (La propriété de l'ordre strict) : Soit p € Fz(x,y). [l existe N € Zsq tel que pour
tout K = PSF et (a;)icn € KY, 5i o(K, ;) € (K, a;), pourtousi < j, alorsn < N.

Démonstration. Soit K = PSF. On va montrer, par induction sur max; dim(¢(z,a;)), que
toute suite (K, a;) croissante pour I'inclusion est stationnaire. Si max; dim(¢(x,a;)) = —oo,
©(K,a;) = & est constante. En général, comme ¢(K,a;) ¢ ¢(K,ais1), la suite des paires
(d(@(x,a:)), u(p(z,a;))) est croissante, pour l'ordre lexicographique. Comme elle est bor-
née par le Théoreme (4.16), elle est stationnaire. Soit i tel qu'elle soit contante au dela de .
Ona Heo(z,a;) (p(z, Qi )+ Ho(z,a:) (p(z,0;) A ~p(, aio)) =1= Heo(z,a;) (p(, Qi )) et donc
Pep(z,a5) (P (T, ai) A=p(x, a40) ) = 0, Cestadire dim(p(z, a;) A=(o(2,a4,))) < dim(o(x, a4,)).
Par induction cette suite est stationnaire, c’est donc aussi le cas de la suite originale.

La proposition suit alors par compacité. O

On verra que, plus généralement, les corps PAC bornés sont simples. La mesure pseudo-finie
nous permet déja de montrer la propriété suivante, plus forte que la propriété de 'ordre strict
et qui implique la simplicité :
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5 Théorie géométrique des modéles des corps PAC bornés

Proposition 5.8 (La propriété S1) : Soit ¢ € Fy(x,y) et ) € Fz(x,z). Il existe N € Ly tel que
pour tout K & PSF, (a;)icn € KY et c € K7, st dim(p(K, a;) N (K, a;)) < dim(e(K,a;) N
P(K,c)) = dim(¢ (K, c)), pourtouti # j, alorsn < N.

Démonstration. Supposons, au contraire qu’il existe K = PSF, ¢ € K* et (a;)iz0 € KY tels
que pour tout ¢ # j, dim(¢(z, a;) N¢(x,a;)) <dim(e(x,a;) n(x,c)) = dim(y(z,c)). Par
finitude, ¢ := min; u(p(x,a;)) > 0. Onaalors 1 > fiy(ge)(Vien ¥(2,a;) AP(,¢)) > ne, ce
qui est une contradiction. La proposition suit alors par compacité. a

5.2 Amalgamation et théories simples

Soit K = PPAC;. On note F I'image de C; dans K. Soit de plus W un ensemble de sous-
ensembles de n := {0,...,n — 1} clos par sous-ensemble.

Définition 5.9 : Un W-systeme d amalgamation dans K est un systeme cobérent de morphismes
fow + Ay = Ay de sous-F-algeébres de K, pour tousv ¢ w € W, avec Ay, = F(Ay)* N K. On
suppose de plus que pour tout w € W non vide, les (f(;y,,(Agiy))iew S Aw sont algébriquement
indépendants sur fg ., (Ag) et A € F'(friyw(Apy) 11 €w)?

Parla Proposition (3.61), les morphismes fi, ., : A, - K sont K-élémentaires. En particulier,
lextension fy w(Ay) < Ay < K est réguliere. On note P~ (n) = P(n) \ {n}.

Théoréme 5.10 (Amalgamation supérieure, Hrushovski, 1991) : Tout B~ (n)-systéme d amal-
gamation [ se prolonge en un B (n)-systeme d amalgamation g, dans K* > K ; c’'est a dire, pour
toutv c w € P (), gow = fouw

Démonstration. On procede par induction sur n. Le cas n = 1 est trivial. Soit f un P~ (n +1)-
syst¢eme d’amalgamation. Par induction, le P~ (n)-systtme d’amalgamation g, : Cy = Cu,
Ol gy = fuufn}wuin} € Cuw = Ayuiny, peut se prolonger en un ‘B (n)-systeme que I'on note
aussi g. On remarque que g n’induit pas un P (n + 1)-systeme qui prolonge f : il nous manque
la fonction A,, > C,.

Pour tout w ¢ n, on note By,uin) = Gwn(Awuiny) € Cn- Soit By, = [Tyen Buwuiny € Cne
Pour tout w ¢ n, on note By, := gw7n(fw7wu{n}(Aw)) < Cp et B™ = [[yyep Bw < Bp. On note
aussi A” = [Tyep fun(Aw) < Ap.

Comme Ag; \Lzli [Tj<i Agjy et By lgi [1;<i Byjy» on peut étendre par induction sur i le
Pisomorphisme, go : Az — Bg en un isomorphisme g; : [1,; Ajy — [« Byjy (¢f. lemma
Lemme (5.5)). Par la Proposition (3.58), on étend g,, en un isomorphisme g~ : A~ - B~ qui
sétend lui mémea g~ : (A7)* 2 A, etonnote By, := g~ (Ap).

Assertion 5.11: B, J,%r; B,

; . . , o . li .
Démonstration. Les extensions By < B,y < Cy sontrégulieres, Z.e. C, L Bj. Puisque By, <
Ch, assertion en découle. O

Assertion 5.12: B, i%n_ BB
Démonstration. Lextension By < By, est réguliére etdonc By, \ngi B3 B". O

Assertion 5.13 : B3 By, L p- By Bn.

S4
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5 Théorie géométrique des modéles des corps PAC bornés

Démonstration(Assertion (5.13)). On veut montrer que By B;, J,%Ié B%B,,. Il suffitdonc de le
faire pour sous algebres de type fini de By B}, < (BgB™)*. Comme tous les corps considérés
sont parfait, une telle extension est engendrée par un unique ¢ € (B3 B~)*. Il suffit alors de
vérifier que les puissances de ¢ qui sont linéairement indépendantes sur B3 B~ le restent sur
Bg B, — autrement dit le polyndme minimal P de ¢ sur BG B~ est irréductible sur BZ B,.
Soient Q, R € Bi[x,y], unupletb, € By, etdy, € By(by)? telque P(z) = Q(x,d)R(x,d).
Comme BB, L%‘é BgB~, par la Proposition (5.4), tp(b,/B™) est finiment satisfiable dans
B2 etdoncilexistea € By etey, € (Bya)® < B < BB~ tel que deg(Q(,€)) = deg(Q(x,d))
et P(z,b) = Q(z,e)R(x,e). Comme P est irréductible sur B3 B~, deg(Q(x,€)) est soit égal a
deg(P(z,b)) soit nul, ce qui conclut la preuve. O
Assertion 5.14 : L'extension By < By, By, est réguliere.
Démonstrﬂtz'qn. OnaB, J,%n, BiB™ et BiB, l%‘éB, B5B,; d’oﬁ By, \Lljign, B B,,. En particu-
lier, B, By L} BgBn.Deplus, B, L5 Bg etdonc B, B, L5 Bg. 0
Par le Lemme (2.52), on trouve un corps algébriquement clos € contenant K et un mor-
phisme de Ag-algebre f : B, B,, - € tel que f(B,By) lixli K — la structure de Ag-algebre
de B, B, est donnée par 'isomorphisme Ay - By.

Assertion 5.15 : Lextension K < K f(By,By,) est réguliere.

Démonstration.On a f(B,B,;,) iilli K* et donc, comme By < BBy, f(BnBy) \LE{; K2,

dot K f(B,By) LI K*. 0

Il existe donc un morphisme h : K f (B, By) - K* tel que h|j est élémentaire. On prolonge
alors faP(n+1) en posant Ay = f(B,Bp)* N K*°. o
Corollaire 5.16 (Théoreme d’indépendance) : Soit K = PPAC,, A = A*n K < K une sous-Cy-
algébre, ay € K¥, ay € KY avec A(ay) J,Zlg A(az) et ci,co € K* tel que ¢ =4 ca et A(c;) izlg

A(ai), pouri = 1,2. Il existe alors c € K* > K tel que ¢ =54, ci, pouri = 1,2, et A(c) ii‘lg

A(araz).

Démonstration. Soit Ag := A, Ag;y = A(a;)*nK pouri=1,2et Argy := A(e1)*nK = A(c2)*n
K. On pose aussi Afq 9y = A(a1a2)* n K et Agg;n = A(aic;)* n K. Les fonctions fy,, sont
toutes des inclusions sauf f{oy (02} qui estinduit par 'isomorphisme A(c1)*nK = A(c2)*nK.
On a alors un P~ (3)-systeme d'amalgamation dans K qui, par le Théoreme (5.10), se prolonge
en un P(3)-systeme damalgamation dans K* > K. On trouve alors, dans Ay 1 23, a; et ¢’
algébriquement indépendants sur A tels que ¢’a} =4 ¢;a; et ajay =4 ajas. Quitte 3 agrandir
K* on trouve c tel que caias = Ac’a}al, qui a donc toutes les propriétés voulues. o

Définition 5.17 (Division) : Soit M une A-algeébre, p € Fa(x,y) etb e MY. On dit que p(x,b)
divise (divides) sur A sl existe k € Zsq et (b;)izo € M*® > M tel que b; =4 b et tout sous-ensemble
de taille k de {p(x,b;) = i > 0} est inconsistant.

La définition de la division peut étre simplifiée un peu en utilisant une suite indiscernable :

Remarque 5.18 : La formule ¢(x,b) divise sur A si et seulement s’il existe une suite indiscer-
nable (b;)iz0 € M*® > M tel que by = bet {p(x,b;) : i > 0} estinconsistant.
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5 Théorie géométrique des modéles des corps PAC bornés

Définition 5.19 (Déviation) : Soit M une A-algebre. Un type partiel p(x) sur M dévie (forks)
sur A sil implique une disjonction finie de formules 1; € Fyre (), on M*® > M, telles gue chaque
W; divise sur A.

Notation 5.20 () : Pour toutes A-algébres B,C, E < M, on note B |, C'si tp(B/C) ne
dévie pas sur E.

Définition 5.21 (Théorie simple) : Une A-théorie T est simple si |* a un caractére local : pour
toutes sous-A-algébres B,C < M = T, avec B de type fini, il existe une sous-A-algébre E < C telle
que|E| <A+ X et B L C;

Théoreme 5.22 (Kim-Pillay, 1997) : Soit T une A-théorie et B L C une relation sur les triplets
de sous-A-algébres B,C, E < M & T. Sont équivalents :
1. T est simple et 1=15;
2. | vérifie, pour tous M, M’ = T, tous uples b,c,e,ar,a1,c1,co € Mett',c', e’ € M et
sous-A-algebres B,E,C,D < M :
(Invariance) tpl) (bee) = tpl) (b'c'e’) et A[b] L ape) Alc] impligue A[V'] Laery Al'];
(Monotonicité) B Ly CD implique B | C et B Lgc D;
(Transitivité) B g C et B Lpc D impliquent B L p CD;
(Symetrie) B Lg C impligue C L g B;
(Caractere fini) B L g Co pour toute A-algebre Co < C de type fini implique B | C;
(Existence) il existe V' € M*® > M tel que b’ =g bet A[b] J,%l,g C;
(Caractere local) il existe Co < C tel que |Co| < |A| + |B|+Ro et B Lc, C;
(Indépendance) il existe c € N* > N tel que c =ppa, ¢ et c Ly Alaras].

Remarque 5.23 : Il existe une caractérisation similaire de la stabilité. Il faut remplacer I'indé-
pendance par la propriété plus forte de stationarité sur les modeles : soit M = T', B, Cy et C5
des sous-A-algebres de modeles de T telles que C =ps Co et C; Ly B, pour i = 1,2, on a alors
Cl =B CQ.

Proposition 5.24 : La théorie PPAC, est simple et =12,

Démonstration. 1l suffit de vérifier que |*# vérifie les propriétés du Théoreme (5.22). L’inva-
riance est ¢évidente puisque qu’il suffit que BCE = B'C'E’ pour que 128 soit préservé. La
monotonicité et la transitivité suivent de 'additivité du degré de transcendance dans les tours
d’extensions. La symétrie aussi (¢/. Lemme (2.48)). Le caractere fini provient du fait que pour
tout corps algébriquement clos est 'union des clotures algébriques de ses sous-corps de type
fini.

Lexistence suit du théoréme d’amalgamation pour n = 2. Mais c’est un cas facile a voir : soient
B,C, E < K = PPAC; des Cy-algebres. Soit B := B*n K. Par le Lemme (2.52), il existe Q > K

et B < Qrtel que Bzgp B eB J,aElg K. En particulier B \ngg C. De plus, B i%lan K?et
donc B' i%r;n ¢ K Il sensuit que K B J,ﬁ}(“ K*, Cest-a-dire K < KB’ et donc B’ se plonge
(au dessus de E) dans K* > K. Par la Proposition (3.61) B =g B

Pour ce qui est du caractere local, soit b € B qui engendre B (en tant qu'anneau). Soit V' la
C-cloture de Zariski de b et E le corps de définition de B. Par noethérianité de C[z], |E| < Ry.
Par la Proposition (2.39), E[b] L%ﬂ C, en particulier B J,%lg C.

L’indépendance, enfin, a été démontrée au Corollaire (5.16). |
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5 Théorie géométrique des modéles des corps PAC bornés

5.3 Les imaginaires

On avu dansla Proposition (4.8), que toute F-variété V' a un plus petit corps de définition et
que ce corps est laissé fixe point par point par les automorphismes qui stabilisent V globalement.
Le but de cette section est détendre ce résultats a tous les ensembles définissables dans un corps
PPACG,.

Pour des raisons qui deviendront apparentes plus tard (¢f Définition (5.36)), nous allons
sortir du cadre du langage des anneaux et commencer a travailler dans le cadre général de la
logique du premier ordre avec des sortes.

Définition 5.25 (Language) : Un language £ est la donnée de :
o un ensemble ¥ — ce sont les sortes de £;
o pour tout uple fini X € X, un ensemble Rx — ce sont les relations sur [1; Xi;
o pour tout uple fini X € X et singleton'Y € X, un ensemble fxy — ce sont les fonctions

On fixe £ un language.

Définition 5.26 (Structure) : Une L-structure et la donnée de :
o pour tout X € X un ensemble X (M );
e pour tout R € Rx un sous-ensemble R(M) < [1; X;(M);
* pourtout f € fxy une fonction f : T1; X;(M) - Y (M).

On fixe des ensembles dénombrables disjoints (Vx ) xex — les variables de sorte X.

Définition 5.27 (Syntaxe) : Pour tout uple x := (x;); de variables et singleton'Y € X, on définit
lensemble des termes par induction :

o z; e ¥(x, X;) onxi € Vx,;

* si f €fx,y et pourtout i, t; € T(2,X;), alors f(t) € T(2,Y).
On définit aussi lensemble des formules §(x) par induction :

* si R e Rxy et pour tout i, t; € T(z,X;), alors R(t) € §(z);

* sit, to € ‘Z(LE,X), t1 ~tg € S(l‘),

e 1eF(x);

e i, eF(x), alors o - e F(x);

e st p e F(yx), alors Iy p € F(z).

On définit alors de manicre évidente I'interprétation d’un terme et d’une formule et on peut
refaire toutes la théorie des modeles dans ce nouveau cadre. Pour toute £-structure M et tout
A € M, on note £(A) le language £ enrichi d’une constante par élément de A. On munit M
de sa £( A)-structure naturelle.

Revenons maintenant a la question des plus petits ensembles de définition. On fixe M une
£-structure et X un ensemble £( M )-définissable, en les variables 2 — cest a dire X ¢ []; X;
ouz; € Vy,.

Définition 5.28 : Soit ¢ € F(xy) une formule. On dit que a € MY est un paramétre canonique
de X via  si pour tout c € MY,

©(M,c) = X (M) si et seulement si ¢ = a.
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5 Théorie géométrique des modéles des corps PAC bornés

On autorise y a étre le uple vide. Le uple vide est un parametre canonique de X si et seulement
si X est £-définissable.

Soit A€ M — cestadire A € Uxex X(M). Ondit que a € M est L(A)-définissable si {a}
est L(A)-définissable. On note dcl(A) := {a € M : a est L( A)-définissable}.

Lemme 5.29 : Soit a un paramétres canonique de X (via une formule ). Pour tout A < M, sont
équivalents :

1. X est L(A)-définissable;

2. aedcl(A);

3. dcl(a) < dcl(A).

Démonstration.

1 =2 Soit 1) € Fa(x) qui définit X. On a alors, pour tout c € MY, M & YV ¢(x,c) < (x) si
et seulement si ¢ = a ce qui prouve que a € dcl(A).

2=1 Soity € Fa(y) quidéfinita et O(x) := Iy (y) A p(ay) € Fa(x).Onab(M) = X (M)
qui est donc bien £(A)-définissable.

2 =3 On peut vérifier que dcl(dcl(C)) = Cetsi C € A, onadcl(C) < dcl(B). Il sensuit que
dcl(a) c dcl(dcl(A)) = dcl(A).

3=2 Onaacedcl(a) cdcl(A). ]

On a donc que dcl(a) est le plus petit ensemble dcl-clos de définition de X.
Remarque 5.30: Onaaussi, pour tout o € Aut(M), o0 (X) = X sietseulementsi o]qq(,y = id.

On fixe maintenant 7" une £-théorie. Le principal probleme pour appliquer les résultats ci-
dessus, c’est que les parametres canoniques n’existent pas toujours...

Définition 5.31 (Elimination des imaginaires, Poizat, 1983) : Oz dit que
o T élimine les imaginaires si pour tout ensemble L(M )-définissable, on M = T, il existe
€ §(xy) et b e M? un parametre canonique de X via .
* T dimine uniformement les imaginaires si pour tout Y ¢ X x V' £-définissables, il existe
Z ¢ X x W L-définissables tel que pour tout M = T et a € V (M), il existe un unigue
be W(M) tel que Yo (M) :={ce X(M):caecY}=2Z,(M).

Un reformulation syntaxique de I‘élimination uniforme est la suivante : pour toute formule
¢ € §(zv), il existe des formules 1) € F(zw) et O € F(w) telles que :

T = Vodwy (0(wo) AVwO(w) = (Ve p(x,v) < P(x,w)) < w=uwpy)).

La définition de I¢limination uniforme des imaginaires est plus compliquée que la définition
naive la plus naturelle — en particulier, # est nécessaire pour obtenir la Proposition (5.34).

La terminologie semble probablement un peu obscure, mais elle fait référence au fait que,
lors du développement de la théorie de stabilité, Shelah nomme les classes d’équivalences de re-
lations déquivalence définissables des «imaginaires » ; et comme l'on verra plus loin — ¢f. Pro-
position (5.34) — Iélimination (uniforme) des imaginaires a trait au fait de pouvoir remplacer
ces éléments «imaginaires » par des éléments «réels>».

Définition 5.32 (Quotient représenté) : Soit M £-structure, A< M, X et E € X? des ensembles
L£(A)-définissables tels que E(M) est une relation d’équivalence sur X (M). On dit que E est
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représentée sur A dans M sil existe une fonction £(A)-définissable f : X =Y telle que, pour tous
c1,c0€ X(M):
M e c1Ecy < f(cl) = f(CQ).

La fonction f induit alors une bijection X (M)/E(M) = f(X(M)) et l'ensemble « £(M)-
interprétable » X /E peut étre identifié¢ avec l'ensemble £( M )-définissable f(X).

Définition 5.33 : On dit que les unions disjointes sont représentées dans T si pour tout uples finis
XY € X, il existe un uple Z € X et des fonctions L-définissables injectives , 1x : X — Z et
vy 2 Y — Z dont les images sont disjointes (modulo T).

Cest a dire qu'’il existe des formules ¢ € F(zz) ety € F(yz) avec x € Vyx :=[[; Vx,, y € Vy
etz € Vy telles que :

T eV (Izo(x2) AV 21 p(x21) Ap(x29) = 21 = 22)A
Vy (32 (yz) AV21V21 ¢¥(yz1) Ab(yze) = 21 = 22)A
VaVyVz=(p(xz) A p(yz)).

On identifie ici un uple de sortes X avec 'ensemble £-définissable [T; X;. On autorise de
nouveau le uple vide dont le seul point est le uple vide. En particulier, quitte 4 prendre pour X
et Y le uple vide, on voit qu’il existe une sorte S qui contient deux éléments de dcl(@).

Nous pouvons maintenant décrire les liens entre élimination, I'élimination uniforme des
imaginaires et la représentation des quotients :

Proposition 5.34: On suppose que les unions disjointes sont représentées dans T. Sont équivalents :
1. T dlimine uniformément les imaginaires;
2. toute relation d’équivalence L(A)-définissable, o A € M & T, est représentée sur A;
3. T élimine les imaginaires.

Démonstration.

1 =2 Soient ¢ € F(zy) et Y € F(x1x2y) et ag € AY tels que (M, M, ap) soit une relation
d¥quivalence sur (M, ag). Soit Z ¢ X x W tels que pour tout ca € (M, M), il existe
un unique b € W (M) tel que Z, = ¢»(M, ¢, a). On note f la fonction £(ay)-définissable
qui a tout ¢ € (M, ag) associe I'unique b tel que ci-dessus. Comme (M, ¢, ag) est la
classe de ¢ € (M, ap), ona f(c1) = f(ca) si et seulement si (M, c1,a0) = Zg(e)) =
Z(cy) = V(M c2,a0), i.e. M = 1p(c1, ca, ap).

Soit ¢ € F(xy). On considere ¥ (y1,y2) = Vo p(zy1) < p(zy2) € §(y1y2) qui définit
une relation d¢quivalence E £-définissable sur le produit de sortes Y de y. Soit f : Y —
W £-définissable qui représente E. Soit ag € MY tel que (M, ag) # @. On définit alors
0:=3y f(y) =wAre(z,y) € F(zw). Pour tout c € M, soitc e f(Y(M))etO(M,c) =
o(M,a), pour tout a € MY tel que f(a) =c.Sicé¢ f(Y(M)),8(M,c) =@. Onadonc
bien 0(M, c) = (M, ag) si et seulementsi c = f(ap). Si p(M, ap) = &, on peut choisir
0 := 1 € F(x) et le uple vide? est alors un paramétre canonique de (M, a) via 6.

3 Aux grand maux, les grands remedes!
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1 3=1 Soient Y ¢ X x V des ensembles £-définissables. Pour tout M = T eta € V(M), il

2 existe ¢ € §F(zw) et ¢ € M™ un parametre canonique de Y, via ¢. Lensemble 7(v) :=
3 {=FwVw' (Va,p(zw') < 2v € Y) & w = w' : ¢ € §} est donc inconsistant avec 7.
4 Il existe donc ¢; € §(xw;), pour i < n, tels que pour tout M = T eta € V(M),il
5 existe ¢ < n et ¢ € M™i qui est un parametre canonique de Y, via ;. Soient ¢; : W; —
6 W qui représentent I'union disjointe des W, (uple de) sortes de w;. On définit §(w) :=
7 Vien 3wi ti(w;) = w A Njg Vw; (Yo (Vo @j(zvy) < @i(azw;)) < vj = wj) < 1j(w;)) =
8 ti(w;) et Y(zw) = Viep Jw; ti(w;) = w A p;(xw;). Pour tout a € V(M) il existe un
9 unique c € 0(M) tel que Y, = (M, c). o
10 Remarque5.35:

1 * les implications 1 = 2 et 2 = 3 n’utilisent pas la représentabilité des unions disjointes
12 dansT.

13 * Les énoncés 1,2 et 3 sont valables dans la théorie (2 une sorte) de la structure vide (resp.
1 du singleton), mais les unions disjointes ne sont pas représentées.

15 * Supposons qu’il existe une sorte X € X telle que 7" implique que X contient au moins
16 deux éléments. Sont équivalents :

17 1. T élimine uniformément les imaginaires;

18 2. Les quotients sont représentés dans 1" (I'énoncé 2);

19 3. T élimine les imaginaires et les unions disjointes sont représentés dans 7.

2 * Supposons que £ n’ait qu’une seule sorte et que 7" |dcl(@)| > 2. Les unions disjointes
21 sont alors représentées dans T'. Si T' élimine les imaginaires, la réciproque est vérifiée.
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5 Théorie géométrique des modéles des corps PAC bornés

Quittea rajouter dessortes pour les points «imaginaires », on peut toujours supposer qu’une
théorie élimine les imaginaires :

Définition 5.36 (La construction eq, Shelah) : On dénote £°9 le language angmenté d’une sorte
Xoy.o et dune fonction fo o T1; Vv, > Xy 0t y; € Vy,, pour tout ¢ € F(xy). On note T la
L9théorie :

Tu{V23y fo(y) ~ 2A
Vy1y2 (fo.e(y1) = fou(y2) < (Yop(ayr) < @(ry2))) : ¢ € F(ay) }-

Lemme 5.37 :

* Pour tout M & T, il existe un unique M & TV (a unigue £ M )-isomorphisme prés)
tel que pour tout X € §, X (M°Y) = M, pour tout R € R*, R(M°Y) = R(M) et, pour tout
fefs, M = M — on dit que M® est un £°9-enrichissement de M.

* Si N =T, alors la restriction M = Nz de N a £ est un modele de T. En particulier, il
existe un unique £°Y( M )-isomorphisme M4 =p; N.

o Pourtoutp € = (y), i existeh € F°(2) telle que T = YV 20(f(2)) < (2), 01t fi( %) =
Jo,2(2i) st y; € Vi, ., ¢t fi(zi) = z; = y; sinon.

o T4 élimine uniformément les imaginaires.

Démonstration.

* Soit M*®4 le £%-enrichissement de M tel que X, (M) = Y(M)/E, . ot y1 Ey 22
si o(M,y1) = @(M,y2). On interprete f%;q :Y(M) - X, (M) comme la pro-
jection canonique. On vérifie aisément que MY £ T°4. Soit N £ T°4 un autre £°9-
enrichissement de M. Pour tout a € X, ,(NV), il existe ¢ € Y (M) tel que gx(c) = a.
On définit o (a) = ¢/E, 4. Sia € M, on définit o(a) = a. On peut alors vérifier que o est
bien défini et que c’est un £°4( M )-isomorphisme. De plus comme tout élément de N et
de M*®4 est 'image par un terme d’un élément de M, cet isomorphisme est uniquement
déterminé par sa restriction a M — ici I'identité.

e Comme 7" ¢ T%9, il est évident que M = N|; & T'. Le reste suit du point précédent.

* On procede par induction sur ¢. Pour les formules atomiques de la forme ¢ := R(t) ot
R e RY, puisque des variables de sortes Xg ,, ne peuvent pas apparaitre dans un terme de
codomaine dans X%, on a donc ¢(f(2)) = ¢(y) € F* et le résultat suit. Si ¢ := t; ~ t5 ot
t; est de codomaine dans X%, le méme raisonnement sapplique. Si ¢; est de codomaine
Xo.z, s0it t; := fg o (s5) ot 55 est un uple de £-termes — avec possiblement des variables
inutiles des nouvelles sortes. On pose 1) := Vo 0(x, 51) < (x, s2) etle résultatsuit. Sinon
t; est la projection sur une variable ;; et on peut prendre ¢ := Yz 0(,y;,) < 0(x,ys, ).
Ceci conclut le cas des formulas atomiques.

Les combinaisons booléennes sont évidentes et si p := 3tO(yt), soit x (et fg) obtenus
par induction : 7% £ Vzs0(f(2)g(s)) < x(zs). Comme g est surjective, on a alors
TU= Yz (3t0(f(2)t) < Isx(zs)).

* Soient ¢ € T (vy) et € FE(vz) et gf tels quiau dessus : T°9 & Yoz p(g(v) f(2)) <
¥ (vz). On a alors, puisque g est surjective, T4 = (Ve p(zf(21)) < o(xf(22))) <
(Vup(vzr) < P(vze)). Soit O(xt) := 3z fy 0 (2) =t Ap(zf(2)).
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5 Théorie géométrique des modéles des corps PAC bornés

Pour tout ag € (M®4)Y, soit bg € M* tel que f(bg) = ag et ¢y := fuy(bo). Pour tout ¢ €
Xy o (M), 0nab(M,c) = p(M,ap) sietseulements’il existe b € M* tel que fyy ,(b) = ¢
et (M, b) = g (p(M*%, £ (1)) = g~ (p(M*,a0)) = (M9, f (b)) = (M, bo), ce
qui est équivalenta ¢ = fy ,(b) = fy.,(bo) = co. i

On est alors en droit de se demander quelle est 'intérét de la question de Iélimination des
imaginaires. Si on étudie une théorie précise — au hasard, ACF — rendre une propriété (syn-
taxique) vraie en changeantle language, que ce soitla morleyisation pour Iélimination des quan-
tificateurs ou la construction eq pour I¢limination des imaginaires, est profondément inutile.
Ce dont il faut se rendre compte c’est qu'obtenir un résultat délimination a tout prix, n’est pas,
en soit, intéressant. C’est leur contenu descriptif qui nous importe. Autrement dit, un résultat
d’élimination des quantificateurs n’est pas simplement une formalité syntaxique, c’est un résul-
tatde description des ensembles définissables. La description donnée par Iélimination des quan-
tificateurs dans le language morleyisé étant : «les ensembles définissables sont les ensembles
définissables » cela ne nous avance pas a grand chose. De méme, I¢limination (uniforme) des
imaginaires dans 7°4 nous décrit les ensembles interprétables comme étant les ensembles inter-
prétables. Ce résultat nous dit aussi : «quitte a rajouter des parametres canoniques, on a des
parametres canoniques » ; énoncé dont I'utilité est toute relative.

Ceci étant, vous pourriez vous demander pourquoi alors est-ce qu'on s’intéresse a la construc-
tion eq. La principale raison est que c’est un outil fondamental pour pouvoir raisonner sur les
imaginaires : en en faisant des points « réels », on peutleur appliquer tous les résultats de théorie
des modeles qu'on a déja prouvé. En particulier, cela peut aider 4 prouver un résultat d’élimina-
tion des imaginaires et décrire ces points imaginaires que I'on vient de rajouter.

On note dcl®? la cloture définissable dans M4 & T4,

Définition 5.38 (Code) : Soit M une £-structure et X un ensemble L(M )-définissable. On note
"X :=dcl®(a) on a € MY est un parameétre canonique de X.

Remarque 5.39: C'estle plus petit ensemble dcl®-clos de définition de X, qui ne dépend donc
pas du choix de a.

Lemme 5.40 : Soient M une L-structure et X un ensemble £(M )-définissable. Sont équivalents :

1. X admet un paramétre canonique — via une formule ¢ € 55
2. X est £(A)-définissableon A:="X"n M.

Démonstration.
1= 2 Soit a € M un parametre canonique de X via p(zy) € &*. Par définition, ona "X =
dcl®d(a) etdonc a € A. Comme X est £(a)-définissable, il est aussi £( A)-définissable.

1 2= 1 Soit eg € (M°4)¥ un paramétre canonique de X via p € FE (xy). Soient ¢ € F=(x2)

35

36

37

38

39

40

41

etag € M? tels que (M, ap) = X (M). Par définition de A, il existe 6 € F= (y2) tel
que 0(eg, M) = {ap}. Soit x(x2) := Iy b(yz) A (Ve p(ay) < Y(xz)) Ap(xz). Parle
Lemme (5.37), on peut supposer que x € §°(z2).

Onax(M,ap) =¢(M,ag) = X(M). Soita € M? tel que x(M,a) = X (M).Onadonc
e tel que M e f(ea) et (M, e) = p(M,a) = x(M,a) = X(M) = p(M,ep) et donc
e=ep.Dotta € §(M,ep) ={ap} eta = ap. o

Corollaire 5.41 : Sont équivalents :
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5 Théorie géométrique des modéles des corps PAC bornés

1. T dlimine les imaginaires;
2. Pourtout M T etee M, onaeedcl®(dcl®(e)n M).

Démonstration.
1=2 Sie € M, I¥énoncé 2 est évident. Si e € X, (M), soit a € M un parametre cano-
nique de fs;lx(e). Comme f;}x(e) est £°9(e)-définissable, a € dcl®d(e) n M. Comme
foa(fou(e)) = {e}, e e dcl®(a).
2=1 Soit ¢ € F(zy), M & T eta € MY. Comme e = f,,(a) € dcl®d(dcl®(e) n M) =
del®("p(z,a)'nM),lensemble o(z, a) estdonc £( ¢ (x,a)'nM)-définissable et donc,
par le Lemme (5.40), ¢(z, a) admet un parametre canonique dans M. |

Il y a une classe d’imaginaires qui jouent un réle un peu particulier : les parametres cano-
niques d’ensembles finis. Essentiellement parce que la distinction entre ensembles finis et infi-
nis est plus notable que celle des singletons parmi les les ensembles finis, la cléture algébrique
joue un role beaucoup plus important en théorie des modeles que la cléture définissable. En
contrepartie, il est, en général, plus facile de trouver des parametres canoniques a ensemble fini
pres.

Soit A ¢ M. On dit que a € M est L(A)-algébrique — ou plus simplement algébrique
sur A — s’il existe X L£(A)-définissable fini tel que a € X (M). On note acl(A) = {a € M :
a est L(A)-algébrique}.

Définition 5.42 (Elimination faible des imaginaires, Poizat, 1983) : Oz dit que T dlimine fai-
blement les imaginaires si pour tout M = T et e € M®Y, on a e € dcl®d(acl®d(e) n M).

Remarque 5.43 : On pourrait aussi donner une définition syntaxique de I¢limination faible
(uniforme) des imaginaires en terme de « paramétre presque canonique ».

Décrivons maintenant la différence entre I'élimination faible et Iélimination des imaginaires :

Proposition 5.44 : Les énoncés suivants sont équivalents :
1. T élimine les imaginaires;
2. T élimine faiblement les imaginaires et tout sous-ensemble fini de M*, on M & T et x est
un uple de variables, admet un paramétre canonique.

Démonstration.
1 =2 Clest évident par le Corollaire (5.41) et le fait que dcl®® ¢ acl®.
2=1 Soit e € M®9. Par élimination faible, il existe un uple d € acl®d(e) n M tel que e €
dcl®d(d). Soit ¢ € T (yz) tel que (MY, e) est fini minimal qui contient d. Soit f
£°4-définissable tel que f(d) = e. Onaalors f(y) = en(y,e) équivalent 2 p(y, e) par
minimalité et donc f(p(M®4,e)) = {e}. Soit b un parametre canonique de ¢(x,e). On
aalors e € dcl®d(b) et b € dcl®d(e). ]

Comme onl’avu, les parametres canoniques ont un lien avec les automorphismes qui laissent
globalement X invariant. On peut affiner ses résultats si l'on dispose de suffisamment d’auto-
morphismes :

Définition 5.45 : Soit k un cardinal infini. La £-structure M est :
* K-saturée si tout p € Sy(A) avec A< M, |A| < k et |z| < k est réalisé dans M ;
* fortement r-homogene si tout f : A - M avec A < M, |A| < k, s’étend en o € Aut(M/A).
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5 Théorie géométrique des modéles des corps PAC bornés

Proposition 5.46 : Pour tout cardinal infini r et toute L-structure M, il existe N > M k-saturée
et fortement r-homogene.

Soit M Rg-saturé et fortement Ro-homogene. On peut alors caractériser "X ' en terme d’au-
tomorphismes qui laissent globalement X invariant :

Lemme 5.47 : Soit X un ensemble £(M )-définissable. On a :
"X'={ae M*:VoeAut(M*?),0(X) =X =0(a) =a}.

Démonstration. Soita € M4 un parametre canonique de X viap(xy).Sip(M,a) = X (M) =
o(X(M)) = (M, 0(a)),onaalorsa = o(a) etdonc oljcea(q) = idgerea(a)- Onadonc mon-
tré que "X ' c {aeM:VoeAut(M®),0(X) =X =o0(a) =a}.

Réciproquement, soit b ¢ "X = dcl®d(a). Il existe ¢ € MY tel que ¢ =rx- bet ¢ # b. Soit
oeAut(M/"X") tel que o(b) = c. Comme X est £°9("X "), ona o (X) = X. Ce qui montre
que "X '2{aeM:VoeAut(M),0(X)=X =o0(a)=a}. o

Une autre utilité des modeles saturés et homogenes est quion peut détecter la définissabilité
au dessus de parametres avec des automorphismes :

Lemme 5.48 : Soit M rk-saturé et fortement r-homogéne. A ¢ M avec |A| < ket X L(M)-
définissable. Sont équivalents :

1. X est £(A)-définissable;

2. pourtout o € Aut(M/A), o(X) = X.

On note § 4 'ensemble des £-formules a parametres dans A.

Démonstration.
1 =2 Clest une conséquence de la (version pour £ quelconque de la) Proposition (1.19).
2=1 Pourtouta,be M" tels que a =4 b, il existe o € Aut(M/A) tel que o(a) = b. On adonc
a € X sietseulementsib = o(a) € X. Par la Proposition (3.62), il existe ¢(x) € Fa(z)
telle que X (M) = ¢(M), c’est a dire X est £( A)-définissable. o
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5 Théorie géométrique des modéles des corps PAC bornés

Revenons a Iélimination des imaginaires dans les corps PPAC,. On commence par les en-
sembles finis :

Proposition 5.49 : Soit K un corps. Tout ensemble fini C' ¢ K* admet un parametre canonigue.

Démonstration. Quitte  passer 3 une extension élémentaire, on peut supposer K Rg-saturé et
homogene. On note {c1,...,¢,} = C, Q; = X = ¥, ¢; ;jYj et P := []; Q;. On remarque que
les Q; sont irréductibles. Soit a le uple des coefficients de P. Pour tout o € Aut(K), o (C) = C
si et seulement si o permute les @, si et seulement si o(P) = P, si et seulementsi o(a) = a. 1l
sensuit que a € "C" n K et C' est a-définissable. i

Proposition 5.50 : Soit K un corps parfait et X + @& un ensemble K-définissable. On note k =
acl®("X ")nK. Il alors existe une k-variété V géométriquement intégre telle que X soit consistant
avec le type des K-generiques de V.

Démonstration. Soit W la K -cloture de Zariski de X Par la Proposition (4.11), il existe V; ¢ W
des K-fermés de Zariski géométriquement integres tels que X < W (K) = U; V;(K). Il s'en suit
que W = U; V; et on peut donc supposer que les V; sont exactement les composantes géomé-
triquement integres de W. Soit V' := V{. Pour tout U ¢ V, K-fermé de Zariski, si V(K)n X c
U(K), alors X € U U U, Vi ¢ W, une contradiction. Par compacité, X est donc consistant
avec le K-générique de V.

Soit kg le corps de définition de W. Comme W est K-définissable, on a kg € K. De plus,
pour tout o € Aut(K/" X"), X < o(W)nW etdonc o(W) = W. Il sen suit que ol = id.
Onadonc ky € "X " par le Lemme (5.47). Comme V' est k{j-définissable et K-définissable, elle
est définie sur kj n K c acl®("X ") n K = k. i

Théoréme 5.51 (Poizat, 1983) : La théorie ACF élimine (uniformément) les imaginaires.

Démonstration. Par les Propositions (5.44) et (5.49), il suffit de monter I'élimination faible. Soit
K £ ACF Rg-saturé et fortement Rp-homogene — en particulier, K¢ est aussi Rg-saturé et
fortement Ro-homogene. Soit e € K et k := acl®l(e) n K. Soit aussi @ € K un uple et f
@-définissable telle que e = f(a). Par la Proposition (5.50), il existe une k-variété géométri-
quement intégre définie sur k dont le type K-générique p est consistant avec f~'(e). Comme
p est un K-type complet, p(z) = f(z) = e. Pout tout o € Aut(K/k), o(p) = p et donc
p(z) = o(e) = f(x) = e. On adonc, par le Lemme (5.48), que e € dcl®d(k). Ce qui conclut la
preuve. i

Lemme 5.52 : Soit K un corps parfait A ¢ K contenant acl®d(A) n K, m un type partiel sur A
etk = An K. Il alors existe une k-varicté V- géométriquement integre telle que  soit consistant
avec le type des K -générigues de V.

Démonstration. On suppose 7 clos par conjonction. Pour tout X € 7, on note Vx la varié-
té obtenue dans la Proposition (5.50). On remarque que "X ¢ dcl®d(A) et donc Vy est k-
définissable. Comme il n’existe pas de chaine strictement décroissante de variétés, il existe Vyx
minimal pour I'inclusion. Comme 7 est clos par conjonction, ce minimum est en fait un plus
petit élément, noté V' = V.

Il reste 3 démontrer que 7 est consistant avec le K-générique de V. Soit Y e m. Ona Vxny =
Vx =V et par définition X nY’, et donc X, est consistant avec le K -générique de V. |
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Théoreme 5.53 (Hrushovski, 1991) : La théorie PPAC, dlimine (uniformément) les imagi-
natres.

Démonstration. Par les Propositions (5.44) et (5.49), il suffit de monter I'¢limination faible. Soit
e € K, k = acl®d(e) n K. On veut montrer que e € dcl®d(k). Soit f @-définissable et a € K
tel que e = f(a) et X = f~!(e). Par la Proposition (5.50), il existe ¢ J,Zlg atel que c € X,
cest-a-dire f(c) = e = f(a). Soit maintenant b =, a. Par le Lemme (5.52), on trouve b’ tel
que b’ =,gea(e) bet b’ J,Zlg a. Comme V' =, a, il existe d tel que db’ =, ca. En particulier,
d L3V, = det f(d) = f('). Par le théoréme d’indépendance, on peut supposer ¢ = d et
donce = f(a) = f(c) = f(d) = f(b'). Comme b =,qea(e) ', il sen suit que f(b) = e. Par
compacité, il existe X € tp(a/k) tel que f(X) = {e} et donc e € dcl®(k). i
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