Solution du partiel

Théorie des modeles des corps valués

11-18 février 2022

Vous pouvez toujours admettre le résultat d’une question précédente.

Probleme 1. On travaille dans le language £ 1 avec trois sortes K, k et I'. Soit M £ ACVF et
A = acl(A) ¢ M. On définit un A-boule comme soit une boule (ouverte ou fermée) de rayon
v € T'(A) et de centre a € K(A) ou une boule de la forme a + dres™(«) avec a,d € K(A) et
a € k(A) — on rappelle que les points sont des boules fermées de rayon oo.

1.

2.

bl

Soit b et b’ des boules (de M) telles que b c b’ (strict!) et b soit de la forme a + dres™ ()
avec a,d € K(A) et e k(A). Montrer que a € b'.

Soit B un filtre non principal engendré par des A-boules tel que BnK(A) = @. Montrer
que B est engendré par des A-boules avec un centre dans K(A).

Soit ¢ € K(M) et B le filtre engendré par les A-boules qui contiennent c. Montrer que

Nwja - tp(c/A).

Montrer qu’une boule (de M) est A-définissable si et seulement si c’est une A-boule.
Soit v € T'(M) un uple. Montrer que toute boule Ay-définissable contient une boule
A-définissable.

Solution.

1.

2.

Soit € b. On remarque tout dabord que b = b, (4) () et donc b’ 2 by gy (2). De plus,
z—aedres!(a) € dOetdoncv(z —a) > 7. llsen suit que a € bsy(ay(z) €.

Soit b € B une A-boule. Comme B est non principal, il existe une A-boule b" 5 b. Si b’ a
un centre dans K(A), c’est aussi un centre de b. Sinon, b’ est de la forme a + dres™ («)
avec a € bn K(A) par la question précédente.

Supposons tout d’abord que B est engendré par une A-boule b sans centre dans K(A).
En particulier, b = a + dres™! () avec a,d € K(A) et @ € k(A) et soit ¢ Nosj4- On a
alorsk((c—a)/d) = a. Soit P e K(A)v[z] le polynd6me minimal de cv. Si P # 0, alors il
admet une racine e € K(A)* = K(A) de résidu o. On a donc ed + a € b ce qui contredit
notre hypothese. Il s’en suit donc que P = 0 et tous les relevements de o ont le méme
type sur A. En particulier, (¢ —a)/d =4 (¢ —a)/detdoncc=4 .

Supposons maintenant que B est engendré par une A-boule fermée b avec un centre a €
K(A) etderayon v(d) pourund € K(A). Sid =0, le type 1534 2 une unique réalisation
et la question est prouvée. Sinon, pour tout ¢’ g4, (¢’ —a)/d € O. Sia = res(c’ -



a)/d) € k(A)* = k(A), alors ¢’ € a + dres™ (a) o b, ce qui est absurde. Il sensuit que
res((¢'—a)/d) est transcendant sur k(A). Tous les éléments de O de résidu transcendant
sur k(A) ont le méme type sur A etdonc (c—a)/d =4 (¢ —a)/d,i.e. c=4 .

Suppose alors que B que BNK (A) = @ et donc que B est non principal. Par la question
2, B est engendré par des boules de K(A). De plus, le polyndme minimal P € K(A)[x]
qui admet une racine dans M (et donc dans K(A)* = K(A)) est donc 0. Il sensuit donc
que tous les ¢’ € B ont le méme type sur A.

Enfin, on peut supposer qu’il existe a € B N K(A) # @ et que B n’est pas engendré par
une boule fermée de rayon dans K(A). Pour tout ¢’  ng4, si v(c' —a) € Q- vK(A) =
vK(A), alors ¢’ € byy(or—q)(a) et donc ¢’ € b,y (_q)(a), ce qui est absurde. On a donc
v(cd'-a) ¢ Q- vK(A). Comme v(c' - a) > 7 si et seulementssi ¢ € by, (a), le type de
v(c'—a) surT'(A) nedépend pasde ¢’ etdoncc—a=4 ' —a,ie. c=4 .

4. Par 3 et compacité, tout ensemble A-définissable (en particulier une boule b) est une
combinaison booléenne de A-boules. En particulier, c’est une union disjointe non triv-
ialement imbriquée de fromage suisses dont les boules extérieures et les trous sont des
A-boules. Par unicité de cette décomposition, la boule b est une A-boule.

5. Soit b une boule A~-définissable. Par la question 4, c’est une acl(A~)-boule. C’est donc
soit une boule de centre a € K(A) — qui est donc bien une A-boule contenue dans b
— soit une boule de la forme a + dres™! () avec a,d € K(acl(Ay)) = K(A) et o €
k(acl(Av)) = k(A) — qui est donc une A-boule. L

Probleme 2. Soit M = ACVF et A < C' < K(M) des sous corps avec A sphériquement com-
plet. Soit V' < C' un sous-A-espace vectoriel de dimension n < co. Une bonne base de V' est une
base (b;)i<n telle que, pour tout a; € A, v(Y; a;b;) = min; v(a;b;).
On suppose pour les questions 1 et 2 que V' admet une bonne base (b;)i<p.
1. Montrer que V' est sphériquement complet: tout filtre B engendré par des boules de
centre dans V' et de rayon dans vV admet un point dadhérence dans V.
2. Soit z € C, montrer que {v(z - e) : e € V'} admet un maximum.
3. Montrer que V admet une bonne base.
Soit £ < M qui contient aussi A et telle que vC' nvE = vA et que toute famille Av-libre de Cv
l'est encore sur Ev.
4. Montrer que tout bonne base de V' est une bonne base du E-espace vectoriel - V.
S. Monter que si f : C' - M induit I'identité sur A u Cv U vC, alors f s¥étend en un
morphisme E-C' — M qui fixe E.
6. Montrer que tp(E/AuCvuvC) +tp(E/C).

Solution.

1. Soit B une boule ouverte de V' de centre d = }; a;b; et de rayon . Pour tout z = 3, y;b; €
V,onad+ x € B sietseulement si v(x) > 7 si et seulement si, pour tout 7, v(b;) +
v(z;) > 7, si et seulement si, pour tout 6 € vA tel que § > v - v(b;), v(x;) > 6. Soit
i+ Y ;b = x;. Il suit de la discussion qui précede que, pour tout filtre pseudo Cauchy
B sur V, B; := (m;).B est est un filtre pseudo Cauchy sur A et que x = Y, z3b; € B
si et seulement si, pour tout i, T; € E Pour tout 4, on trouve ¢; € E N A. On a alors
Zi l‘J)Z € % nv.



2. Soit B le filtre engendré par les boules de V' qui contiennent c. Par la question 1, il exists
eeBnV.Pourtoute € V,siv(c—e') >v(c—e),onav(c-e) = v(e-e')etdonc
€ € byy(e—ery(€") € B. Mais cette boule ne contient pas e, ce qui contredit que e € B. On
adonc que v(c—e€’) < v(c- e) qui est donc maximal.

3. Onprocede parinduction sur n. Soit W < V de dimension n—1. Parinduction, W admet
une bonne base (b;)i<n-1. Soit c € C'\ W et, par la question 2, e € W tel que v(c - e) soit
maximal. On peut supposer que e = 0. Pour toutw € Weta € A*,siv(ae) = v(w),ona
alors v(a) +v(e) = min{v(ae),v(w)} < v(ae +w) = v(a) + v(e+a ' w) <v(a) +v(e)
etdonc v(ae + w) = min{v(ae), v(w)}. Siv(ae) # v(w), cette égalité est aussi vraie. Il
sensuit qu'en posant b,_1 = e, (b;)i<n est une bonne base de V.

4. Soient (b;); une bonne base de V' et e; € E non tous nuls. Soit I I'ensemble des indices
tels que v(e;b;) est minimal. Si I est un singleton, alors v(3; e;b;) = min; v(e;b;). Sup-
posons donc que I n’est pas un singleton et soient i # j € I. On a alors v(e;b;) = v(e;b;)
etdonc v(e;) —v(e;) = v(bj) —v(b;) e vEnvC = vA. Soita; € A tel que v(a;) est
cette valeur commune. Siv(Y s ebj) > v(esb;),ona0 = res(ZZ-(ejeglajfl)(bjbgla)) =
> res(ejez-_lajfl)res(bjbl-_laj). Comme les res(ejei_la]_-l) sont non nuls, il sensuit que
les res(b;b;'a;) ne sont pas libres sur Av. Cependant, comme (b;); est une bonne base,
pour tous ¢; € O*(A), v(Xjer ¢;jbjb; a;) = min; V(Cja;ij) = Oetdonclesres(b;b;la;)
sont libres sur Av. C’est donc absurde et v(Y; €;b;) = v(Xjer €ibi) = min; v(e;b;).

5. Laseule option estde définir g (X; eici) = X5 €if(¢;), pourtoute; € Eetc; € C. Ilnous
faut donc vérifier que g est bien défini et que c’est un morphisme de corps valué. Notons
tout d’abord que f est'identité sur AuCvuvC etdonc D := f(C') est une extension de
Atelle que vD nvE = vA et que toute famille Av-libre de Dv I'est encore sur E'v. Soit b;
une bonne base du A-espace vectoriel engendré parles ¢;. Onaalors ¢; = ; a;;b; et donc
V(Zl eicl-) = V(Zij eiaijbj) = Hlil’lj V(ZZ eiaij) + V(bj) = Hlil’lj V(Zl eiaij) + V(f(bj)) =
v(X;eif(c)) =v(g(X;eic;)). Comme Yy, e;c; = Osietseulementsiv(Y; e; f(c;)) = oo,
cela conclut la preuve.

6. Soit E' =aucvuve E. 1l existe donc €7 < M tel que E'C’ =5ucvuve EC. Comme
C" =aucvuve C, parla question 5, E'C" = 4ucvuve E'C etdonc EC = E'C. O



