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Vous pouvez toujours admettre le résultat d’une question précédente.

Problème 1. On travaille dans le language Lk,Γ avec trois sortesK, k et Γ. SoitM ⊧ ACVF et
A = acl(A) ⊆M . On définit un A-boule comme soit une boule (ouverte ou fermée) de rayon
γ ∈ Γ(A) et de centre a ∈ K(A) ou une boule de la forme a + dres−1(α) avec a, d ∈ K(A) et
α ∈ k(A)—on rappelle que les points sont des boules fermées de rayon∞.

1. Soit b et b′ des boules (deM ) telles que b ⊂ b′ (strict!) et b soit de la forme a + dres−1(α)
avec a, d ∈K(A) et α ∈ k(A). Montrer que a ∈ b′.

2. SoitB un filtre non principal engendré par desA-boules tel queB∩K(A) = ∅. Montrer
queB est engendré par desA-boules avec un centre dansK(A).

3. Soit c ∈K(M) etB le filtre engendré par lesA-boules qui contiennent c. Montrer que

ηB∣A ⊢ tp(c/A).

4. Montrer qu’une boule (deM ) estA-définissable si et seulement si c’est uneA-boule.
5. Soit γ ∈ Γ(M) un uple. Montrer que toute boule Aγ-définissable contient une boule

A-définissable.

Problème 2. SoitM ⊧ ACVF et A ⩽ C ⩽ K(M) des sous corps avec A sphériquement com-
plet. Soit V ⩽ C un sous-A-espace vectoriel de dimension n <∞. Une bonne base de V est une
base (bi)i<n telle que, pour tout ai ∈ A, v(∑i aibi) =mini v(aibi).

On suppose pour les questions 1 et 2 que V admet une bonne base (bi)i<n.
1. Montrer que V est sphériquement complet: tout filtre B engendré par des boules de

centre dans V et de rayon dans vV admet un point d’adhérence dans V .
2. Soit x ∈ C, montrer que {v(x − e) ∶ e ∈ V } admet un maximum.
3. Montrer que V admet une bonne base.

SoitE ⩽M qui contient aussiA et telle que vC ∩vE = vA et que toute familleAv-libre deCv
l’est encore surEv.

4. Montrer que tout bonne base de V est une bonne base duE-espace vectorielE ⋅ V .
5. Monter que si f ∶ C → M induit l’identité sur A ∪ Cv ∪ vC, alors f s’étend en un

morphismeE ⋅C →M qui fixeE.
6. Montrer que tp(E/A ∪Cv ∪ vC) ⊢ tp(E/C).

1


