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Exercice 1 Le pendule.
On considere 1’équation différentielle suivante

(Eg) 64 sinf =0

1. Montrer que 6 est solution de 'équation (Ep) si et seulement si le couple (6, 6) est solution
de I’équation

(E') & =y

= —sinx

2. Montrer que les solutions de (Ey) sont définies pour tout temps.
3. Montrer que la fonction V' = —cos 6 + %(0)2 est constante le long des trajectoires.

4. En déduire un portrait de phase de ’équation (Ej).

On s’intéresse maintenant a I’équation du pendule avec frottement :

(By) 0+~ +sinf =0, v>0

On rappelle qu'une fonction de Lyapunov d’un flot est une fonction décroissante le long des
orbites du flot.

5. Montrer que la fonction ”d’énergie” F(z,y) = — cos(:zc)—i—%y2 est une fonction de Lyapunov
pour le flot de 'équation différentielle (E]) en dimension 2 associée.

6. Décrire les points asymptotiquement stables du systeme (E7).

7. Montrer que toute trajectoire converge vers un point asymptotiquement stable.

Exercice 2 Le solénoide.
Soit M un espace topologique compact et ¢ : M — M une transformation continue de M.

On suppose qu’il existe un ouvert U C M tel que o(U) C U.

1. Montrer que K = Muen¢@"(U) = Muen @™ (U) est un compact invariant pour ¢ (i.e.
p(K) = K).

2. Montrer que K est asymptotiquement stable.



On note désormais 7' = S' x D? ot S! est le cercle [0, 1] /g1 et D? est le disque unité fermé de
R2. On définit aussi pour une constante 0 < \ < % I’application F': T'— T par

1 1
F(p,z,y) = (29, A\ + 5 cos 2w, Ay + 5 sin 2mp)

3. Montrer que F(T') C int(T).
4. Soit S = Mpen F™(T). Montrer que la restriction de F' & S est bijective.

On note E l'ensemble des suites ¢ = (¢o, d1,..., Pn,...) de (SHN telles que Vi € N, ¢; =
2¢;,1 muni de la trace de la topologie produit de (SY)N. Soit s € S, on définit h(s)

(Po, D15 -y Pns - - .) telle que F7™(s) = (dn, Ty Yn)-
5. Montrer que h : S — E est un homéomorphisme.

6. Trouver tous les points fixes et les points périodiques de F' d’ordre 2.

Exercice 3 Trajectoires périodiques d’un flot préservant une énergie.

Soit X un champ de vecteur lisse de R™ telle que F : R — R soit une fonction lisse invariante
par le flot de X. On suppose que z¢ € R™ est un point périodique de plus petite période tq > tel
que E(xg) =0, dE(xo) # 0 et la différentielle de 'application de premier retour en x, restreinte
a E~1({0}) est non-dégénérée au sens ou 1 n’en est pas valeur propre.

Montrer qu'il existe un plongement du cylindre | — 1,1[x S dans R” tel que

— T'image de {0} x S est l'orbite périodique de X & laquelle zy appartient ;

— pour tout a €] — 1,1[, {a} x S! est une orbite périodique du champ de vecteur X.



