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La géométrie hyperbolique joue un role plus qu’important dans le développement de la
géométrie moderne. Elle est apparue historiquement comme une géométrie alternative a la
géométrie euclidienne en dimension 2. Les mathématiciens, cherchant a prouver ou a infirmer
I'indépendance du cinquieme postulat d’Euclide par rapport aux quatre premiers, ont découvert
les géométries sphérique et hyperbolique. Formellement, une géométrie est la donnée d’une
variété riemannienne simplement connexe, complete homogene et isotrope.

Theoréme 0.1. — Il n’existe que trois géométries en dimension 2 : les géométries sphérique,
euclidienne et hyperbolique.

Un lien tres fort existe entre la topologie et la géométrie pour les surfaces : toute surface
compacte et orientable peut étre munie d’une structure sphérique, euclidienne ou hyperbolique.
En un certain sens, le cas hyperbolique est le cas général car seuls la sphere (qui peut étre munie
d’une structure sphérique) et le tore (qui peut étre muni d’une structure plate) ne portent pas
de structure hyperbolique. La géométrie hyperbolique est donc le modele central dans 1’étude
de la géométrie des surfaces (voir [4]).

L’espace hyperbolique de dimension n noté H", qui généralise le plan hyperbolique a toute
les dimensions, peut étre vu d’un certain nombre de fagons, chacune mettant ’accent sur un
des liens que peut avoir la géométrie hyperbolique avec un autre domaine, comme la géométrie
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riemannienne, la géométrie projective, la topologie algébrique et la classification des variétés, la
géométrie conforme de la sphere S™, etc.

Une variété hyperbolique(ou qui porte une structure hyperbolique) est une variété qui est le
quotient de H™ par sous-groupe discret et sans torsion de Iso(H"), ou de maniére équivalente,
est une variété a courbure sectionnelle constante —1. On a remarqué que beaucoup de propriétés
topologiques et géométriques des variétés hyperboliques pouvaient étre étendues au cas ou la
courbure sectionnelle est seulement négative. Par exemple, toute variété a courbure négative est
revétue par R"”, les triangles y sont fin, il n’y qu’une géodésique par classe d’homotopie libre,
etc.

Question. — Existe-t-il des variétés compactes orientables admettant des métriques a courbure
sectionnelle strictement négative, qui ne portent pas de structure hyperbolique ?

La question n’est pas trés dure a résoudre en dimension 2. Admettons qu’'une surface compacte
orientable S, porte une métrique a courbure sectionnelle partout strictement négative. A un
facteur multiplicatif (positif) pres la courbure sectionnelle est égale & la courbure de Gauss
de la surface. La formule de Gauss-Bonnet nous dit donc que nécessairement g > 2. Mais
réciproquement, toute surface de genre supérieur a 2 porte une métrique hyperbolique. Il n’est
pas tres dur de construire explicitement un domaine fondamental d’un telle structure dans H?
(voir [4]). On sait méme que 'espace de module de ces structures peut étre paramétré par 6g — 6
parametres réels. On a donc en plus beaucoup de telles structures.

La situation est plus complexe en dimension 3. On ne peut pas, comme on |’a fait en dimension
2, donner une liste explicite des variétés susceptibles de porter une métrique a courbure négative,
et puis construire pour chacune une structure hyperbolique ”a la main”. Cela serait d’autant
plus dur que le théoreme de Mostow nous assure que si une structure hyperbolique existe, elle est
unique. On va voir qu’il se passe quand méme la méme chose qu’en dimension 2, mais que cette
fois une preuve est tres chere, car elle moyenne la conjecture de géométrisation de Thurston.

Les dimensions supérieures a 4 ne possedent pas la méme rigidité que les dimensions 2 et 3.
Historiquement les premiers contre-exemples proviennent de sous-variétés de ’espace hyperbo-
lique complexe(voir []).

Gromov et Thurston ont mis en évidence dans [8] de remarquables exemples de variétés com-
pactes, orientables portant des métriques a courbure sectionnelle strictement négative et qui
ne portent pas de structures hyperboliques. La méthode consiste & construire des revétements
ramifiés de variétés hyperboliques d’ordre fini le long de sous-variétés de codimension 2 to-
talement géodésiques et d’appliquer I'heuristique qu’un revétement ramifié est toujours ”plus
négativement courbé” que la variété de base. La difficulté est ensuite de montrer que les variétés
ainsi construites n’ont pas de métrique a courbure constante, ce qui peut-étre fait en utilisant
le théoreme de rigidité de Mostow.

Je tiens a remercier particulierement Jean-Marc Schlenker pour 'aide qu’il m’a apporté pour
mener a bien les calculs de géométrie riemannienne et Pierre Pansu de m’avoir suggéré 1'uti-
lisation du théoreme de Eels-Sampson pour me débloquer dans la construction des premiers
contre-exemples. Surtout, je remercie Bertand Deroin de m’avoir proposé ce trés beau sujet de
recherche et d’avoir été d’une grande disponibilité pendant les quelques mois ou il a encadré
mon stage.
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1. Courbure négative et géométrie hyperbolique

1.1. Géométrie riemannienne, courbure, et courbure négative. — La courbure en
géométrie riemannienne est une notion qui apparait sous des formes tres variées. En effet c’est
une quantité que 'on considere tres naturellement lorsqu’on étudie les courbes planes. On peut
prouver que toute courbe plane de classe C? est, en chaque point, localement approximée a
Iordre 2 par un cercle. On définit la courbure en un point comme l’'inverse du rayon de ce cercle
de telle sorte que la courbure soit grande quand la courbe ”tourne” vite. La fonction de courbure
encode alors une information tres intuitive, qui n’est d’ailleurs pas un invariant riemannien de
la courbe (car les variétés riemannienne de dimension 1 sont toutes localement isométriques).

Intéressons nous maintenant & (S, h) une surface riemannienne, qu’on imagine plongée isomé-
triquement dans R3. En chaque point il est possible de définir une application de courbure qui
ne dépend pas de la maniere dont .S est plongée, bien que la définition soit & priori extrinseque :
soit & € S fixons une direction dans 7,5 C R?, et considérons la famille des plans orthogonaux &
T, S passant par x. Cette famille peut étre indexée par I'angle 6 que fait le plan avec la direction
fixée & la base dans T,S. Notons alors Py cette famille de plans. L’intersection de Py avec S
est, d’apres le théoréme du rang, une courbe de classe C*° au voisinage du point z. On peut
alors associer a ’angle 6 la valeur de la courbure de cette courbe x(6). On a alors, en choisissant
judicieusement la direction initiale = 0, le joli théoréme suivant :

Theoréme 1.1 (Euler). — Soit k™ et k= le mazimum et le minimum de la fonction k. Alors
k(0) = kT cos(0)? + k™ sin(9)?

Le résultat encore plus remarquable, dii & Gauss ( voir [7] ), est que le produit KTk~ est un
invariant géométrique de la surface (ne dépend pas de la maniére dont elle est plongée). C’est
la courbure de Gauss, qui coincide & un facteur % pres avec la courbure sectionnelle du plan
tangent de S.

Definition 1.2. — Une variété riemannienne est la donnée d’une variété différentiable M de
classe C*° et d’un tenseur métrique g qui a chaque point x de M associe un produit scalaire de
T, M. On demande de plus que g soit une fonction C*°. g est appelé métrique riemannienne.

Il existe pour toute métrique g une unique connexion V sans torsion et compatible avec la
métrique g au sens ou pour tous champs de vecteurs X,Y et Z définis au voisinage d’un point,

Z-9(X,Y) =g(VzX,Y)+9(X,Vz,Y)

Pour une fonction réguliere donnée f : M — R, Axy)f = VxVy[f — VyVx[f. Cest un
énoncé équivalent au lemme de Schwarz dans le cas ou la variété est R™ euclidien. On peut se
demander si une telle égalité est vraie pour les champs de vecteurs puisque elle est vraie dans le
cas de R™. Ce n’est pas le cas : la quantité R(X,Y,Z) =VxVyZ —-VyVxZ — Vix,y]Z mesure
ce défaut de commutativité et est en plus un invariant géométrique de la variété. On préférera
d’ailleurs travailler avec R(X,Y, Z,T) = g(R(X,Y, Z),T).

Ce tenseur de courbure R (aussi appelé tenseur de Riemann) est un tenseur de type (4,0) qui
possede un certain nombre de symétries et d’antisymétries), et la courbure sectionnelle K (P)
d’un 2-plan P C T, M est le réel R(u,v,u,v), pour toute base orthonormée (u,v) de P. On
pourra consulter [6] pour plus de précision sur le tenseur de courbure.

Definition 1.3. — On dit qu’une variété riemannienne (M, g) est
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— a courbure sectionnelle négative si pour tout 2-plan P de TM, K(P) < 0.

- a courbure sectionnelle strictement négative si pour tout 2-plan P de TM, K(P) <
0.

— hyperbolique si pour tout 2-plan P de TM, K(P) = —1.

Quelques remarques sur ces définitions : tout d’abord, le fait d’étre a4 courbure (strictement)
négative ou hyperbolique est une propriété géométrique, qui ne dépend que de la métrique
riemannienne sur la variété, méme si nous verrons plus tard que n’importe quelle variété ne peut
pas étre munie d’une métrique riemannienne a courbure négative et qu’il existe des obstructions
topologiques & I'existence d’une telle métrique. Dans le cas d’une surface plongée dans R3, étre &
courbure strictement négative en un point signifie avoir localement une forme de selle de cheval.
Il s’ensuit qu'une surface compacte de R? ne peut étre a courbure sectionnelle négative, ce qui
peut se voir en considérant un point de norme maximale par exemple. Par contre une image
locale d’une surface a courbure négative, et méme hyperbolique est donnée par la pseudo-sphere.
Nous n’avons pas encore justifié la terminologie hyperbolique, cela viendra dans les paragraphes
suivants.

Une premiére obstruction topologique a 'existence d’une métrique a courbure négative sur
une variété M est donnée par le théoreme suivant :

Theoréme 1.4 (Cartan-Hadamard). — Soit (M, g) une variété riemannienne compléte a
courbure sectionnelle négative. Alors pour tout x € M

expy : R*" — M

est un revétement. En particulier, comme R" est simplement connexe, c’est le revétement uni-
versel de M.

Ainsi une variété qui porte une métrique riemannienne a courbure négative est revétue par
R™. Cela implique en particulier qu’'une somme connexe de variétés non triviales ne peut étre
hyperbolique en dimension supérieure ou égale a 3.

1.2. Géométrie hyperbolique. —

Definition 1.5. — L’espace hyperbolique H™ est l'unique variété de dimension n simplement
connexe a courbure sectionnelle —1.

L’existence d’une telle variété va étre établie dans le paragraphe suivant, mais I'unicité découle
du théoreme de Cartan-Hadamard. En particulier, H" est homéomorphe a une boule ouverte.

Il existe plusieurs manieres de définir H™. On présentera ici celle qui justifie la terminologie
hyperbolique. Considérons R"*! muni de la forme quadratique lorentzienne canonique q(x) =
Siena? — 22, . L'ensemble H = {z | ¢(z) = —1} est un hyperboloide & deux nappes de
R"™*1 La forme quadratique ¢ se restreint & TH en une métrique riemannienne.

Proposition 1.6. — H est a courbure sectionnelle constante —1.

Comme H a deux composantes connexes qui sont isométriques et simplement connexes, on
définit H™ comme étant une de ces deux composantes connexes. Le fait important est que H" est
le modele de toute les variétés a courbure sectionnelle —1 car le fait d’étre a courbure sectionnelle
constante caractérise complétement la métrique :
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Proposition 1.7. — Soit (M, g) une variété riemannienne a courbure sectionnelle constante
—1. Soit p : R® — M son revétement universel. Alors (R™,p*g) est isométrique a l’espace
hyperbolique H™. En particulier il existe I' C Iso(H™) un sous groupe isomorphe a w1 (M) agissant
proprement et librement tel que M = H" /T

Cette proposition est assez facile & démontrer (on en trouvera une preuve dans [6] par
exemple), mais est assez importante. Elle nous dit que les variétés hyperboliques(définies par
une condition analytique sur la métrique) peuvent étre pensées algébriquement comme des sous-
groupes discrets sans torsion de Iso(H") ~ SO(n, 1).

2. Les dimensions 2 et 3

On s’intéresse d’abord a la dimension 2. Quelles sont les surfaces compactes orientables qui
portent une structure hyperbolique ? Quelles sont celles qui portent une métrique a courbure
négative 7 Rappelons le tres classique résultat de théorie des surfaces :

Theoreme 2.1. — Soit S une surface compacte. Elle est alors homéomorphe au tore a g trous,
ot g est le genre de S

Nous allons rapidement voir que pour les surfaces, il n’y a pas de différence entre porter une
métrique a courbure négative et porter une structure hyperbolique. Ce qui rend la preuve assez
simple est le fait qu’on puisse vérifier le résultat surface par surface.

Proposition 2.2. — Soit S une surface compacte de genre g. Si h est une métrique a courbure
sectionnelle strictement négative partout alors g > 2

Rappelons la formule de Gauss-Bonnet : si S est une surface compacte orientable de genre g,
et h une métrique riemannienne de classe C* quelconque, alors

/SKgduh =4r(l—g)

ol duy, représente la forme volume associée a la métrique h. En particulier si on suppose que
K, < 0 alors g > 1 nécessairement.

Passons a la dimension 3. On cite un tres joli théoréeme, qui est un corollaire de la conjecture
de géométrisation :

Theoréme 2.3. — Soit M une variété compacte orientable irréductible dont le groupe fonda-
mental est infini et ne contient pas de copie de 7Z>. Alors M porte une structure hyperbolique.

Cela ne résoud pas completement le probleme de I'existence de variétés hyperboliques en di-
mension 3, mais cela ramene la question a un probleme de topologie relativement simple. Il existe
aussi des construction explicites via recollement de polyhedres hyperboliques. Ces constructions
ont été données par Poincaré, et on pourra les retrouver en détail dans [16].

Prenons maintenant une variété hyperbolique complete avec un nombre fini de cusps. Un
cusp d’une variété hyperbolique compléte de dimension 3 est toujours de la forme R x T72. Un
remplissage de Dehn est ’opération qui consiste a coller un tore solide le long de chacun des cusps
via un difféomorphisme f de T2. Deux telles opérations produisent des variétés difféomorphes si
les difféomorphismes du tore choisis induisent le méme isomorphisme sur le groupe fondamental
du tore. On identifie alors deux telles opérations.
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Theoréme 2.4 (Thurston). — Soit M une variété hyperbolique compléte de volume fini avec
un nombre fini du cusps. A Uexception d’un mombre fini de cas, les variétés obtenues par rem-
plissage de Dehn portent une métrique hyperbolique. De plus, le volume de ces variétés tendent
vers le volume de M.

Ces théoremes sont des théoremes tres difficiles, mais ils produisent une quantité abondante
de variétés hyperboliques compactes.

Par contre, prenons une variété V' a courbure sectionnelle strictement négative. D’apres un
théoreme de Milnor, cette variété se décompose de maniere unique en somme connexe de variétés
premieres. Mais comme V est revétue par R3, toute spheére plongée borde une boule et la
décomposition de V' ne comporte qu'un facteur. Ce facteur ne contient pas de tore immergé
(par argument de théorie géométrique des groupes, le groupe fondamental d’une variété a cour-
bure strictement négative ne contient pas de Z?). Elle porte donc une des huit géométries de
Thurston. Elle ne peut pas étre sphérique car elle est revétue par R™. Donc son groupe fonda-
mental est infini. Le théoréeme précédent implique qu’elle est hyperbolique.

3. Le théoréme de rigidité de Mostow

Les structures hyperboliques présentent une forme de rigidité tres forte a partir de la di-
mension 3. Le théoréme suivant, prouvé par Mostow dans le cas des variétés compactes (voir
[14]) affirme que deux variétés hyperboliques compactes ayant le méme groupe fondamental
sont nécessairement isométriques. Les hypotheses du théoreme peuvent étre allégées, il suffit de
supposer les variétés completes et de volume fini.

Theoréme 3.1 (Théoréme de rigidité de Mostow). — — Soit My et My deuz variétés
hyperboliques compactes orientables de dimension n > 3 et f : My — My une équivalence
d’homotopie. Alors f est isotope a une isométrie.

— Soit My et My deux variétés hyperboliques compactes et orientables de dimension n > 3
et ¢ : (M) — w1 (M) un isomorphisme de groupe. Alors il existe une isométrie f :
My — Ms telle que le morphisme f,. induit entre les groupes fondamentaux est égal a .

— Soit I'y et I'y deux sous groupes discrets et cocompacts de SO(n, 1) isomorphes. Alors ils
sont conjugués dans SO(n,1).

On a donné ici trois énoncés équivalents du théoreme, on démontrera le premier. On peut
passer sans trop de difficultés aux autres énoncés en se rappelant qu'une variété hyperbolique
est un K (7, 1) ce qui entraine que tout isomorphisme entre groupe fondamentaux est réalisé par
une fonction continue.

Proposition 3.2. — Soit M = H"/T" une variété hyperbolique compleéte et xo € H". Alors

(1) L’ensemble D = {x € H" | d(z,x0) < d(x,v(x¢)) Vv € T est un domaine fondamental de
laction de I' sur H".

(2) vol(D) = wol(M).
(3) Si M est compacte , D est un polyhédre géodésique.

Definition 3.3. — Soit f : H* — H". On dit que f est une quasi-isométrie si il existe des
constantes ¢y et co > 0 telle que

Va,y € H" 011 ’ d(x7y> —c2 < d(f(l'),f(y)) <cre d(.’L‘,y)
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Soit f : My — M>s une fonction continue entre deux variétés hyperboliques. Alors il existe
une fonction f qui "releve” f au sens ou le diagramme suivant commute :

f

H* — H"

.

M,y — M,
Lemme 3.4. — Si f est une équivalence d’homotopie entre deuz variétés compactes alors f est
homotope a une quasi-isométrie.
Démonstration. — D’apres un résultat classique, f est homotope & une application de classe C'.

Quitte & faire un abus de notation on supposera donc f de classe C'. En appelant g : My —
M; la fonction qui réalise 'équivalence d’homotopie avec f, et en s’appuyant sur la remarque
précédente on peut aussi supposer que g est de classe C'. Maintenant soit f et § deux applications
relevant f et g.

Comme M et My sont compactes, ||D f||nyp €t [|Dg||nyp sont uniformément bornées par une
constante ¢; ce qui vaut aussi pour || D f]| hyp €t || Dg||hyp- Comme H" est une variété riemannienne
complete on a donc

Va1, 29 € H" d(f(a:l,xg)) <cp- d(l’l,xz)
et

Vay,xg € H" d(g(w1,72)) < c1 - d(w1, 72)
Pour la seconde inégalité :
f et g vérifient

Vyem(My) foy=f*(v)of

Vyem(Mz) goy=g'(v)of
Cela implique que en particulier que g o f commute a tout élément de I' = 71 (M7). En effet

gofoy=gofr(moef=9"(f" (") ogof=vogof
car par définition g* o f* = Id
Soit maintenant D un domaine fondamental pour I'action de I' donné par la proposition
précédente. Comme M; est compacte, D est compact et donc ||g o f — Id||pyp est bornée sur
D par une constante b, mais comme § o f commute & tout élément de I et que (D) = H" ,
|G o f — Id||nyp est bornée par b sur tout H”. Maintenant soit 1 et o € H™ :

d(z1,22) < d(,z1,§0 f(21)) +d(Go f(z1),G0 fla2)) +d(Go fla2),22)

il vient

d(go f(x1),d0 f(xa)) > d(x1,22) — 2b
puis
1 1 2b

d(f(w1), f(z2) 2 —-d(go f(z1), G0 fla2)) > @) =
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O]

3.1. Extension des quasi-isométries au bord de H". — On prouve dans cette section que
toute quasi-isométrie de H" s’étend de maniere unique en une fonction continue de H? dans H™
telle que sa restriction au bord induise une bijection sur ce méme bord. De maniere générale, ce
lemme est vrai pour les variétés compacte a courbure sectionnelle strictement négative, et méme
pour une classe plus générale d’espaces métriques(les espaces d-hyperboliques). On trouvera une
preuve de cette généralisation dans [3].

Lemme 3.5. — Soit v une géodésique de H™. Tout chemin a distance s de v est de longueur
au, moins cosh s fois plus grande que la longueur de sa projection sur .

Démonstration. — 1l suffit de paramétrer une géodésique dans le modele de la quadrique. On
constate alors que la différentielle de la projection, a distance s, augmente les distances de cosh s.

O
Lemme 3.6. — Il existe t > 0 tel que si a est une géodésique de H™ alors il existe une unique

géodésique A(p) telle que P(3) C N¢(A(B)), ou Ny(A) désigne le t-voisinage d’une partie A.

Démonstration. — Soit a une géodésique de H" et notons = P(a). On choisit deux points
a = P(z) et b= P(y) sur [ et on note ~ la géodésique allant de a & b.

Nous allons montrer dans un premier temps que pour tout s > 0, les composantes connexes
de [z,y] N P7Y(Ns(7)) ont leur diametre borné. Soit q; = P(p1) et g2 = P(p2) tels que [p1, pa]
est une composante connexe de [z, y]N P~ (Ny([a, b])). On a que d(q1,7) = d(g2,7) = 5. Comme
P est de classe C! et est une quasi-isométrie de rapport ¢; clairement L(Big1,q2) < c1d(p,p2).
Maintenant on écrit que P est une quasi-isométrie :

1

o (p1,p2) — c2 < d(q1,92) < c1 - d(p1,p2)

L(Bi1qy,951)

cosh(s) donc en

Or d(q1,q2) < L(B|jq;,40))- Mais d’apres le lemme précédent L(B|(q, 40)) < 25 +
réinjectant on obtient :

1 d(p1, p2
—d — ey < 22
c1 (Prop2) —c2 < 1 cosh(s)

+ 2sc

d(p17p2) S A

avec A > 0 pour s suffisamment grand, et A ne dépend que de s.
Maintenant soit z € [z, y]

d(P(z),7) < d(P(2), P(z)) + d(P(z),)

ainsi
d(P(z),7) <ciA+s

On pose alors t = 1A + sg + 1 pour un sy convenable. Comme P est propre, pour n’importe
quelle suite (7,,) de o qui tend vers une extrémité P(x,) tend vers l'infini. (x,,) converge dans
H". En effet si cela n’était pas le cas on aurait deux valeurs d’adhérence y' et y? telle que P(x})
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FIGURE 1. Géodésique asymptotique a I'image d’une géodésique par P

et P(z2) convergent vers z! et xo respectivement. On peut alors trouver l’? € [le,:v}{] tel que
P(2?) ¢ Ni(p) ot p désigne la géodésique joignant P(x;) et P(z}) ce qui est absurde.

A une géodésique est donc naturellement associée deux points de JH™. Ces deux points sont
nécessairement distincts, par un raisonnement analogue au précédent. La géodésique A(7y) as-
sociée a ces deux points est le bon candidat pour rester a distance bornée de ~.

On considere deux suites z} et z2 tendant vers les extrémités de v, et K un compact quel-
conque de H™. Si on note 7, la géodésique joignant P(z}) & P(z2) on va montrer que la distance
de yN K a v, N K tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Il suffit de remarquer que dans le
modele du disque de Poincaré, les géodésiques sont les arcs de cercles orthogonaux a S™~!. Ainsi
comme P(zl) et P(x2) tendent vers les extrémités de A(7), le résultat est vrai pour la distance
euclidienne. Mais sur un compact, les distances euclidiennes et hyperboliques sont équivalentes,
c’est donc aussi vrai pour la distance hyperbolique. Comme 'image de [:17,11,1:%] par P reste a
distance de t de ~,, en passant a la limite, elle reste a distance ¢ de ~.

O

On a donc défini une application A qui & chaque géodésique associe de maniére unique une
autre géodésique. Ceci nous permet en voyant par exemple la sphere & I'infini comme les classes
d’équivalence de géodésiques bornées, de définir 0P : OH" U H" — OH"™ U H"™ qui prolonge P.

Proposition 3.7. — La fonction OP est continue.
On aura besoin du lemme suivant

Lemme 3.8. — Soit v une géodésique et H un hyperplan orthogonal a v. On note w la projec-
tion sur A(y). Alors le diamétre de m(P(H)) est borné par une constante ¢ ne dépendant que de
P.

Démonstration. — Il faut ici faire un petit raisonnement géométrique : on appelle = le point
d’intersection entre H et v, et y un point quelconque de H. Soit 8 la demi-géodésique partant
de x passant par y. On appelle [; et s les géodésiques asymptotiquement paralleles a 5 et . On
note aussi z1 et x9 les points de 1 et Iy réalisant la plus petite distance a x.

Soit z le projeté sur A(vy) de z. Estimons d(z, A(l;), en remarquant que d(z,x1) = d(x,x2) est
une certaine constante k£ ne dépendant d’aucune donnée du probleme.

d(z, A(l;)) < d(z,P(z)) + d(P(x), P(x;)) + d(P(z;), A(l;))
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d(Z, A(lz) < 2t + Cl.k

Maintenant on peut habilement estimer

d(m(P(y)), 2) < d(w(P(y)), 7(A(B))) + d(w(A(8)), 2)

Le premier terme est inférieur a d(P(y), A(f)) < t car la projection est 1-lipschitz par rapport

a la distance hyperbolique et le second terme est inférieur a 2t 4 ¢1.k car au moins un des deux
segments joignant z & A(l;) doit croiser A(S). En posant ¢ = 3t + ¢1.k on a gagné!

]

On peut alors prouver la proposition 3.7. La continuité au points intérieurs est évidente, car
P est continue. Soit x un point du bord, § une géodésique quelconque terminant en x. Soit H
un hyperplan orthogonal & A(3). La composante connexe de H" \ H contenant dP(z) est un
voisinage de JP(z), et la collection de tels ensembles forme une base de voisinage de P (x).

Soit y une suite de points de 8 tendant vers x, et U un des voisinages considérés précédemment
avec H T’hyperplan correspondant. Il est entendu qu’on peut trouver un yg tel que pour tout
y appartenant a [yp, ), la boule de centre P(y) et de rayon c¢ soit contenue dans l'ouvert U.
Soit H' I'hyperplan orthogonal & 3 en yo et V la composante connexe H" \ H’' contenant x. V
est réunion des hyperplans orthogonaux & /3 passant par les points de [yo, z). En appliquant le
lemme précédent on obtient que OP(V) C U , ce qui prouve la continuité de 9P.

On a donc prouvé le théoreme d’extension des quasi-isométries au bord.

3.2. Volume des simplexes idéaux. —

Definition 3.9. — On appelle simplexe idéal tout simplexe de H" dont les sommets sont sur
OH"™ et dont les faces sont totalement géodésiques.

Dans la suite on note A un simplexe idéal quelconque, et v(A) son volume hyperbolique.
La fonction volume v atteint son maximum sur l’ensemble des simplexes idéaux. Ce résultat
est difficile car I’ensemble des simplexes idéaux munis d’une topologie raisonnable n’est pas
compact(il s'identifie naturellement & I’ensemble des n-uplets de points distincts de S*~!). On
ne donne ici une démonstration que du cas n = 3 car les calculs restent raisonnables. Pour une
preuve dans le cas général, voir [9].

La méthode consiste & calculer explicitement le volume d’un tétraedre hyperbolique A. Pour

cela on va travailler dans le modele du demi-espace de Poincaré Pt = {(x,y,2) € R® | z > 0}

da?+dy?+dz> dxdydz

muni de la métrique b= , la forme volume associée étant =5—.

Definition 3.10. — Soit Py et P, deux plans totalement géodésiques de H>. L’angle diédre
entre P; et Py est l'angle entre ces deux plans. Dans un tétraedre totalement géodésique, on
dira que l’angle diédre d’une arréte est ’angle entre les deux plans s’intersectant le long de cette
aréte.
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On peut se convaincre que 'angle diedre est bien défini en prenant deux champs de vecteurs
unitaire X7, X9 orthogonaux a la géodésique d’intersection vivants respectivement dans P; et Ps.
Ils sont uniquement déterminés au choix de I'orientation pres. Le calcul de d. ;) g(X1(7(t)), (X2(¥(t)))
(ol 7y est une paramétrisation locale a vitesse constante de la géodésique d’intersection) via les
connexions de Levi-Civita donne une preuve du résultat.

Lemme 3.11. — Soit A = (sg, s1, 82, 83) un simpleze idéal et i € 0,1,2,3. On peut toujours
supposer que s; est 0o.

C’est une simple conséquence du fait que Iso(H?) est transitif sur le bord. En particulier si
on regarde dans le modele du demi-espace, on peut supposer que s1, s2,53 € R? x {0} et que les
faces (0o, s;,5;) sont contenues dans les plans euclidiens orthogonaux a R?* x {0} passant par s;
et s;. En corollaire de cette remarque, on a

Proposition 3.12. — La somme des angles diédres des faces arrivant en un sommet donné est
égale a .
Démonstration. — Soit «, B et v les trois angles diedres arrivant en sg. On peut supposer que

S0 = 00. Pour t suffisamment grand

— R? x {t} N A est un triangle euclidien

~ R? x {t} intersecte chaque face de A orthogonalement
Ainsi les angles (euclidiens) de R? x {t} N A sont a, 3 et 7y car la métrique hyperbolique est
conforme & la métrique euclidienne de P*. Ainsi

at+fB+y=m7
O
Lemme 3.13. — Dans un tétracdre idéal, les arrétes opposées ont méme angle diedre.
Démonstration. — En écrivant o et o/ , 8 et 5/, v et 7/ les angles diedres des arétes opposé et
en écrivant les 4 relations au sommets on trouve
(1) at+fBty=m
(2) o+ +y=mr
(3) atpf+q =m
(4) o +B+q" =m

En faisant par exemple (1) — (2) + (3) — (4) on trouve a = o et de méme pour les autres par
symeétrie.

O]

Maintenant il nous faut découper le simplexe A = (sg, s1, S2,53) en partie dont on saura
calculer le volume.
Dans le modéle du demi-espace, le plan géodésique engendré par si, sg et s3 est la demi-sphere
dont le cercle circonscrit a s1, s9 et s3 est la frontiere.
En particulier, la projection de sg sur ce plan est le point au dessus du centre du cercle circonscrit
a s1,52 et s3.
La projection de A sur le plan R? x {0} est le triangle T' de sommets s1,s2 et s3. Soit ay, le pied
de la médiatrice a [s;, s;] pour tout triplet {7, j, k} = {1,2,3} et b le centre du cercle circonscrit
a T qui est le point d’intersection des médiatrices sus-mentionnées.
On découpe A en 6 simplexes géodésiques, tous de sommet sy = oo et de base (b;, a;, b)#je{l,zg}.
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a1

Wl \

a2

FIGURE 2. Découpage d’un tétrahedre

On va calculer le volume de ces simplexes. On notera désormais tg = so, t1 = s, t2 = bet t3 = a;;
et le simplexe (to,t1,t2,t3) = A’. Remarquons les propriétés suivantes :

— A’ a deux sommets sur OH", tg et t1.

— (to,t1) L (t1,t2,t3).

— L’angle diedre de (to,t3) vaut 7.

— Soit a l'angle diedre de (o, t2). L’angle diedre de (to,t1) vaut

— L’angle diedre de (s1, s3) vaut .

Fix(co) C Iso(H?) agit transitivement sur les plans géodésiques ne contenant pas oo. On

peut donc supposer que tq,ts et t3 sont sur la demi—sphére (euclidienne) unité. La projection de

A’ sur R? x {0} est un triangle T’ d’angles %, o, T — a. Ainsi

dxdydz
!
v(A) = /, 3 //1 — 2Z3dxdy
COS T tan o
d
/ m/ 1—952—y

1 1 1 1
= . +
1—a?—y? 2\/1—x2(\/1—x2—y Vi—az?2+y

PO Y 1—2?cosa+zsina  dr
oy =1 [T hog |
0 V1—22cosa — xsinav1— z?

— Q.

B}

Remarquons que

)

4
On effectue le changement de variable x = cost et on obtient

1 [z sin(t + a
Ay=2 [Tlog i
v(&) 4/04 ©8 sin(t—a)dt

puis en développant

(A = i(A(g ~ )+ A@20) ~ A% +a))

ou on a défini la fonction de Lobatchevski

0
A(0) = —/ log | sin t|dt
0
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Lemme 3.14. — (1) A est continue.
(2) A est impaire.
3)

(4) A est w-périodique.

(5) Vm € Z Y9 € R A(mb) =m >0~ A6 + ).

On pourra trouver une preuve de ce résultat d’analyse dans [?].

Ainsi d’aprés (5) du lemme, A(a+ 3) = $A(2a) — Aa) et A(Z —a) = —3A(2a) + A(a) ce
qui donne en remplacant

A est dérivable en tout point n’appartenant pas a wZ.

Revenons au tétracdre A. Il a été découpé en 6 simplexes de types A’ dont les angles diedres
caractéristiques sont « deux fois, 8 deux fois et v deux fois. Donc

v(A) = Aa) + A(B) + A(7)
Maintenant il ne nous reste plus qu’a étudier la fonction

vy = Q — Ry
(a,b) — Ala)+AB)+A(r—a—p)

o1 @ ={(a,b) eR? |a>0 a+b<m}

U s’étend continument & Q par¥|sg = 0, et donc la fonction ¥ étendue atteint son maximum
car ) est compact. De plus ce maximum est nécessairement atteint en un point intérieur car ¥
est positive et nulle sur le bord.

Sur , U est différentiable et donc son maximum est atteint en un point d’annulation de son
gradient.

Oatp = N'(a) — N (7 —a—b)

Oy = N'(b) — N (7 —a—b)
donc
VU =0«

et le volume de A est donc maximal poura =5 =vy=1%

g
3.3. Norme de Gromov et volume des variétés hyperboliques. —
8.8.1. Homologie singuliere. — On rappelle ici brievement la construction de I’homologie sin-

guliere dont nous allons nous servir.

Soit M une variété différentielle de dimension n et A un anneau commutatif. On note, pour
tout k € N, A le simplexe standard de dimension k.
Pour tout 0 < k£ < n on définit I’ensemble des k-chaines a coefficients dans A comme le A-module
libre engendré par les fonctions continues A¥ —s M. On notera :

Cr ={D _aipi | |I| < +oo, Vi a; € A, ¢; € CO(A*F, M)}
el



14 SELIM GHAZOUANI

On définit par ailleurs I'opérateur
O = C — Cr_1
& 4
= 2im (CD @l )
sur n’importe quel k-simplexe ¢ : AF = (e, ...,ex) —> M et on étend par A-linéarité.
Un simple calcul prouve que 0y_1 o Jy = 0 ce qui implique que Im(9xy1) = Zp(M,A) C
Ker(0y) = Br(M, A). Les éléments de By, sont appelés les cocyles et ceux de Zj, les cobords. On
définit le k-ieme groupe d’homologie par

Hk(Mv A) = Bk‘(M’ A)/Zk(M’ A)

On rappelle aussi ce résultat classique :

Proposition 3.15. — Soit M une variété différentiable compacte orientable de dimension n.

Alors

Hy,(M,7) ~ 7.

De plus le choixz d’une orientation sur M définit canoniquement un générateur de H, (M, Z)
qu’on notera [M]. C’est la classe fondamentale de M.

3.3.2. Norme de Gromov. — Désormais on ne considérera plus que les groupes d’homologie a
coefficients dans R. Sauf mention du contraire Hy(M) = Hp(M,R).

On définit la norme suivante sur Cj : si ¢ = >, a;p; est un cocycle, ||c|| = >, |ai|. Les
sommes considérées étant finies, cela définit bien une norme sur C%. Maintenant posons, pour

[C] € Hy,(M)

Cll| = inf |lc
el = inf e
[|.]| définit une semi-norme sur Hy (M)
Theoréme 3.16. — Soit M une variété hyperbolique compacte orientable. Alors
vol (M)
[M][| = :
Un

3.3.3. Homologie mesurée. — 1l existe une définition de I’homologie, qui coincide avec 'homo-

logie singuliere pour les variétés différentielles et permet d’alléger considérablement la preuve
du théoreme de Mostow.

On note C'(AF, M) I’ensemble des applications de classe C! du simplexe de dimension & (muni
de sa structure différentielle standard) dans M. On le munit de la topologie compact ouverte. C}
est le R-espace vectoriel des mesures boréliennes signées, a support compact et a variation totale
finie. Il faut penser C}, comme un prolongement continu de C}, au sens ot un simplexe singulier
est naturellement représenté par la combinaison linéaire des mesures atomiques correspondantes.

L’inclusion ¢; : A, — Aj41 induit un morphisme d’espace vectoriel goj :Cryq — Cp. On
définit 'opérateur /
az . I:Jrl CZ,
. *
pooo— > (=1)7er (k)

Proposition 3.17. — Le compleze (C;,0;) est un compleze de chaine.
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La preuve est une simple vérification. On peut alors définir les groupes d’homologie mesurée
H} (M) associé a ce complexe de chaine. Il existe un analogue de la norme de Gromov

Definition 3.18. — Soit o € H}(M). On définit la norme de Gromov (qui est en fait une
semi-norme) PAR

lafl = inf ||
[H]=c
ot |u| est la variation totale u

Cette définition de 'homologie est suggérée par Thurston dans ses notes de cours sur la
géométrie des variétés de dimension 3 (voir [16]). Cependant il n’est pas évident que cette
définition coincide avec une des définitions classiques, la premiere preuve dans la littérature se
trouve dans [10]. Il faut attendre un papier relativement récent(2006, voir [12]) qui prouve le
théoreme suivant :

Theoréme 3.19. — L'inclusion i : Cj, — C;. induit un isomorphisme
Hy, (M) ~ Hi (M)
qui est une isométrie pour les normes de Gromov définies précédemment.

8.8.4. Preuve de l’égalité de Gromov. — On prouve séparément les deux sens de 1’égalité, en
utilisant les deux définitions de 'homologie.

Proposition 3.20. — Soit M une variété hyperbolique compacte orientable, alors
vol(M)
[[M]] >
Un
Démonstration. — L’idée de la preuve est de partir de n’importe quel représentant de la classe

fondamentale ), zjo; et de remplacer les o; par des simplexes ”droits” en un sens a préciser.

De maniere générale, prenons o : A™ — M un simplexe singulier. Il se releve en & : A" —
M ~ H". Considérons le simplexe géodésique ¢’ dont les sommets sont &(eg),...,5(e,). On
notera désormais

str(o) =poo’
ot p: M — M est la projection canonique. Notons que la définition de str(o) ne dépend pas
du choix d’un relevé de o.

Le simplexe ). z;str(o;) représente alors aussi la classe fondamentale de M. Ainsi

vol(M) = /M Q= Zl: 2 /str(o'i) str(o;)*(Q) < ZZ: |zi|vn

En prenant 'infimum de tout les représentants, on obtient 'inégalité voulue.
O

Il s’agit maintenant de représenter de maniere efficace la classe fondamentale de M. C’est
en cela que 'homologie mesurée permet de simplifier la démonstration car elle nous permet de
considérer habilement des moyennes continuées.

Proposition 3.21. — Soit M une variété hyperbolique compacte et orientable, alors
vol(M)

Un,

[M][ <
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Démonstration. — Comme M est une variété hyperbolique orientable, M = H"/I" ou I' est un
réseau cocompact de Iso™ (H™). Choisissons un simplexe géodésique o = (e, ..., €,) de H" avec
des sommets deux a deux distincts, orienté positivement et notons v son volume. L’application
qui & un élément v € Iso™ (H") associe (y(eo), ..., v(en)) est une injection de Iso™ (H") dans
I’ensemble des simplexes réguliers de volume v. Cette application passe au quotient en une
application injective de Iso*(H")/T" dans C'(A*, M). Une mesure de Haar sur Iso™ (H") induit
alors une mesure sur C'(AF, M). Choisissons une mesure de Haar ;1 normalisée de telle sorte que
w({v|y(zo) € U}) = vol(U) pour tout ouvert U. La mesure induite sera alors notée smear(c). On
vérifie facilement que si o_ est la réflexion de o par rapport a I'une de ses faces, %(smear(a) —
smear(o_)) est un cycle. C’est donc un multiple de la classe fondamentale. v = 3 (smear(c) —
smear(o_)) = A[M]. D’une part, par définition, ||v|| = vol(M) par le choix de la normalisation.

D’autre part calculons A en intégrant la forme volume de M sur les simplexes :

Avol(M) = /cl(Ak,M) /J*(Q)dy = v - vol(M)

vol(M)

donc ||[M]|| £ == . I suffit alors de faire tendre v vers v, pour obtenir le résultat.
O
On déduit de cette égalité la proposition suivante :
Proposition 3.22. — Soit My et My deux variétés hyperboliques compactes orientables de di-

mension n, ayant méme type d’homotopie, alors
vol(My) = vol(Ma).

Démonstration. — On a deux applications f : M; — Ms et g : Ms — M qui induisent des
isomorphismes H,, (M) ~ H,(M,). Cela implique d’une part ||[Ma]|| < ||[M1]|| et d’autre part
[|[Mi]]| < ||[Mz2]|]. D’apres 1’égalité de Gromov, on obtient

vol(M7) = vol(Ms)

O

3.4. Preuve du théoréeme de Mostow. — La preuve repose sur la proposition suivante :

Proposition 3.23. — Lapplication f envoie tout (n+ 1) — uplets de sommets d’un simpleze
idéal régqulier sur un tel autre (n + 1) — uplet.

Démonstration. — Supposons par I’absurde que ce ne soit pas le cas. Prenons un simplexe idéal
o (dont les sommets appartiennent a OH", de volume maximal v,,), et supposons que fa est de
volume inférieur a v, — 2e.

On choisit alors une suite de simplexes o dont les sommets tendent vers ceux de o. Ainsi vol(oy,)
tend vers v,.

Considérons la mesure p;, = % (smear(oy) +smear(o;, ). La chaine str( f+(u1)) représente alors
vol(oy) - [Ma] car f est une équivalence d’homotopie. Mais pour k suffisamment grand et pour

tout ¢ € U un petit voisinage de l'identité dans Iso™ (H")/T'y, vol(str(fgor)) < v, — € par

continuité de f. Ainsi, en intégrant la forme volume hyperbolique sur str(f,(ux)) on trouve

/ / o Qdstr(fu(pr)) < prraar(U) (vn—€)+(vol(M1)—piraar (U))vn < vp-vol(M;) = vol(Ma)
Cl(A", M) n
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Quand k tend vers l'infini, cela contredit le fait que str( f*(uk)) représente alors vol(oy) - [Ma].
Ce qui démontre la proposition. ]

Proposition 3.24. — Soit u : S"' — S™"~! une application continue qui envoie les sommets
d’un simpleze idéal sur les sommets d’un simplexe idéal. Alors w € Conf(S™™1), ou de maniére
équivalente est la restriction au bord d’un élément de Iso(H").

Démonstration. — Partons d’un simplexe idéal o. Quitte a composer u par un élément de
Iso(H™) bien choisi, on peut supposer que u est l'identité sur les sommets de o et préserve
l'orientation. Considérons maintenant une face de o. Il existe un unique autre simplexe idéal
partageant cette face, c’est le simplexe réfléchi par rapport a cette face. v doit donc envoyer ce
simplexe sur lui-méme. Maintenant, comme 'orbite des sommets de o via le groupe engendré
par les réflexions selon les faces de o est dense dans S™ !, u est I'identité sur un sous-ensemble
dense de S™~! et donc par continuité sur tout S™ 1.

O

On peut désormais conclure la preuve du théoreme 3.1. En effet soit g 'isométrie qui coincide
avec f sur le bord. D’une part g et f sont homotopes, via l'application A(t,z) qui & un point
associe le point de 1'unique géodésique en t(t € [0,1]) allant de f(z) & g(z) (si ces derniers sont
différents, sinon h(t,z) = g(z) = f(z) pour tout ¢t € [0,1]). Cette application est équivariante
par les actions de 71 (M) et 71 (My) car elle I'est sur le bord. Elle induit donc une isométrie
My — M>s homotope a f.

4. Théoréme de Borel et variétés hyperboliques

Une question a priori pas évidente est l'existence de variétés hyperboliques compactes en
dimension quelconque. Si les petites dimensions sont géométriquement bien comprises (voir
section 2), la question devient non triviale des la dimension 4. On construit dans cette sections
des variétés hyperboliques compactes en toutes dimensions supérieures a 4.

4.1. Réseaux du groupe de Lie SO(n,1). — Le point de vue a adopter pour exhiber des
variétés hyperboliques en grande dimension est plus algébrique. On suit dans cette section un
démarche proposée dans [15], simplifiée pour notre propos.

Theoréme 4.1 (Borel). — Le groupe de T' = Aut(¢) N Gi(n,Z[v/2]) est un réseau cocompact
de Aut(¢) ~ O(n, 1)

Ce théoreme combiné a un théoreme de théorie des groupes nous assure l’existence de variétés
hyperboliques compactes. Ce point de vue n’étant pas constructif, il est assez dur de lire la
structure générale des variétés ainsi obtenues. On donne une preuve de ce théoreme, qui peut-
étre généralisé dans le cadre des groupes algébriques sur QQ dont nous n’avons pas besoin pour
notre propos.

Dans la suite K désigne Q[v/2] et A I’anneau des entiers de K qui est Z[v/2]. K est une exten-
sion galoisienne de Q de degré 2. Le groupe de Galois de K est donc engendré par I'involution
de conjugaison ¢ : a 4+ by/2 — a — bv/2. L’image de Papplication

A — R?
a — (a,0(a))

est un réseau de R? (i.e c’est un sous groupe discret de rang 2).
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Construisons maintenant 1’espace vectoriel E = E; @ Ey ot E; et Ey sont des copies de R™ 1.
Posons
A= {(al, ey an_H) D (O’(al), vy O’(an+1)) ‘ (al, ...,CLn_H) S An+l}
7 est un réseau de E. Soit ¢ = 23 + ... + 22 — V222, . Alors 0 - ¢ = 2% + ... + 22 + V222 .
Définissons
G={g€eSE) | g(E;)=E;i, g5 €0(q), 95, € O(0.q9)}
et

I'={geG|gAh=A}
Alors l'orbite de A dans I'espace des réseaux de E (noté R) s’identifie avec G /I". Plus précisément
I’application
G/I' — R
g +— gA

est un homéomorphisme sur son image.
Proposition 4.2. — L’orbite GA est fermée dans R.

Démonstration. — Regardons la fonction qui a un élément v = v; +v9 € F associe le polynéme
P,(X) = (X — q(v1))(X — 0.q(v2)). Remarquons que pour tout v appartenant a l'orbite d’un
élément de A, P, € Z[X]. En effet si v = g(A = M1+ A2, Py(X) = (X — a)(X — o(a)) ou
a = q(A1) € A. Comme « est un entier algébrique, P, € Z[X] .

Maintenant supposons que g;A — A’. Cela est équivalent & ce qu’une suite de bases des g;A,
1—00

disons (Az)k§2n+2 tende vers une base (ug)g.

P(X) — P(u)
Comme P ()‘2) est a coefficients entier, cette suite est constante a partir d’un certain rang, égale
a P (). Idem pour les suites P(XL—X.,). Les P(\) déterminent g(A1) et 0.q(A2) & 2 possibilités
pres. Comme ¢(A},) — q(ux) , il existe un rang j tel que q(A},) = q(ur), 0 - q(N,) = o - q(pr),

)

g\ — AL = q(pe — ) et o - g\ — ML) = o - q(ug — pgr). 11 existe donc un unique élément
g € G tel que g(X]) = py pour tout k, ainsi A = gg;(A).
O

Lemme 4.3 (Critére de compacité de Mahler). — Une partie A de l'espace des réseaux
R de E est précompacte si et seulement si elle est a volume bornée et qu’il existe un voisinage
U de 0 dans E tel queVI' € A, T\{0}NU =0

Proposition 4.4. — L’espace G/T" est compact.

Démonstration. — C’est une application du critére de compacité de Malher. Supposons par
I’absurde qu’il existe une suite v, = vy 1 + vp2 # 0 de vecteurs appartenant a g,A pour un
certain g, € G tels que |v,| — 0. Alors comme P,, € Z[X] et que P,, — Py, pour n assez
grand, P,, = Py = X? , ce qui implique que q(vy,1) = q(vn2) = 0. Ce qui contredit le fait que
la forme quadratique g ne représente pas 0 sur A.

O

Maintenant comme G ~ S0(n, 1) x SO(n + 1) et SO(n + 1) est compact, le quotient SO(n, 1)/T"
est compact (on a ici abusivement confondu I' et sa projection sur SO(n, 1)). On a ainsi construit
le réseau cocompact recherché!
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FIGURE 3. Schéma de la variété hyperbolique V

4.2. Construction d’une variété avec des symétries. — D’apres le théoreme de Borel
étudié a la section précédente, le sous-groupe I' est un réseau cocompact de SO(n, 1). Ce réseau
contient en particulier la réflexion par rapport a ’hyperplan {z; = 0}, notée s et la rotation r,
(z1,22) — (—x2,21) qui engendrent un groupe Dy C 7.

Theoréme 4.5 (Lemme de Selberg). — Soit G un sous-groupe de Gl(n,R) de type fini.
Alors G est virtuellement sans torsion (i.e contient un sous groupe d’indice fini sans torsion)

On pourra trouver une preuve de ce théoreme dans [1].
En appliquant 4.5 & T, on trouve IV C T tel que [I : T'] < oo de telle sorte que le quotient
H"/T" = V est une variété hyperbolique. De plus, comme r et s normalisent I, on a une
action Dy n~ V par isométries. On notera désormais H ’ensemble des points fixes de s (qui est
par définition une sous-variété totalement géodésique de codimension 1). Quitte & passer a un
revétement double, on peut supposer que H sépare V.

Proposition 4.6. — La variété V peut étre découpée en 4 sous-variétés a bord isométriques
notés D, qui sont des domaines fondamentaux pour l’action de Dy, s’intersectant le long d’hy-
persurfaces.

Démonstration. — Comme H sépare V', H est le bord d’une sous variété A de telle sorte que
M = AUsAet ANsA = H car s est une réflexion. Soit D = rAN A. Comme 72 commute avec
s, 72 laisse fixe H. Comme 72 est une isométrie non triviale, elle échange nécessairement A et
sA. Soit HY = DNrD alors W C H car

H =AnrAnsA=HnNrA

et Hf UsHT = (ANrAnsA)U(sANrsANA)=(ANsA)N(rAUrsA)=H
W=HnrH=H"NrH"

et
OD=H"urH"
et finalement
OHT =W



20 SELIM GHAZOUANI

5. Construction de métriques a courbure négative

On peut construire un revétement ramifié cyclique d’ordre ¢ au dessus de V' en recollant le
long de W 41 secteur D.(Une construction plus formelle et systématique est donnée plus loin par
la proposition 7.2). Notons V; cette variété. On montre dans cette section le théoreme suivant :

Theoreme 5.1. — La variété V; peut étre munie d’une métrique riemannienne & courbure sec-
tionnelle partout inférieure a —1.

5.1. Métrique hyperbolique dans la carte exponentielle. —

Lemme 5.2. — La métrique hyperbolique s’écrit dans une carte exponentielle normale a W
dr® @ sinh?(r)d6* © cosh?(r)dx?

Démonstration. — On regarde dans une carte du type (r,6,z) ou (0,0, z) repere un point dans
W et (.,.,z) est la(une) carte exponentielle du plan orthogonal & W en x. Remarquons alors
qu’on peut décrire la métrique le long des courbes x et 6 constant a ’aide des champs de Jacobi.

On part de la remarque suivante : les champs % , % , 8%1, - axi,g sont des champs de Jacobi
car ils sont tous issus d’une variation géodésique. Comme la courbure sectionnelle est constante
égale & —1 ces champs vérifient tous I’équation Y” =Y le long d’une géodésique paramétrée
par 7. Soient X (r) et Y (r) deux de ces champs. On pose f(r) = g(X(r),Y (r)). Montrons que f

vérifie une équation différentielle linéaire du second ordre.

flir) = g(X',Y)+9(X,Y)
fir) = (X" Y) +29(X", V") + g(X,Y")
fi(r) = 2f(r) +29(X",Y")

Maintenant on pose h(r)

= g(X',Y"), et on remarque que h'(r) = ¢'(r) car X et Y sont des
champs de Jacobi. Ainsi h(r) =

g(r) + h(0) — g(0) ce qui donne

f'(r) = 4f(r) +29(X'(0),Y"(0)) — 29(X(0),Y(0))
Il n’y a plus qu’a résoudre cette équation pour tout les couples (X,Y) parmi les n champs
proposés précédemment en se rappelant que V 2 % = % et que pour tout i, V 2 8%i(O) =0
r v 0
On s’intéresse maintenant la variété V revétue par V;. Le lieu de ramification de ce revétement
est la sous-variété W qui est de codimension 2. Pour e suffisamment petit, I’application exponen-

tielle normale & W est un difféomorphisme sur 1’e-voisinage de W. Dans une carte convenable,
le revétement s’écrit

(r,0,2) 2% (1,0, z)

Ainsi le tiré en arriere de la métrique hyperbolique s’écrit dans la carte

dr* @ i sinh?(r)df* & cosh?(r)da?
On cherche une métrique déformée de la forme

g = dr’* @ o(r)?d6? @ cosh?(r)dz?
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avec o(r) = sinh(r) pour r petit et o(r) = isinh(r).

5.2. Calcul des courbures sectionnelles. —

Proposition 5.3. — Le tenseur de courbure de g' est nul sauf pour les courbures sectionnelles
el

Démonstration. — On note désormais 9, = % et 00 = %. Soit H(6) = H une hypersurface
26

0 constant. C’est une hypersurface totalement géodésique car elle fixé par la réflexion selon les
axes 0 constant dans les plans x fixé, qui est une isométrie.
— R(X,Y,00) = 0 pour tout X Y tangents & H

Vx00 =0
pour tout vecteur X tangent & H. En effet, comme 06 est normé V x00 | 96. D’autre part
comme ¢(00,Y) = 0 pour tout Y € T'H en dérivant on obtient

9(00,VxY)+g(Vx00,Y) =0

. Mais comme H est totalement géodésique VxY € TH donc ¢(90,VxY) = 0 et donc
Vx00 = 0. Ainsi pour vecteurs X et Y € TH,

R(X,Y,00) =0
— R(X,00,00) est parallele & X pour tout X tangent & H

R(X, 00, 69) =VxVgg00 — VgV x 90 — V[Xwﬁ@
Remarquons déja que le second terme est nul car Vxd0 est nul car H est totalement
géodésique.
Distinguons deux cas selon que X est perpendiculaire a dr ou parallele a Or

(1) Si X est perpendiculaire a Or, quitte a choisir X tel que [X, 90] = 0 on trouve que
R(X,00,00) = VxVg900. Mais V900 = f(r)Or pour une certaine fonction f et comme
OxOr est parallele & X, R(X, 00, 00) est parallele & X

(2) Si X = 0Or c’est la méme chose en remarquant que [0r, 90] est parallele a Or

— Maintenant, on montre proprement que le tenseur de courbure est diagonal dans la base
(X, =0r, X9 =00, X, = 3%1, iy Xp_o = %) Comme les surfaces H sont totalement
géodésiques le résultat est vrai pour tout les termes ne faisant pas intervenir Xy. De plus

pour tout 4,7 € {r,1,....,n — 2} tel que i # j

R(X;, X;, X5, X;) =—1
— Si un terme 6 intervient, les calculs précédents nous permettent d’affirmer que le tenseur

est nul & moins qu'il s’agisse d’une courbure sectionnelle (& permutation pres). Il nous reste
donc a calculer R(dr, 00, 0r,00) et R(X;,00, X;,00 pour i € {1,...,n — 2}.

Comme la métrique s’écrit dr? @ o?(r)df? sur les plans géodésiques, c’est un résultat
classique de théorie des surfaces que R(9r, 90, 0r,00) = —Ua((rg)
— Comme V900 est parallele a Or, et que les rotations d’axe V sont des symétries, Vg0 =

f(r)0r pour une certaine fonction f. En dérivant ¢g(96, dr) en direction 90 on obtient

7)== 55907 4, 0r, )
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FIGURE 4. La variété V;, avec i = 2

et, connaissant 1’écriture de la connexion de Levi-Civita en coordonnées, on obtient

o'(r)

1) = =2
Ainsi
R(X;,00,00) = — ‘;((:)) Vx,0r
En calculant encore en coordonnées on obtient Vx,0r = — tanh(r)X; ce qui nous donne

R(X;, 00, X;,00) = —tanh(r)
]

Il suffit ensuite de vérifier que les fonctions sinh et 4.sinh peuvent étre interpolées de telle
sorte que la courbure sectionnelle soit toujours inférieure a —1.

Remarque. — On remarquera que plus le rayon d’injectivité en W est grand, plus les fonctions
sinh et ¢sinh peuvent interpolées sur un grand intervalle. Ceci qui permet de rendre la courbure
arbitrairement proche de —1 quand le rayon d’injectivité tend vers l'infini. En travaillant un
peut plus la construction de V', on peut effectivement choisir ce rayon arbitrairement grand et
construire des variétés a courbure sectionnelle pincée —1 —e < K < —1.

6. Premiere famille de contre-exemples

On donne dans cette section une premiere construction de variétés non hyperboliques, mais qui
portent une métrique a courbure strictement négative. On a construit, pour tout ¢, un revétement
ramifié cyclique de degré i le long d’une sous variété W de codimension 2, en recollant le long
de deux sous-variétés H de codimension 1 des ouverts a bord D.

Cette construction est suggérée dans [8] (Remarque 3.6). Cette section constitue en une
écriture détaillée de cette construction, s’appuyant énormément sur [15]. L’idée d’utiliser I’ap-
plication de Eels-Sampson pour la preuve de la proposition 6.6 m’a été suggérée par P.Pansu
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Vi

Ji
/ pi

J

Soit j et j; les injections canoniques de W dans V' et V; respectivement. On rappelle que la
sous variété W est totalement géodésique dans V et V;, et que le

6.1. Géométrie du groupe fondamental. —

Proposition 6.1. — (1) Le morphisme induit par Uinjection j;, (ji)s : m (W) — m1(V;) est
injectif. De plus c’est une quasi-isométrie pour la distance des mots

(2) Les morphismes induits par les injections iy, (ix)« : m(H) — w1 (V;) pour k < 2; sont
injectifs, et sont des quasi-isométries pour la distance des mots

Démonstration. — La premiere partie est évidente car W est totalement géodésique pour la
métrique h}. Pour la deuxiéme partie, on a le diagramme commutatif suivant

T (Vi)

V l@i)*

m(H) - m (V)

ou i, est une quasi-isométrie. Si z,y € m(H), d(z,y) < d((ir)«(z), (ix)«(y)). Maintenant
comme i, est une quasi-isométrie et i, = (i)« o (p;)«, les constantes ¢; et ¢ telles que

d(ix (), ix(y)) = crd(z,y) — c2

fonctionnent pour (i)« car (p;)« est 1-lipschitzienne.
O

On rappelle un théoréme classique de théorie géométrique des groupes, dont on peut trouver
une démonstration dans [3] :

Theoréme 6.2. — Soit M une variété riemannienne compacte. Soit I' un graphe de Cayley de
m1(M). Le plongement standard I' — M est une quasi-isométrie.

Ce théoréeme nous dit en substance que la géométrie du revétement universel d’une variété
est tres proche de celle de son groupe fondamental. La proposition suivante nous donne une
condition sur le groupe fondamental d’une sous variété d’une variété hyperbolique pour que
celle-ci soit proche d’une sous-variété totalement géodésique.

Proposition 6.3. — Soit X etY deuz variétés hyperboliques compactes telles que k = dim(Y") <
n = dim(Y). On suppose que Y se plonge (pas forcément isométriquement) dans X de telle
sorte que w1 (YY) est quasi-isométriquement plongé dans w1 (X). Soit Y une composante connere
de la préimage de Y dans X ~ H". Y munie de la métrique hyperbolique tirée en arriére est
isométrique o HF. Alors linjection HF — H" est une quasi-isométrie et se prolonge en un
plongement 0o HF — 0, H™
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FIGURE 5. Plan hyperbolique quasi isométriquement plongé dans H?

Démonstration. — C’est une simple application du théoreme précédent. Le fait que le groupe
fondamental de Y soit plongé dans celui de X nous assure qu’une composante de l'image
réciproque de Y est une boule topologique, et ensuite on a le diagramme commutatif suivant
(avec les quasi-isométrie impliquée par le théoréme précédent) :

q.i.
Loy — T

qi iq

HF H"
ce qui implique que la fleche du bas doit étre une quasi isométrie.
O
6.2. Découpage selon des hypersurfaces géodésiques. — On suppose désormais que

V; posséde une métrique hyperbolique ;. On va montrer qu’elle posséde un découpage ana-
logue a celui décrit dans la section précédente. On rappelle que le groupe Dy; agit sur V; par
difféomorphisme en permutant les parties Dy

Lemme 6.4. — Le groupe fondamental de V; posséde un groupe Dy; d’automorphismes. Ce
groupe agit par isométries sur V;

Démonstration. — On prouve que Dy; agit par isométries : il suffit d’appliquer le théoréeme
de Mostow au groupe Dy, agissant par homéomorphisme et remarquer qu’aucun élément n’est
envoyé sur 'identité. En particulier, les réflexions renversent ’orientation, et le

O

Un ingrédient de la preuve est le théoreme de géométrie riemannienne suivant, dont on pourra
trouver une preuve dans [5].

Theoréme 6.5 (Eels-Sampson,1964). — Soit X une variété riemannienne compacte et Y
une variété riemannienne compacte a courbure négative. Soit f : X — Y wune application
continue. Alors il existe une unique application h : X — Y harmonique et homotope a f.

Proposition 6.6. — (1) L’ensemble des points fizés par Dy; est une sous variété de dimen-
ston 2 isométrique a W

(2) L’ensemble des points fixés par chacun des 2i éléments d’ordre 2 de Dy; est une hypersur-
face isométrique a H.
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(3) L’intersection de deuz de ses hypersurfaces est égale a W

(4) Ces 2i hypersurfaces découpent V; en 4i ouverts a bord (Ay)r<4i isométriques.
(5) m(A) = m(D)

Pour donner une preuve de cette proposition, nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 6.7. — Soit Y une sous variété compacte totalement géodésique de X une variété
riemannienne compacte. On suppose que

(1) codim(Y) =1 ou 2

(2) Y est l’ensemble des points fizés par une isométrie T d’ordre fini, préservant l’orientation
st codim(Y') = 2.
Soit Y une composante connexe de ['image réciproque de Y dans le revétement universel de X
et T un relevé de T fixant Y. Alors

m(Y)~{yem(X)|Toa=Tox}
Si de plus X est hyperbolique,

(YY) ~{y € m1(X) | 00T © Foo@ = 00T © OcY }

Démonstration. — On se rappelle tout d’abord que 71(Y") s’identifie naturellement au stabili-
sateur de Y. Si v commute avec 7, v laisse stable I’ensemble des points fixes de 7 qui est Y.
Réciproquement si 7y laisse stable Y alors 7:‘)7 = (707:07_1)|)~, =1 dlff‘ Regardons les différentielles

de ces deux applications en un point yg quelconque de Y. Elles préservent le plan tangent a Y
en ce point a cause de I'égalité précédente. Etant toutes deux des isométries de la métrique
elles laissent toutes les deux stable I'orthogonal de 7, yof/. Elles sont aussi toutes deux du méme
ordre fini, ce qui en codimension 1, et en codimension 2 si 'orientation est préservée, caractérise
completement 1’isométrie. On a donc ici deux isométrie qui coincident en un point et dont les
différentielles en ce point coincident. Elles sont donc égales.

O

On a une version renforcée de se lemme pour les variétés V; :

Lemme 6.8. — (1) Soit (Hy)g<2i les hypersurfaces du découpage précédent, et soit 1y, la
réflexion fixrant Hy. Soit Hy, une composante conneze de l'image réciproque de Hy au revétement

universel de V;, T, un relévement de 1, fixant Hy., et soit DsoTy; le prolongement de 7y a O Vi
Alors

m1(Hy) = {7 € 11 (Vi) | 0oy © OccTh = OooTk © 0oV}

(2) Soit W la sous-variété du découpage précédent, et soit r la réflexion fizant W. Soit W une
composante connexe de l'image réciproque de W au revétement universel de Vi, 7 un relévement
de 1 firant W, et soit OxoT le prolongement de 7 a OxV;. Alors

T (W) ={y € m(Vi) | OocY © DT = ooT © DY}

Démonstration. — On va dans un premier temps donner une preuve détaillée du premier point.
Soit 7 une réfléxion (pour la métrique h; non hyperbolique) de Dy; qui fixe H. Soit H une
composante connexe de l'image réciproque de W au revétement universel V; vu comme H™,
fixée par un relevé 7 de 7. Les lemmes 6.1 et 6.3 nous disent que la frontiere de H dans H"
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est homéomorphe & S"2 . 7 coincide & I'infini avec un isométrie d’ordre 2 qui fixe 'enveloppe
convexe de la frontiere de W. L’ensemble des points fixes de cette isométrie est soit H" entier, soit
un hyperplan.. La premiere possibilité est écartée car sinon cette isométrie serait Iidentité. La
frontiere de H est donc une hypersphere ronde. L’hyperplan défini par cette spheére s’immerge
dans V;, et I'image de cette immersion est homotope a H. On veut montrer que cette image
est une sous-variété, ce qui équivaut au fait que les hyperplans définis par les composantes
connexes de H ne se croisent pas. Et c’est effectivement le cas, car O H sépare dsV;. Enfin
cette sous-variété est compacte seul un nombre fini d’ hyperplans peuvent traverser un domaine
fondamental donné. Il nous reste & montrer que cette sous-variété H’ est homéomorphe & H.
D’apres les lemmes 6.7 et 6.8,

WI(H/) = {’7 € m (V;) ‘ 0oy 0 OoT = 0T © aoo’Y}
et coincide donc avec m1(H). H et H' sont donc deux variétés hyperboliques compactes et
orientables de méme dimension dont les 1 sont isomorphes. Le théoreme de rigidité de Mostow
nous assure que H et H' sont homéomorphes (et méme isométriques si on les regarde avec leurs
métriques hyperbolique. En particulier, H C V; est isométrique & H C V). H étant homotope
a H', H' sépare toujours V;.

La démonstration du second point est analogue a celle du premier, a ceci pres que 'argument
qui prouve que W’ est plongé est le fait que W' est l'intersection de deux hypersurfaces Hj,.

Il reste & montrer que 71 (D) ~ 71 (A). Considérons I'application identité de V; munie de la
métrique hyperbolique h; dans V; munie de g; la métrique a courbure négative construite dans
la section 5. D’apres le théoreme de Eels-Sampson, il existe une fonction f : (V;, h;) — (V;, 9:)
harmonique homotope a l'identité, en particulier f, : m(V;) — m1(V;) est l'identité.

(1) f conjugue l'action de Dy; sur (V;, h;) a Paction de Dy; sur (V;, g;).

(2) f envoie les hypersurfaces Hj, sur les hypersurfaces Hj.

(3) f envoie W sur W.

(4) Tl existe un relevé f : M — M qui est I'identité au bord.

(5) Soit Hj, le relevé d’une hypersurface Hj, et ﬁk/ le relevé d’une Hj, tel que f(ﬁk) = I—:Tkl.
M =AUB=A"UB’, ou A et B (respectivement A" et B’) sont les 2 composantes connexes de
M \ Hj, (respectivement de M \ H k,) auxquelles on a ajouté H, (respectivement H, k/).

Soit p : Dy; C Iso(M, h;) — Iso(M, g;) Uapplication qui identifie les groupes d’isométries Dy;.
Remarquons que Vy € Dy; , fo~v et p(y) o f sont deux applications harmoniques homotopes.
D’apres le théoreme de Eels-Sampson, elle sont égales. Ceci prouve le premier point. Le second

et le troisieme point sont alors immédiats car f envoie ’ensemble des points fixes d’un élément
v € Dy; dans les points fixe de p(7) et réciproquement.

Le quatrieme point est juste le fait que comme f est homotope a l'identité, un relevé de f
coincide au bord avec un relevé de l'identité. Il suffit alors de prendre le relevé coincidant avec
le relevé qui est I'identité.

Regardons la preuve du dernier point qui est la plus difficile. Hj, est un hyperplan tota-
lement géodésique. L’'union des géodésiques orthogonales & Hj, partitionne M. Soit a une
telle géodésique paramétrée a vitesse constante partant de A pour aller vers B. La fonction
t — d(f(u(t)), Hi)? est convexe car f est harmonique et la fonction distance & une sous-variété
totalement géodésique est convexe dans une variété a courbure strictement négative (et stricte-
ment convexe en dehors de cette sous-variété), d’apres le théoreme ??. Ainsi f o « ne traverse
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FIGURE 6. Schéma de la variété hybride construite

qu’une fois I—jk/, et comme f est Videntité au bord f(a N A) C A et f(a N B) C B'. Le fait que
les géodésiques du type de a partitionnent M conclu.

On déduit du dernier point que fi(m1(A)) C m1(D), car f(A) C D. En utilisant I'"application
identité dans lautre sens, on obtient que f, réalise I'isomorphisme de groupe entre 71 (A) et
m1(D).

O

6.3. Fin de la preuve. — On va maintenant terminer en prouvant qu’une métrique hyper-
bolique existe sur V; seulement si ¢ = 1. En effet le théoréeme de rigidité de Mostow nous assure
que H et H' sont isométriques. On peut alors coller le long de W 2i exemplaires de A et 2
exemplaires de D, selon le motif de la figure 6.3. D’apres les conditions sur les angles, on obtient
ainsi une variété hyperbolique Z dont le 71 s’obtient par sommes amalgamées de m1 (D) = m1(A)
au dessus des m1(9D). On va avoir besoin du lemme suivant :

Proposition 6.9. — (1) m1(Z) a un groupe d’automorphisme Dy;

(2) Dy; agit par isométries sur Z en fizant W

(3) Une rotation d’angle 777 envoie D sur A

Démonstration. — Le premier point résulte de la construction de Z

Le théoreme de rigidité de Mostow assure le second point. W est ’ensemble des points fixe du
demi-tour involutif et de la réflexion données par la construction de Z. Ces 2 éléments engendrent
Dy;, donc Fix(Dy;) = W.

Soit T' le groupe fondamental d’un secteur D et IV le groupe fondamental d’un secteur A
contigu. Soit r la rotation qui envoie I sur I'". Soit 7 un relevé de r & V. L’holonomie de 7 envoie
I sur I”, fixe W. Ainsi 7 envoie un revétement universel de D sur un revétement universel de
A, donc r(D) = A

O

Ainsi D et A sont isométriques. L’angle d’incidence de D étant égal a 5 et celui de A égal

a o;, nécessairement ¢ = 1. Ce qui prouve que pour tout ¢ > 2, V; ne porte pas de structure
hyperbolique.
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7. Deuxiéme construction de contre-exemples

On part d’une variété hyperbolique compacte et orientable X de dimension au moins 4 conte-
nant une sous-variété compacte, orientable et totalement géodésique V' de codimension 2 telle
que [V] =0 dans H,_2(X,R), comme celles construites précédemment.

On rappelle le théoreme suivant, du a H.C. Wang, qui est central dans cette seconde construc-
tion :

Theoréme 7.1 (Wang, 1972). — Soit n un entier supérieur ou égal a 4 et V un réel positif.
Alors il n’y a qu’un nombre fini d’orbifolds hyperboliques compacts de dimension n dont le volume
est inférieur a V

On pourra en trouver une preuve dans [2] par exemple.

7.1. Construction d’une famille de revétements ramifiés. —

Proposition 7.2. — Pour tout i € N, il existe un revétement ramifié cyclique d’ordre i au
dessus de X, noté X; tel que V' soit le lieu de ramification du revétement.

Remarque. — Dans le cas particulier ou V = dW avec W une sous-variété de codimension 1,
on peut construire ce revétement en doublant W le long de V pour obtenir un espace X’ et en
recollant ¢ copies de X’ le long de V.

Démonstration. — Le théoreme de Mostow nous assure que chaque homéomorphisme est ho-
motope & une isométrie. Pour s’assurer que de cela nous fournit bien une action de G par
isométrie il suffit de vérifier que la seule isométrie isotope a I'identité est 'identité elle méme.
Si on voit M = H"/I" ou I' est un réseau cocompact de Iso(H"), cela revient a prouver que si
f € textIso(H™) commute & tout élément de I" alors f est l'identité.

O

e On définit de la maniere suivante un fibré en droites complexes au dessus de V :

Le fibré normal & V' est un fibré de rang 2. Munissons le d’une métrique riemannienne quel-
conque. Les orientations de V et X nous permettent d’orienter chaque fibre, et la rotation d’angle
5 dans le sens direct définit une structure de fibré en droite complexe sur le fibré normal.

e D’apres le théoréme du voisinage tubulaire (voir [13]), il existe un voisinage U de V' dans
X qui est difféomorphe a un voisinage de la section nulle dans ’espace total du fibré normal a
V via ¢ : U — TxNV. On tire maintenant une premiere fois en arriere le fibré normal sur son
espace total via la projection canonique. On a donc un fibré en droites complexes L au dessus
de TNV. Ce fibré admet une section naturelle qui est s : TyV — L qui a un point de Ty X
associe ce méme point dans la fibre qui s’identifie naturellement a la fibre de TV a laquelle
appartient ce point.

Maintenant on regarde ¢*L au dessus de U (on identifie maintenant, par abus de notation
©*L et L). Le tiré en arriere de la section s définie précédemment s’annule exactement sur V'
et s’annule transversalement. [ LU est trivial car il admet une section qui ne s’annule pas. On
peut donc prolonger L de maniere triviale sur 'extérieur de U pour obtenir un fibré sur tout X.
La section s se prolonge a tout X en une section qui ne s’annule qu’en V.

La classe de Chern du fibré L est Poincaré duale au lieu d’annulation d’une section qui s’annule
transversalement, ici & V. Or on a supposé que [V] = 0 donc ¢;(L) = 0. Ceci implique que le
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fibré L est trivial. En utilisant une trivialisation quelconque L ~ X x C. On définit
Xi={(2,v) € Lx C| (2,0") = (2,5(2))}

Le théoréme des fonctions implicites nous assure que X; est une sous-variété de I’espace total
de L, et la projection restreinte & X; est le revétement ramifié cherché. Le groupe Z/iZ agit par
automorphismes du revétement.

Le but des sections suivantes est de prouver le théoreme suivant :

Theoréme 7.3 (Gromov,Thurston 1987). — Pour i suffisamment grand, la variété X; ne
porte pas de métrique a courbure sectionnelle —1

7.2. Construction d’orbifolds hyperboliques. — On suppose par ’absurde que les variétés
X; portent tous une structure hyperbolique. On construit alors une famille infinie d’orbifolds
hyperboliques dont le volume est uniformément borné, et deux a deux non isométriques. Ce qui
contredit le théoreme de Wang, qui assure que le nombre d’orbifolds hyperboliques (en dimension
n > 4) dont le volume est inférieur & une constante est fini. En particulier une nombre fini d’X;
portent une métrique a courbure sectionnelle constante —1

Lemme 7.4. — L’inclusion i : V; — X; induit un homomorphisme injectif i, : m(V;) —
7T1(XZ'>
Démonstration. — Soit v un chemin dans V;, tel que [y] est triviale dans m;(X;). En notant

p; : X; — X la projection canonique, on s’intéresse a p; oy qui représente 0 dans 71 (X). Mais
comme V est totalement géodésique dans X, p; o v est trivial dans 71(V). Or [ p;V; réalise
un homéomorphisme entre V; et V', donc 7 représente I’élément neutre dans 71(V;). On a donc
montré que i, est injectif.

O
Proposition 7.5. — L’action par automorphismes de revétement de Z/iZ induit une action de
Z/iZ par isométrie laissant fixe une sous-variété V' de codimension 2 difféomorphe ¢ V
Démonstration. — Soit h : X; — X; un générateur de 'action de Z/iZ. h est homotope a

une isométrie f, d’apres le théoreme de rigidité de Mostow. De plus un relevé de h de h au
revetement universel de X; ~ H" est une quasi-isométrie qui coincide au bord avec un relevé de

I

Soit g; la métrique hyperbolique sur X; et ¢, la métrique a courbure strictement négative
construite sur X; précédemment. On rappelle que la sous-variété V est totalement géodésique
pour la métrique g;, & courbure sectionnelle constante égale & —1. Un relevé de Id : (X;,g.) —
(Xi,9i) a X; induit une pseudo-isométrie pour les métriques tirées en arriere. Soit V; une com-
posante connexe de p~*(V;). Comme 4, : 71 (V;) — m1(X;) est injectif, V; est difféomorphe au
revétement universel de V; et V; ~ V; / Stab(Vi). Ainsi I'inclusion H" 2 — H" donnée par la
restriction du relevé de Id & V; se prolonge en une injection continue

§ 1 O H" 2 — 9, H"
L’image de j est donc un sous-ensemble de g1 homéomorphe & une hypersphere de dimension
n — 3, qui est laissée fixe par h. Mais h coincide avec f sur S”~! en particulier 'ensemble de ces

points fixes est une hypersphere ronde, de dimension au moins n — 3 car il contient j(9sH"~2)
(d’apres le théoreme d’invariance de la dimension de Brouwer, voire [11] ).
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Notons E l'ensemble des points fixes dans S"~' ~ 9 H" de f € Conf(S,_;). E est une
hypersphere ronde de dimension k > n — 3. Montrons que k =n — 3 : en effet si k =n — 1 alors
f = Id ce qui contredit le fait que le groupe engendré par f est Z/iZ. Maintenant si k =n — 2,
cela implique que f fixe un hyperplan géodésique de H"”, car toute isométrie qui fixe ’ensemble
limite d’un sous ensemble géodésique de dimension au moins 2 fixe totalement le sous-ensemble.
Ainsi f est soit 'identité, soit une réflexion par rapport a 'hyperplan fixé. Le premier cas est
exclu car on a supposé que dim(FE) = n — 2 et le second cas aussi, car f préserve lorientation

O

Proposition 7.6. — Soit x un point fize de l'action de Z/iZ (par isométrie), il existe un ouvert
de carte centré en x stable par laction de Z/iZ, tel que dans la carte associée, l'action soit
linéaire, isométrique pour une métrique euclidienne et que la sous variété V; soit un hyperplan

fixé et qu’un générateur de l’action soit la rotation d’angle 27” sur le plan orthogonal de cet
hyperplan.
Démonstration. — Comme Z/iZ agit par isométries, les B(x,r) (pour la métrique hyperbolique)

sont stables par ’action et sont des ouverts de cartes pour r suffisamment petit. Pour n’importe
quelle de ces cartes ¢ : R®™ — B(z,7) et regardons u = ¢! o ho . u est une isométrie de la
métrique euclidienne ), . < hE. h*. > (ol < .,. > dénote le produit scalaire euclidien) donc u
est linéaire. La fin du lemme résulte de la réduction sous forme normale des éléments de O, (R).

O
Proposition 7.7. — Les orbifolds V; /(Z/iZ) sont deux a deux non-isométriques
Démonstration. — Autour du lieu de singularité de V;/Z/iZ angle vaut 27”, et I'angle est

préservé par isométrie.

O]

7.3. Estimations de volume. —

Proposition 7.8. — Il existe une constante k telle que Vi € N

vol(X;) < ki

ot le volume est calculé pour la métrique hyperbolique hypothétique ou pour la métrique a
courbure strictement négative g,

Démonstration. — On part d’une triangulation de X, de telle sorte que V soit un sous-complexe
de dimension n — 2 de cette triangulation. Appelons m le nombre de simplexe de dimension n de
la triangulation. Le tiré en arriere par p; : X; — X de cette triangulation est une triangulation
de X; a m.7 simplexes de dimension n.

Indexons ces m.i simplexes notées oj,. Ces simplexes représentes la classe fondamentale de Xj;.
On définit le simplexe s(o}) de la fagon suivante : on releve oy au revétement universel de X;
(muni d’une métrique h a courbure sectionnelle < —1, ce qui est vrai pour les deux métriques
considérées précédemment). On remplace alors ce relevé par le simplexe totalement géodésique
ayant pour sommet les sommets du relevé de o}, qu'on projette sur X;. >, s(oy) représente la
classe fondamentale de X; car est homotope a ), o). Donc

VOl(XZ‘) = / 9]
zk: s(ox)(A)
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ou 2 est la forme volume de X;. Mais comme les relevé des s(o}) au revétement universel de X
sont totalement géodésiques et que K (h) < —1, fs(ak) (A) Q) < 7 donc on obtient

vol(X;) < mmi

[
Proposition 7.9. —
I(X;
voll X:/(ziz)) = MK
i
Démonstration. — En dehors de la sous-variété de codimension 2 V/, la projection p} est un

revétement de degré i entre variétés hyperboliques de volume fini. V/ étant de mesure nulle,
vol(X;) = vol(X; \ V;). Et donc vol(X;/(Z/izZ)) = YMXd <

i
O
La preuve du théoreme est terminée. En effet on a construit une famille d’orbifolds deux a
deux non isométriques, tous de volume inférieur a . Ceci contredit le théoreme de Wang. Cela

montre que seuls un nombre fini de X; peuvent porter une structure hyperbolique.
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