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Marches aléatoires et le bord de Poisson

G un groupe dénombrable, ;1 une mesure de probabilité sur G.

Considérons une suite de variables aléatoires {g;};>1 indépendantes
de loi .

La y-marche aléatoire sur G est la chaine de Markov {w; },>¢ avec
Wwg = eg et

Wn = g192 - - - gn, POurn > 1.
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Marches aléatoires et le bord de Poisson

G un groupe dénombrable, ;1 une mesure de probabilité sur G.

Considérons une suite de variables aléatoires {g;};>1 indépendantes
de loi .

La p-marche aléatoire sur G est la chaine de Markov {w, },>¢ avec
Wwg = eg et
Wp = g1g2 - - - gn, pourn > 1.

(GZ+, u?+) — (G%+,P)

(g17925 .- ) — (W1,W2, .. )

Question: Quel est le comportement asymptotique des trajectoires?
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Le bord de Poisson

Considérons le décalage T sur I'espace de trajectoires:

T: (6%, P) — (6G%+,P)

(wy,wo, w3, ...) — (W, ws,...).

Definition

Pour w,w’ € GZ+ deux trajectoires de la yi-marche aléatoire sur G, on
dit que w ~ w' s'il existent p,q > 0 tels que TPw = TIW'.

Considérons

1 = enveloppe mesurable de ~

= la tribu compléte des événements T-invariants P-mod 0.
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Le bord de Poisson

L'espace B := GZ+ /1 satisfait:

1. ilexiste 7 : GZ+ — Btelquemo T = 7.

£eB
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Le bord de Poisson

L'espace B := GZ+ /n satisfait:

1. ilexiste 7 : G%+ — Btelquemo T = .

2. G ~ B est une action mesurable et 7 est G-équivariante.
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Le bord de Poisson

L'espace B := G%+ /1) satisfait:

1. il existe 7 : G%+ — Btelque o T = .
2. G n B est une action mesurable et 7 est G-équivariante.

3. v = [P est une mesure de probabilité sur B qui est
p-stationnaire:

v=pxvi=Y_ pg)g..
geG

Eduardo Silva Le bord de Poisson des produits en couronne



Le bord de Poisson

L'espace B := G%+ /1) satisfait:

1. il existe 7 : G%+ — Btelque o T = .

2. G n B est une action mesurable et 7 est G-équivariante.

3. v = [P est une mesure de probabilité sur B qui est

p-stationnaire:
v=pxvi=Y_ pg)g..
geG

Definition
Lespace (B, v) est le bord de Poisson de la p-marche aléatoire sur G.
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Le bord de Poisson

Un espace de probabilité (X, \) sur lequel G agit de maniére mesurable
s’appelle un ;i-bord de G s'il existe une application B — X qui est
G-équivariante.

De maniére équivalente:

Definition
(X, \) est un i-bord de G si:

1. ilexiste m : G%+ — Xtelquem o T = .
2. G n X est une action mesurable et 7 est G-équivariante.
3. X = m, [P est y-stationnaire:

A=pxXi=Y u(g)ge.
getG
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Le bord de Poisson

Etant donné (G, 1) et notant (B, ) son bord de Poisson:

Est-ce que (B,v) = ({x},0x) ?
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Le bord de Poisson

Etant donné (G, 1) et notant (B, ) son bord de Poisson:

Est-ce que (B,v) = ({x},0x) ?

Supposons que I'on connait un p-bord (X, ).

Est-il vrai que (X, \) = (B,v) ?
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Exemple: le groupe libre

Prenons G = F, = F({a,b}) le groupe libre de rang 2, et

1
((Sa 4+ 0,-1 4 0p + 5b*1) .

T+

ILI/:

|

oIt
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Exemple: le groupe libre

Prenons G = F, = F({a,b}) le groupe libre de rang 2, et

((53 + 5a—1 =+ 5b + 5b—1) .

PN

'LL:

Alors P-p.s. il existe £ € OF, = {mots infinis réduits sur {a*", b*'}}
telque w, —— &.
n—o0

Lespace (OF,, A) est un p-bord, ol pour tout A C JF, mesurable:

A(A) ::IP’(Iim Wa eA).

n—o00
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Bord de Poisson des groupes libres

Plus généralement: si ;4 est une mesure de probabilité sur F, avec
(supp(p)) non-abélien, I'espace (OF2, \) est un u-bord.

On sait que (OF, \) est le bord de Poisson dans les cas suivants:

supp(u) = {a,b,a=",b™"} [pynkin-Maljutov ‘61]

v

supp(,u) fini [Derriennic 75]
H(k) = > ger, —1(9) log(11(g)) < oo et Eflog(|wa[)] < oo

[Kaimanovich '00].

v

v

v

H(N) < OO [Chawla-Forghani-Frisch-Tiozzo '22].
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Bord de Poisson des groupes libres

Plus généralement: si ;4 est une mesure de probabilité sur F, avec
(supp(p)) non-abélien, I'espace (OF2, \) est un u-bord.

On sait que (OF, \) est le bord de Poisson dans les cas suivants:
» supp(u) = {a,b,a=",b~"} [pynkin-Maljutov ‘61]

> supp(,u) fini [Derriennic 75]

> H(p) = > ger, —1(9) log(1(g)) < oo et Eflog(|wa|)] < oo

[Kaimanovich '00].

» H(u) < OO [Chawla-Forghani-Frisch-Tiozzo '22].

Pour des mesures avec H(u) = oo c’est un probléme ouvert!
Méme si on suppose supp(x) € J,~q{a,b}".
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Produits en couronne

Le produit en couronne des groupes A et B est
AB:=EPAxB,
B

ou@PgzA={f:B— A|fasupportfini} et Bagitsurf € Py A:

(b-f)(x) = f(b~'x), x,b € B.

Interpretation comme groupe d’allumeur de réverbéres

Multiplier (f, x) € A B a droite par des éléments de A modifie la
configuration des lampes f a la position x, pendant que multiplier a
droite par des éléments de B modifie la position position.
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Le bord de Poisson des produits en couronne

Considérons la marche aléatoire (Z /27179, 1), d > 1:

(fa, Xn) € G = 7Z/27.02%,n > 1

Proposition (Kaimanovich - Vershik '83)

Si supp() est fini et u 4 est transiente, alors la configuration de
lampes se stabilise presque sdrement:

Il existe fo, : Z¢ — 7./27 tel que f,(v) —— foo(V) pour tout v € z°.

Par conséquent, I'espace £ = <(Z/ZZ)Zd, )\> est un p-bord, ot

AA) = P(fo € A)

pour A C (Z/27)%" mesurable.
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Le bord de Poisson des produits en couronne

Considérons la marche aléatoire (Z /27 Z%, 1), d > 1:

(f, Xn) € 6 = Z)27.0 79, n > 1

Proposition (Kaimanovich '01)

Si Ege 6 19]1(g) < oo et uya est transiente, alors la configuration de

lampes se stabilise presque sirement:

Il existe fo, : 79 — 7./27. tel que f,(v) —— foo (V) pour tout v € ZF.
n—o0

Par conséquent, I'espace £ = ((Z/ZZ)Zd, A) est un p-bord.
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Le bord de Poisson des produits en couronne

Considérons la marche aléatoire (Z /271 Z9, 1), d > 1

(fr, Xn) €6 =17/2727%n>1, et L = ((Z/zz)z", A) .

> Si) e l9li(g) < oo et E[Xq] # 0, alors L est le bord de
Poisson [Kaimanovich '01].

Le cas E[X;] = 0 est plus délicat (et on considére d > 3):

> Si ) ,c6l9[°(g) < oo etd > 5, alors L est le bord de Poisson
[Erschler "11].

> Sid e l9?11(g) < oo etd > 3, alors L est le bord de Poisson
[Lyons - Peres "21].
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Le bord de Poisson des produits en couronne

Théoréme [Frisch - S. '23]

Considérons y une mesure de probabilité sur G = Z /272 79 d>1.

Supposons que

> H(p) = > ge6 —1(9) log(k(g)) < oo, et
» la configuration de lampes se stabilise presque srement.
Alors £ = ((Z/ZZ)Zd, )\) est le bord de Poisson.
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Le bord de Poisson des produits en couronne

Théoréme [Frisch - S. '23]

Considérons y une mesure de probabilité sur G = Z /272 79 d>1.

Supposons que

> H(p) = > ge6 —1(9) log(k(g)) < oo, et
» la configuration de lampes se stabilise presque srement.

Alors £ = ((Z/ZZ)Zd, )\) est le bord de Poisson.

Les deux hypothéses sont satisfaites en particulier quand d > 3,
(supp(u)) = Get 3 cq9lp(g) < oo
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Le critére d'entropie

Notons H(wp) == — > P(wh = g) log(P(wn = g))

Supposons que H(u) < oo. Alors

limp_ oo @ = 0 <= le bord de Poisson de(G, p) est trivial.
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Le critere d'entropie conditionnelle

Si X = (X, A) est un pu-bord, alors pour A-presque tout £ € X il existe la
probabilité conditionnelle ¢, qui satisfait P = [, P dA(¢).

Définissons Hy(wp) = / S P (w, = g) log(P(wn = g)) dA(E).
X geG

Théoréme [Kaimanovich '00]

Supposons que H(u) < oo et que I'on connait un p-bord X = (X, \).

Alors

limp— 00 Hx(nw") = 0 <= Xest le bord de Poisson (G, u).
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La méthode

Soit X un u-bord de G, et H(u) < oco. Supposons que l'on peut trouver
des partitions (P, )s>0 of GZ tels que

1. H(Ps) = o(n)
2. Hx(wy | Pn) = o(n).
Alors X est le bord de Poisson de (G, 1).

En effet, on a:

Hx(wWn) < Hx(Wn V Pn) < H(Pn) + Hx(Wn | Pn) = o(n).
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Exemple: le semigroupe libre (cf. Forghani - Tiozzo)

Considérons Z /27, Z et notons a = dot, b = t.

Pour toute 1 avec supp(u) C (a,b)™ les configurations de lampes

{f,}n se stabilisent.

Eduardo Silva
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Exemple: le semigroupe libre (cf. Forghani - Tiozzo)

Considérons Z /27, Z et notons a = dot, b = t.

Pour toute 1 avec supp(u) C (a,b)™ les configurations de lampes
{f,}n se stabilisent.

Example (1)
Pour (1 = 36, + 345 le bord de Poisson est £ = ((Z/2Z)%, \).
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Exemple: le semigroupe libre (cf. Forghani - Tiozzo)

Considérons Z /27, Z et notons a = dot, b = t.

Pour toute 1 avec supp(u) C (a,b)™ les configurations de lampes
{f,}n se stabilisent.

Example (1)
Pour (1 = 36, + 345 le bord de Poisson est £ = ((Z/2Z)%, \).

1. Notons {(fn, Xn) }n la p-marche aléatoire sur Z /271 Z.
foo(V)  siv < X,
0 siv> X,.

3. OnaX, =npourtoutn > 1.

4. Alors He(fn, Xp) = 0.

2. onafy(v) =
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Exemple: le semigroupe libre (cf. Forghani - Tiozzo)

Example (2)
Le bord de Poisson de toute mesure 1 avec supp(p) C (a,b)™ et
H(p) < oo est £ = ((Z/2Z)%, N).
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Exemple: le semigroupe libre (cf. Forghani - Tiozzo)

Example (2)
Le bord de Poisson de toute mesure 1 avec supp(p) C (a,b)™ et
H(p) < o est £ = ((Z/2Z)%, N).

1. Notons {(fn, X») }n la p-marche aléatoire sur Z /271 7.
foo(V)  sSiv < Xp,

0 siv > Xp.

3. He(fa | Xn) = 0.

2. Onafp(v) =

Eduardo Silva Le bord de Poisson des produits en couronne 20



Exemple: le semigroupe libre (cf. Forghani - Tiozzo)

Example (2)
Le bord de Poisson de toute mesure 1 avec supp(p) C (a,b)™ et
H(p) < o est £ = ((Z/2Z)%, N).

1. Notons {(fn, X») }n la p-marche aléatoire sur Z /271 7.
foo(V)  sSiv < Xp,
0 siv> X,.

3. He(fa | Xn) = 0.

2. Onafp(v) =

4. H(X,) = o(n) car c’est une marche aléatoire sur un groupe
abélien.

5. Alors He(fq, X,) = o(n).
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Fin

Eduardo Silva

Merci beaucoup !

Le bord de Poisson des produits en couronne

21



Amenability and Poisson boundaries

Théoréme [Azencott '70, Furstenberg '73]
Soit ;1 une mesure de proba non-dégénérée G. Si G n'est pas
moyennable, alors (G, 1) a un bord de Poisson non-trivial.

Théoréme [Rosenblatt ‘81, Kaimanovich-Vershik '83]
Tout groupe moyennable admet une mesure de probabilité
non-dégénérée avec un bord de Poisson trivial.

Remark

7]27.2 7% d > 3, est moyennable et satisfait que toute mesure de
proba non-dégénérée d'entropie finie H(i) < oo a un bord de Poisson
non-trivial (Erschler '04).
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