Topologie et calcul différentiel

Probléme : Sous-groupes de Lie de M, (R)
Rappels et notations

e On note d > 1 un entier.

e On rappelle que exp : My(R) — GL4(R) est de classe C.

I - Compléments sur ’exponentielle de matrices

1. Montrer qu'il existe V' C GL4(R) un voisinage de Id, U C M (R) un voisinage de 0 et
un Cl-difféeomorphisme [ : V' — U tels que pour tout A € V,exp(l(A4)) = A.

2. Soit (A, B) € My(R).

(a) Montrer que si (A,,) est une suite de matrices qui converge vers A, alors
n—oo

exp(A + B) = lim (exp (%) exp (%)Y

(c) On note [A, B] = AB — BA le crochet de Lie de A et B. Montrer que

x5 = fin (o0 (7)o () s () oo (57) )

3. Soit G un sous-groupe fermé de GL4(R). On définit alors I’algébre de Lie de G (que 'on
notera par la (les) lettre(s) gothique(s) minuscule(s) correspondante(s))

exp(A) = lim (Id —i—%)

(b) Montrer que

2

g={A € MyR);Vt € R,exp(tA) € G}

(a) En utilisant les questions précédentes, montrer que g est un sous-espace vectoriel
de M,4(R) stable par crochet i.e. si A, B € g alors [A, B] € g.

(b) Exemples : Montrer que les algébres de Lie de SLy(R) et de Oy4(R) sont :
sly(R) = {A € My(R);tr(A) =0};  04(R) = {A € My(R); A=—-"A}

II-Quelques notions de sous-variété de R?

Définition. On dit que M C R? est une sous-variété lisse de dimension p en a € M s’il
existe un voisinage U de a dans RY et un C®-difféomorphisme o : U — ¢(U) C R? tel que

p(UNM) = oU)NR x {0}

On dit que M est une sous-variété lisse de R? de dimension p si c’est une sous-variété lisse
de dimension p en tout point a € M.
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1.

Soit U C R% et f: U — R" de classe C*. Soit a € U tel que df (a) est surjective (on dit
que f est une submersion en a). On suppose de plus que f(a) = 0. Montrer qu’il existe
un voisinage W de @ dans U, un voisinage V de 0 dans R? et un C* difféomorphisme
YV — W tels que pour tout x € V,

fo(r) = (z1,...,2,)

Soit M C R? une sous-variété lisse de dimension p et soit a € M. Montrer qu’il existe
un voisinage U de a dans R? et f : U — R?? une submersion tels que

MnU=f"({0})

Réciproquement, on se donne un ouvert U de R, f: U — R4 de classe C® et a € U
tel que df (a) est surjective. Montrer que f~'({0}) est une sous-variété lisse en a. Quelle
est sa dimension.

4. En déduire que SL4(R) et O4(R) sont des sous-variétés lisses. Donner leur dimension.

ITI- Théoréme de Cartan Von-Neumann

On souhaite démontrer le théoréme suivant.

Théoréme. Tout sous-groupe fermé de GL4(R) est une sous-variété.

On fixe donc un groupe fermé G. On rappelle que son algebre de Lie g a été définie dans

I’exercice 1 et que l'inverse locale de exp en Id a été notée [.

1.

Montrer que si GG est une sous-variété lisse en Id, alors c¢’est une sous-variété.

Dans la suite, on cherche & montrer que G est une sous-variété lisse en Id. On fixe h un
supplémentaire de g dans My(R) et on définit

¢:(g,h) €Egdh s edeh

(a) Justifier que ¢ est C* et donner sa différentielle en 0.

(b) On se donne alors U un voisinage de 0 tel que ¢ : U — (U) soit un C* difféomor-
phisme. Montrer que (U Ng) C GNe(U).

Soit (A,) une suite de matrices de G \ {Id} qui converge vers Id. Soit M une valeur
d’adhérence de (%) (cette suite est bien définie pour n assez grand, || - || est une

norme quelconque). Montrer que M € g.
Montrer qu’il existe un voisinage de 0, U’ C U tel que G Np(U’) C p(gNT’).

Conclure.
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