Topolgie et calcul différentiel Année 2020/2021

TD 9 : Calcul différentiel
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Henri Cartan (1904-2008) est un ancien éléve de I’Ecole Normale Supérieure (comme vous
avez stirement du deviner), ou il y fit la connaissance d’André Weil, avec qui, entre autres, il
fonda le groupe Bourbaki. Il est reconnu pour ses travaux en topologie ou encore en analyse
complexe. Il est aussi 'auteur d’un ouvrage treés complet qui pourrait vous servir dans ce cours :
Calcul différentiel, Paris, Hermann, 1967.
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Exercice 1 : Echauffement

1. Soit E un espace de Banach, U C E ouvert, z € U, v € E\{0} et f : U - F
différentiable en z. Quelle est la dérivée en 0 de I'application (définie au voisinage de 0),
t— flx+tv)?

2. Donner les différentielles de z € R" — Az € R™ ou A € M, »,(R)
3. Donner la différentielle de x € R" — (Bz,x) € R ou B € M, (R)
4. Soit (£, N) un espace de Banach. L’application « — N (x) est-elle différentiable ?

Exercice 2 : Des calculs a savoir faire rapidement
Calculer les différentielles sur R™ \ {0} de

Lz e R"\ {0} — ||z]]o = /> ;27 €R
2. z e R*"\ {0} — Z- € R"

llll2

3. z € R"\ {0} = f(||z]]2) ou f: R* — Rest C.

Exercice 3 : Un contre exemple

On définit Papplication f : R? — R par

_ ] #si(@y) #(0,0)
fey) = { 0 en (0,0)

Montrer que f est dérivable en (0,0) dans toutes les directions mais pas différentiable.
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Exercice 4 : Fonctions convexes

On fixe U C E un ouvert convexe d’un espace de Banach normé FE.

1. Soit f: U — R différentiable. Montrer que f est convexe sur U si et seulement si pour
tout x,y € U,

fy) = f(z) > df (x)(y — x)

2. Soit f : U — R deux fois dérivable. Montrer que f est convexe si et seulement si pour
tout x € U et v € E, D*f(x)(v,v) > 0.

Exercice 5 : Coordonnées polaires

On définit @ : (r,0) €]0,+oo[x] — 7, 7[— (2,y) = (rcos@,rsinf) € R2\ D ou D est la
demi-droite R_ x {0}.

1. Montrer que ® est un C'-difféomorphisme.

2. Soit f: R?\ D — R C*. Calculer les dérivées partielles de g = f o ®, 0,9 et Jpg en
fonction de celles de f, 0, f et 0, f.

3. On suppose que f est C*. Exprimer Af = 02 f + 9, f en fonction des dérivées partielles
de g d’ordre 1 et 2.

4. Soit f : R*\ {0} C? radiale i.e. de la forme f(x,y) = g(r), telle que Af = 0. Montrer
qu’il existe a,b € R telles que f(z,y) = alogr + b.

Exercice 6 : Différentielle du déterminant

On note £ = M, (R).
1. Montrer que det est C* sur F et montrer que pour tout M € E, H € F,

dy det(H) = tr (com(M )" H)

ou com M désigne la comatrice de M.

2. Soit t € R — A(t) € F continue. Soient également yi,...,y, € C'(R,R") solutions de
y' = A(t)y. On note w(t) le wronskien de y1, . . ., y,, & savoir, w(t) = det(y1(t), ..., yn(t)).
a) Calculer w'.
b) On suppose que A(t) = A est constante. En déduire det(e!4).

Exercice 7 : Différentielle de ’'inverse

Soit E un espace de Banach. On note £(E) 'ensemble des endomorphismes continues de
E. On notera U 'ensemble des endomorphismes bijectifs continus.

1. Rappeler de quel théoréme découle I'affirmation : siu € U,u~! € U.

2. Montrer que si u € L(F) vérifie ||u|| < 1, alors Idg +u € U.

3. En déduire que U est ouvert.

4. Montrer que u € U — u~! € L(E) est différentiable et calculer sa différentielle.
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@Pour aller plus loin @
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Exercice 8
Soit f : R — R de classe C?%. On définit F: R? — R par :

fW)—f(z) o
Flo.g) - { Lo sia y
flz)siz=y

Montrer que F est C' et donner sa différentielle.

Exercice 9 : Différentielle de I’exponentielle

On rappelle que I'exponentielle d'un endomorphisme u € L(FE) (ot E est un espace vectoriel
normé de dimension fini) est définie par les deux fagons suivantes :

o uk
Loexp(u) = 22020

2. Si ¢(t,yo) est I'unique solution de I’équation différentielle ¥’ = u(y) de données initiales
¢(07 yO) = Yo, alors exp(u)(yo) - ¢(17y0)

On note dans la suite £ = M, (R).

1. Montrer que exp est différentiable en 0 et donner sa différentielle.

2. Si A € E, on définit ad A € L(F) par ad A(B) = AB — BA. Montrer que pour tout
A, Be FE ona
exp(A)Bexp(—A) = exp(ad A)(B)

3. On admet que exp : E — R est C*°. Soient A, B € E. Pour t € R, on définit G; : v €
R +— exp(—tA) exp(t(A+uB)) et g(t) = G}(0). Montrer que

g'(t) = exp(—tad A)B; g(0) = 0

4. Déduire des questions précédentes que l'on a

oo

dexp(A) - B = exp(A) Z

k=0

1

G adA)B (3)

Exercice 10 : Un peu de calcul des variations

Soit I = [a, b] un segment de R. On note £ = C*(I,R), que 'on munit de la norme

1 £1] :Sgp\flﬂt}plf’l
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On rappelle que E est ainsi un espace de Banach.
On se donne également une applications £ : R? — R de classe C'. On note 9; la dérivée partielle
de f par rapport a la i-éme variable. On définit une "fonctionnelle" sur F par

1. Montrer que F est différentiable sur E et que pour tout f € £, h € E,

dF(f)-h =/ (2L, f(x), ['(x)) - h(x) + O5L(x, f(x), f'(x)) - I (z)] dx

2. Dans cette question, on se donne f € E tel que pour tout g € E vérifiant g(a) =
f(a),g(b) = f(b) alors F(f) < F(g). On notera u(z) = hL(x, f(z), f'(x)) et v(x) =
OsL(x, f(x), f'(x)).

a) Montrer que pour tout h € E tel que h(a) = h(b) =0, dF(f)-h = 0.

b) Soit U continue sur [ telle que pour tout h € E vérifiant h(a) = h(b) = 0, on ait
fab U(z)h (x)dx = 0. Montrer que U est constante.

c) En introduisant une primitive U de u, montrer que v est C' et vérifie v/ = w.
Autrement dit, f vérifie les équations d’Euler-Lagrange :

oLl f(2). (@) = DoLla, [(2). [ (2)

d) Que dire d'une solution f dans le cas ou L(z,vy,2) = (1 + 22)'/2, autrement dit, le
cas ou F(f) n’est autre que la longueur de la courbe de f. Commenter.
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