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Ce TD porte sur les fonctions entières, en particulier sur les produits de Weierstrass et deux applications.
On corrigera les exercices 1-5.

Produits de Weierstrass

Exercice 1. Produits de Weierstrass généraux

On définit W0(z) := 1 − z et si p ⩾ 1 est un entier on pose Wp(z) := (1 − z) exp
(
z + z

2 + · · ·+ zp

p

)
appelés les

facteurs de Weierstrass, qui définissent des fonctions entières qui admettent un zéro simple en 1.

1. Montrer que que si |z| ⩽ 1
2 alors |logWp(z)| ⩽ 2|z|p+1

p+1 .

2. Soit (zn)n∈N une suite de nombres complexes tels que pour tout n ∈ N on a |zn| ⩽ |zn+1| et |zn|
n→∞−−−−→ ∞. Alors

il existe une fonction entière P dont les zéros sont les zn comptés avec multiplicité. On construira cette fonction à
partir d’un produit de Wp bien choisis : ce produit est appelé produit de Weierstrass.

3. Soit f une fonction entière non nulle. Alors il existe d ∈ N, P un produit de Weierstrass et h une fonction entière
tel qu’on ait la factorisation f(z) = zdP (z)eh(z).

4. Montrer que toute fonction méromorphe sur C est le quotient de fonctions holomorphes.

Exercice 2. Fonctions Bêta et Gamma

À l’aide de l’exercice précédent, on se propose de démontrer quelques identités.

1. Montrer 1
Γ(z) = zeγz

∏∞
k=1

(
1 + z

k

)
e−

z
k . où γ est la constante d’Euler et Γ(z) =

∫∞
0

tz−1e−tdt.

2. Soit p, q ∈ C tels que ℜp > 0 et ℜq > 0, on définit la fonction Bêta par

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt.

Montrer Γ(p)Γ(q) = Γ(p+q)B(p, q) puis en déduire la formule des compléments : Γ(p)Γ(1−p) = π
sin(πp) pour p /∈ Z.

3. Montrer l’approximation de Stieltjes :

Γ(z) =
(z
e

)z
[(

2π

z

)1/2

+O(z−3/2)

]
lorsque |z| → ∞ uniformément dans tout secteur {z ∈ C | |arg z| ⩽ π − δ} pour δ > 0.

Exercice 3. La formule de Jensen

Soit f une fonction entière telle que f(0) ̸= 0. Pour s ∈ R+ on note n(s) le nombre de zéros de f de module ⩽ s,
comptés avec multiplicités et M(r) := sup|z|=r|f(z)|.

1. Notons (zn)n∈N les zéros de f comptés avec multiplicités de sorte que |z1| ⩽ |z2| ⩽ . . . . Montrer que pour r ∈ R+

et n ∈ N tels que |zn| ⩽ r ⩽ |zn+1| on a

log

(
|f(0)|rn

|z1z2 · · · zn|

)
=

1

2π

∫ 2π

0

log|f(reiθ)|dθ.

2. En déduire la formule de Jensen : pour tout r ∈ R+ on a

log|f(0)|+
∫ r

0

n(s)

s
ds =

1

2π

∫ 2π

0

log|f(reiθ)|dθ.

3. Montrer qu’il existe une constante C ∈ R telle que n(r) ⩽ logM(2r)
log 2 + C.
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Exercice 4. Fonctions d’ordre fini

On dit qu’une fonction entière f est d’ordre fini s’il existe une constante C et ρ telle que |f(z)| = O
(
eC|z|ρ) lorsque

|z| → ∞. L’ordre de f est alors l’infimum des ρ tels que la borne précédente est vraie.

1. Soit (zn)n∈N une suite de nombres complexes tels que pour tout n ∈ N on a 0 < |zn| ⩽ |zn+1| et |zn|
n→∞−−−−→ ∞.

Supposons qu’il existe un entier p ∈ N tel que

∞∑
n=1

1

|zn|p+1
< ∞,

et prenons le plus petit entier p tel que la série précédente converge. Justifier que le produit de Weierstrass P (z) =∏∞
n=0 Wp

(
z
zn

)
converge uniformément sur tout compact et montrer que P est d’ordre p+1. On appelle alors P le

produit canonique pour la suite de zéros (zn)n∈N et p le genre du produit.

2. Soit f une fonction entière d’ordre ρ et soit (zn)n∈N la suite de ses zéros non-nuls arrangés dans l’ordre croissant.
Montrer que pour tout σ > ρ on a

∞∑
n=1

1

|zn|σ
< ∞.

3. Montrer le théorème de factorisation d’Hadamard : soit f une fonction entière d’ordre ρ alors f se factorise en
f(z) = zdP (z)eQ(z) où P est le produit canonique associé au zéros de f et Q est un polynôme de degré n ⩽ ρ.

4. Déterminer le produit d’Hadamard du sinus et du cosinus

Applications

Exercice 5. Factorisation d’Hadamard de la fonction ξ de Riemann

Posons ξ(s) = s(1−s)
2 Γ

(
s
2

)
π−s/2ζ(s) où ζ est le prolongement de la fonction de la fonction zêta de Riemann.

1. Montrer que ξ est une fonction entière et que ξ(s) = ξ(1− s).

2. Montrer que ξ est d’ordre 1.

3. Montrer la factorisation d’Hadamard ξ(s) = ξ(0)
∏

ξ(ρ)=0

(
1− s

ρ

)
.

Exercice 6. Corde vibrante inhomogène

Le contexte physique est celui d’une corde vibrante dans l’intervalle [0, 1]dont la densité est caractérisée par une
fonction m : [0, 1] → R+. Supposons qu’il existe M0,M1 ∈ R+ tels que 0 < M0 ⩽ m(x) ⩽ M1. L’équation de la corde
s’écrit alors ∂2

xu(x, t) = m(x)∂2
t u(x, t). En séparant les variables on se ramène alors à l’équation φ′′(x) = λm(x)φ(x)

avec comme condition au bord φ(0) = φ(1) = 0 et λ ∈ R. On va montrer qu’il existe une suite de solutions {φn}n∈N
pour 0 > λ1 > λ2 > . . . avec λn → −∞. Les solutions propre de l’équation de départ sont alors de la forme
ua(x, t) = cos(

√
|λn|t− a)φn(x) pour a ∈ [0, 2π[. Si on veut des solutions continues, on doit mettre l’équation d’onde

stationnaire sous la forme intégrale.

1. Soit a, b ∈ C et soit λ ∈ R. Montrer que l’équation intégrale

φ(x) = a+ bx+ λ

∫ x

0

∫ t

0

m(s)φ(s)dsdt

admet au plus une solution continue. Justifier que si φ est lisse alors l’équation intégrale est équivalente à l’équation
des ondes stationnaire.

2. Montrer que les valeurs λ telles que l’équation intégrale précédente a une solution non nulle forment une suite infinie
(λn)n∈N telle que 0 > λ1 > λ2 > . . . , λn → −∞ et telle que pour tout ε > 0

∞∑
n=1

1

|λn|1/2+ε
< ∞.

3. Montrer l’encadrement − (nπ)2

M0
⩽ λn ⩽ − (nπ)2

M1
pour tout entier n ⩾ 1. On remarquera que les valeurs limites

correspondent aux λ dans le cas où la corde est homogène, i.e. m(x) est constant.
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