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Dernière mise à jour : 13 février 2023

Cette petite note a pour but de donner une correction partielle ou total des exercices du TD.

Suites et séries

Exercice 1.

Soit ζ = cos 2π
n + i sin 2π

n , alors on a zn − 1 =
∏n−1

k=0(z − ζk). On divise par z − 1 et on fait tendre z vers 1 pour
obtenir la formule

n−1∏
k=1

(1− ζk) = n.

Or on sait que sin kπ
n = ζk/2−ζ−k/2

2i . Ainsi

n−1∏
k=1

sin
kπ

n
=

1

(2i)n−1

n−1∏
k=1

(ζk/2 − ζ−k/2) =
1

(2i)n−1

n−1∏
k=1

ζ−k/2(ζk − 1) =
1

2n−1

n−1∏
k=1

(1− ζk) =
n

2n−1
,

où on a utilisé que
∏n−1

k=1 ζ
−k/2 = ζ−

n(n−1)
4 = (−i)n−1.

Exercice 2.

1. C’est vrai. En effet, remarquons que pour a ∈ C, on a

a2 = ℜ(a)2 −ℑ(a)2 + 2iℜ(a)ℑ(a).

Ainsi sous les hypothèses, la série
∑

n ℜ(an)2−ℑ(an)2 converge. On veut montrer que
∑

n ℜ(an)2+ℑ(an)2 converge,
il suffit donc de montrer que

∑
n ℑ(an)2 converge, ou bien, de manière équivalente, que

∑
n ℜ(an)2 converge. Mais

on sait que ℜ(an) > 0 et comme
∑

n an converge, en particulier, il existe un entier N ∈ N tel que pour n ⩾ N on
a ℜ(an) ∈ [0, 1] et donc ℜ(an)2 ⩽ ℜ(an) ce qui implique que la série

∑
n ℜ(an)2 converge car

∑
n ℜ(an) converge.

Ceci conclue la preuve.

2. C’est faux, il suffit de prendre an = 1
n pour n ⩾ 1, alors

∑
n|an|2 =

∑
n

1
n2 (qui vaut π2

6 ) converge mais
∑

n an =∑
n

1
n , la série harmonique, diverge.

3. C’est vrai mais la réciproque est fausse. Rappelons les définitions, soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur
une partie Ω ⊂ C à valeurs dans C et f : Ω → C. On dit que fn converge simplement vers f si pour tout z ∈ Ω,
fn(z) converge vers f(z). On dit que fn converge uniformément sur Ω vers f si

lim
n

sup
z∈Ω

|fn(z)− f(z)| = 0.

Ainsi, si fn converge uniformément vers f , pour z0 ∈ Ω on a |fn(z0)−f(z0)| ⩽ supz∈Ω|fn(z)−f(z)| donc en passant
à la limite on a montré que fn(z0) converge vers f(z0) donc fn converge simplement vers f .

Pour un contre exemple à la réciproque il suffit de prendre la suite de fonctions (fn : C → C)n∈N définie pour n ∈ N
par

fn(z) =

{
0 si |z| ⩽ n

1 sinon.

Alors (fn)n∈N converge simplement vers 0 mais supz∈C|fn| = 1 donc la limite des suprema est 1, ce qui signifie que
(fn)n∈N ne converge pas uniformément vers 0.
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4. C’est vrai mais la réciproque est fausse. Rappelons les définitions, soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur
une partie Ω ⊂ C à valeurs dans C. Alors on dit que la série

∑
n fn converge uniformément si la suite des sommes

partielles (
∑n

k=0 fk)n∈N converge uniformément (vers une fonction Ω → C). On dit que la série
∑

n fn converge
normalement si

∞∑
n=0

sup
z∈Ω

|fn(z)| ⩽ ∞,

c’est-à-dire que la série des normes sup des fonctions converge.
Premièrement si la série des fn converge normalement, elle converge simplement puisque pour tout z0 ∈ C, la
série

∑
n=0|fn(z0)| converge. On va montrer que

∑
n fn converge uniformément en utilisant le critère de Cauchy

uniforme, que l’on peut appliquer parce que C est complet. Soit m,n ∈ N deux entiers tels que m ⩾ n, alors pour
tout z0 ∈ Ω ∣∣∣∣∣

m∑
k=n

fk(z0)

∣∣∣∣∣ ⩽
m∑

k=n

|fk(z0)| ⩽
m∑

k=n

sup
z∈Ω

|fk(z)|

Or d’après la convergence normale, pour tout ϵ ⩾ 0 il existe N ∈ N tel que si n,m ⩾ N ,
∑m

k=n supz∈Ω|fk(z)| ⩽ ϵ.
Donc la suite des sommes partiels (

∑n
k=0 fk) vérifie le critère de Cauchy uniforme et donc converge uniformément.

Notez qu’on a même montré que
∑∞

n=0|fn| converge uniformément.
Pour un contre exemple à la réciproque il suffit de prendre la suite de fonctions (fn : C → C)n∈N définie pour n ∈ N
par

fn(z) =

{
1
n si z = n ⩾ 1

0 sinon.

Alors
∑

n fn converge vers la fonction f(z) =

{
1
z si z ∈ N \ {0}
0 sinon.

et cette convergence est uniforme puisque pour

z0 ∈ Ω et n ⩾ 1 un entier |
∑n

k=0 fk(z0)− f(z0)| ⩽ 1
n . Mais la série des normes sup diverge parce que c’est la série

harmonique :
∞∑

n=0

sup
z∈Ω

|fn(z)| =
∞∑

n=0

1

n
= ∞.

Donc la série converge uniformément mais pas normalement.

On retiendra les implications suivantes, dont les réciproques sont fausses :

Convergence : normale =⇒ uniforme =⇒ simple

Exercice 3.

1. Supposons que
∑

n|an| converge et soit M ∈ N tel que
∑

n|an| ⩽ M . Alors, comme la suite des sommes partielles
est croissante on a pour tout n ∈ N

n∑
k=0

|aσ(k)| ⩽ M.

Mais alors
(∑n

k=0|aσ(k)|
)
n∈N est une suite croissante et bornée donc convergente. Ainsi

∑
n aσ(n) est absolument

convergente et donc converge. Pour montrer que les limites sont les mêmes, soit ϵ ⩾ 0 et N un entier tel que∑
k⩾N |ak| ⩽ ϵ

2 . Soit Nσ un entier tel que {0, 1, . . . , N} ⊂ {σ(0), σ(1), . . . , σ(Nσ)}. Alors Nσ ⩾ N et∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

an −
Nσ∑
n=0

aσ(n)

∣∣∣∣∣ ⩽ 2

∞∑
n=N

|an|⩽ ϵ.

Ainsi les deux séries ont même limite, i.e. pour toute bijection σ : N → N on a
∞∑

n=0

aσ(n) =

∞∑
n=0

an.

2. On va commencer par montrer que la série a une sous-série divergente. On peut écrire an = rne
iθn où rn ∈ R×

+,
θn ∈ [0, 2π]. On partitionne le plan complexe en un nombre fini de secteurs angulaires : On choisit N ∈ N, N ⩾ 5
et on pose pour tout k ∈ J0, N − 1K

Ωk :=

{
z ∈ C | arg(z) ∈

[
2kπ

N
,
2(k + 1)π

N

[}
,
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et Sk := {n ∈ N | ak ∈ Ωk}. Alors il existe un entier k ∈ J0, N − 1K tel que
∑

n∈Sk
rn diverge et on montre que∑

n∈Sk
an diverge. En effet ∣∣∣∣∣ ∑

n∈Sk

an

∣∣∣∣∣ ⩾ cos

(
2π

N

) ∑
n∈Sk

rn = ∞.

On construit maintenant une permutation qui fait diverger la série, l’idée étant de concentrer les termes dans Sk.
Posons deux fonctions s, t : N → N qui dénombrent Sk et son complémentaire, toutes deux étant infinies puisque la
série converge, i.e. Sk = {s(n);n ∈ N} et N\Sk = {t(n);n ∈ N}. On construit la permutation : pour tout j ∈ N soit
nj un entier tel que |at(j)|+ j ⩽

∣∣∣∑nj−1
i=0 as(i) +

∑j
i=1 at(i)

∣∣∣, qui existe puisque la série diverge, et tel que nj < nj+1

. Alors on pose σ(nj) = t(j) et pour i ∈ Jnj + 1, nj+1K, σ(i) = s(i− j). Alors, par construction la série∑
n∈N

aσ(n)

diverge.

3. C’est évident par le point précédent : si pour toute permutation de N la série converge, alors elle ne peut pas
diverger absolument, sinon il y aurait une permutation pour laquelle la série permuté divergerait.

Exercice 4.

Le rayon de convergence de cette série est 1. En effet, le rayon de convergence est au plus 1 puisque limn Hn = ∞
et de plus Hn ⩽ n donc le rayon de convergence est au moins 1, puisque le rayon de convergence de

∑
n nz

n est 1.
Pour expliciter la série entière il faut reconnaitre un produit de Cauchy. En effet, pour z ∈ C tel que |z| < 1 on a

1

1− z
=

∞∑
n

zn,

log(1− z) = −
∞∑
n

zn

n

le second développement s’obtenant à partir du premier en intégrant. Le produit des deux fonctions donne le produit
de Cauchy sur les coefficients, en effet :

log(1− z)

z − 1
=

∑
anz

n, où ∀n ⩾ 1, an =

n∑
k=0

1 · 1
k
= Hn.

Exercice 5.

1. On fixe Q(x) = 1 + α1x+ · · ·+ αdx
d. Soit V1, V2, V3 les C-espaces vectoriels des suites (an)N à valeurs complexes

tels que respectivement (i), (ii) et (iii) sont vérifiées. On veut montrer V1 = V2 = V3, on a facilement que V1 = V2,
mais pour V3 on va utiliser un espace intermédiaire, correspondant à la décomposition en éléments simples de la
fraction dans V1. Soit donc V4 le C-espace vectoriel des suites (an)n∈N à valeurs complexes telles que

∑
n∈N

anz
n =

k∑
i=1

di∑
j=1

βij(1− γiz)
−j ,

où βij ∈ C et γi, di sont comme dans le point (iii). Pour commencer, on montrer que dimC V4 = d. Comme les
Rij(z) = (1 − γiz)

−j , où 1 ⩽ i ⩽ k et 1 ⩽ j ⩽ di sont des entiers, engendrent V4, on a dimC V4 ⩽ d puisque∑k
i=1 di = d. Il suffit donc de montrer que les Rij sont linéairement indépendants. Par l’absurde, supposons qu’il

existe cij ∈ C, non tous nuls, tels que ∑
cijRij(z) = 0.

Soit i tel que cij ̸= 0 et choisissons j le plus grand entier tel que cij ̸= 0. On multiplie la relation linéaire ci dessus
par (1− γiz)

j et on évalue en z = γ−1
i : on obtient cij = 0, une contradiction, ce qui conclut que dimC V4 = d.

On obtient facilement que dimC V1 = d et dimC V2 = d, mais aussi que dimC V3 ⩽ d. Mais remarquons que

1

(1− γz)j
=

∑
n∈N

(
−j
n

)
(−γz)n =

∑
n∈N

znγn

(
j + n− 1
j − 1

)
.
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Puisque
(
j + n− 1
j − 1

)
est un polynôme de degré j en n, on obtient que V4 ⊂ V3 et on conclut que V3 = V4.

De plus, pour (an)n∈N ∈ V1, il suffit de regarder le coefficient de zn dans la relation Q(z)
∑

n∈N anz
n = P (z) pour

obtenir (an)n∈N ∈ V2 et les dimensions assurent que V1 = V2. Finalement, en ramenant la somme
∑k

i=1

∑di

j=1 βij(1−
γiz)

−j au même dénominateur on voit que V4 ⊂ V1 et donc V4 = V1, ce qui finit la démonstration.

2. Dans cet exemple on voit que Q(z) = 1− z− z2 et on commence par calculer P (z) = az+ b : les conditions initiales
impliquent que P (z) = z ce qui démontre l’égalité. Or comme 1 − z − z2 = (1 − φz)(1 − φ̄z) où φ = 1+

√
5

2 et
φ̄ = 1−

√
5

2 , on en déduit que Fn = αφn + βφ̄n pour α, β ∈ C. Les conditions initiales donnent alors

Fn =
φn − φ̄n

√
5

.

3. Commençons par déterminer la relation de récurrence. On pose E = (1, 0), W = (−1, 0) et N = (0, 1). On est alors
entrain de compter le nombre de mots A1 · · ·An avec Ai = E,W,N et tel que EW et WE n’apparaissent jamais.
Soit n ⩾ 2, alors on a an−1 mots qui finissent par N . On a aussi an−1 mots qui finissent par EE, WW , ou NE
et finalement an−2 mots qui se terminent par NW . On a alors compté tous les chemins de longueur au moins 2
puisqu’ils se finissent tous par N , EE, WW , NE ou bien NW . Ainsi la relation de récurrence s’écrit

an = 2an−1 + an−2, a0 = 1, a1 = 3.

Ainsi Q(z) = 1−2z− z2 et il suffit de déterminer P (z) = az+ b : les conditions initiales donnent alors P (z) = 1+ z
ce qui démontre l’égalité. Comme 1− 2z− z2 = (1− (1+

√
2)z)(1− (1−

√
2)z) on en déduit que an = a(1+

√
2)n+

b(1−
√
2)n pour a, b ∈ C. Finalement les conditions initiales donnent

an =
1

2

(
(1 +

√
2)n+1 + (1−

√
2)n+1

)
Exercice 6.

1. On a en effet la somme téléscopique

n−1∑
k=0

(akbk − ak+1bk+1) = a0b0 − anbn,

que l’on peut écrire comme

n−1∑
k=0

(akbk − ak+1bk+1) =

n−1∑
k=0

ak(bk+1 − bk) + bk(ak+1 − ak)

2. Posons pour tout n ∈ N, An =
∑n

k=0 ak et Sn =
∑n

k=0 akbk. On va montrer que sous les hypothèses, (Sn)n∈N est
une suite de Cauchy. Posons A ⩾ 0 tel que |An| ⩽ A pour tout n ∈ N. Alors pour N,M ∈ N tels que N > M , on a
par la sommation d’Abel

|SN − SM | =

∣∣∣∣∣ANbN −AMbM +

M−1∑
k=N

Ak(bk+1 − bk)

∣∣∣∣∣ ⩽ AbN +AbM +

M−1∑
k=N

A|bk+1 − bk| ⩽ 2AbN .

Ceci conclut que (Sn)n∈N est une suite de Cauchy et donc convergente.

3. Il est clair que le rayon de convergence de
∑

n anz
n est ⩽ 1 puisque la série entière diverge pour z = 1. De plus

pour z ∈ C tel que |z| < 1, comme la suite des |an| est bornée disons par A on a
∞∑

n=0

|anzn| ⩽ A

∞∑
n=0

|z|n =
A

1− |z|
,

donc la série
∑

n anz
n converge absolument et donc le rayon de convergence est 1. Soit z ∈ U tel que z ̸= 1. Pour

la convergence au bord on applique le critère d’Abel. Pour tout N ∈ N∣∣∣∣∣
N∑

n=0

zn

∣∣∣∣∣ ⩽ 2

|1− z|
,

donc les sommes partiels des zn sont bornées. Ainsi on est bien sous les hypothèses du critère d’Abel et
∑

n anz
n

converge.
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Exercice 7.

Exercice 8.

1. On commence par observer que pour tout n ∈ Z on a∫ 2π

0

eintdt =

{
2π si n = 0

0 sinon.

On a de plus ℜ(f(reit)) = 1
2

∑∞
n=0(ane

int+ āne
−int)rn. Comme cette série converge normalement on peut échanger

l’intégrale et la somme pour obtenir∫ 2π

0

ℜ(f(reit))e−intdt =
1

2

∞∑
k=0

rk
∫ 2π

0

[ake
ikt + āke

−ikt]e−intdt.

Or dans cette somme, tous les termes pour k ̸= n s’annulent par la formule ci-dessus, et on obtient∫ 2π

0

ℜ(f(reit))e−intdt = rnπan.

2. La première inégalité est relativement directe, d’après la formule précédente on a

|an| ⩽
1

πrn

∫ 2π

0

|ℜ(f(reiθ))|dθ ⩽
2A(r)

rn
.

On majore maintenant la série, alors sous l’hypothèse que f(0) = 0, en utilisant l’inégalité précédente en R ⩾ r

|f(reiθ)| ⩽
∞∑

n=1

rn|an| ⩽ 2A(R)

∞∑
n=1

( r

R

)n

= 2A(R)

(
R

R− r
− 1

)
=

2rA(R)

R− r
.

Ainsi on conclut que M(r) = sup|z|=r|f(z)| ⩽
2rA(R)
R−r

3. On applique ce qui précède à g(z) = f(z)− f(0) et on obtient

M(r)− |f(0)| ⩽ 2r(A(r) + |f(0)|)
R− r

,

ce qui donne bien M(r) ⩽ R+r
R−r |f(0)|+

2r
R−rA(R).
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