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Les stocks sont-ils corrélés ?

On note (ri,- -+, ry) la loi des rendements des stocks du SP500.
On note / la loi du rendement de I'indice SP500.

Ordres de grandeur : 02 = \/E[I2] ~ 1072 et pour tout i

0?2 = /E[r?] ~2.1072.

On introduit la corrélation moyenne inter-stock :

ZE[no]/a

'761

On en déduit I'ordre de grandeur de p : p = o7 2 /52 2 0.25 d'oli la
nécessité de faire des modeéles multivariés (Théorie du portefeuille,
estimation du risque, etc...)



Théorie du portefeuille : Markowitz

On suppose que I'on veut investir au temps t dans N stocks de

rendements (r1(t),--- , rn(t)) de moyenne (p1,- -, un). On
considére les quantités suivantes (pour une allocation
(le"' 7WN)) :

e Gain moyen : G = vazl Wi L.
e Risque (mesuré par la variance) : R? = Z,’-V’J-:l wiw; G j,

ol (Gij)i<ij<n est la matrice des covariances.



Théorie du portefeuille : Markowitz

Programme de Markowitz : minimiser R avec une contrainte sur le
gain G ou bien maximiser G avec une contrainte de risque sur R.
En particulier, cela nécessite une bonne connaissance de la matrice
(Gij)i<ij<n- En diagonalisant la matrice C, on obtient les modes
marché (e®)1<q<n (associés 3 A1 > ... > ANy

;N N
et = — g e'r, r= g VAcee®
A/ N\
A Jj=1 a=1

Dans la décomposition ci-dessus, les variables e® sont décorrélées :
Ele*e’] = §a—p. En pratique, on trouve :

1 & 1<
1 _ 2: 1_ .
e_\/fl.lr” A_/\/ZC’J
J:

ij=1



Théorie du portefeuille : Markowitz

On introduit donc la matrice de covariance empirique

(Ciji<ij<n -

1T

Cij =7 > r(t)r(t)
i=1
Si N << T, le régime asymptotique est atteint; malheureusement,
en finance, N est comparable a T, ce qui ameéne a considérer
I'asymptotique N — oo et T/N N—> g (théorie des grandes
— 00

matrices aléatoires).



Quelques exemples de loi multivariée : loi Gaussienne

Densité de la loi Gaussienne :

1 s A
f(rl’. . ’rN) = - ¢ zzi,jzl r’(C )’Jrl7

~ /(2m)VdetC

ol C = (GCij)i<ij<n est la matrice des covariances.



Quelques exemples de loi multivariée : loi de Student

multivariée

Densité de la loi de Student multivariée :

N
=) 1
Ny

() (um)Vdet(€) (L Sy (€ 1)igm)

fF(r, -+ ) =

ol [(x) = [y~ £ te tdt.



Quelques exemples de loi multivariée : loi de Student

multivariée

On peut écrire la loi de Student multivariée comme o(r1,--- , rn)
ou :
e 0 est une volatilité commune de loi inverse gamma : /4= ol
s a pour densité f(s) = /2) sH/2-1e=s,

e (n,---,ry) est un vecteur Gaussien de covariance C



Loi du semi-cercle

Soit (X j)1i<i<j<n une suite i.i.d. de variables aléatoires centrées
de variance o2. Si j < i, on note Xij = Xj,i. On considere la
matrice symétrique X(N) = (X; ;/v/N)i<; j<n et on note
()\EN))lg,-SN le spectre de X(N).

Theorem (Wigner, loi du semi-cercle)

On alors la convergence presque siire suivante de la mesure
empirique :

; 2mo?

N

1 1

AL 00 o T2V~ Pliizard
1=



Loi de Marchenko-Pastur

Soit (X j)i<i<n,1<j<T une suite i.i.d. de variables aléatoires
centrées de variance o2. On considére la matrice symétrique X(V)

avec X(N) = (Xij/\/N)lﬁfSN71§f§T et on note ()\EN))lgigN le
spectre de X(N).

Theorem (Marchenko-Pastur)

On alors la convergence presque siire suivante de la mesure
empirique lorsque N — cc et T/N — q>1:
N— o0

N
q
Z e m\/(M = A)A = A )ep a9

ol A_ = 0%(1 — \/1/q)? et Ay = 02(1 + 1/1/q)?



Loi de Marchenko-Pastur : graphique

On choisit 02 = 1, N = 500 (Stocks du SP500) et T = 2000 (8
ans de données).

Distribution de Marchenko-Pastur

M-P density ——




Preuve : Schur complement formula

Soit AN+L) — (Aij)o<ij<n une matrice de taille N + 1. On note
(AINFL) 5 I'élément (0,0) de (ANNTD)~1 et AN) |a matrice de
taille N : (Aij)i<ij<n.

Lemme (Schur complement formula)

On a alors :

1
Ao — 31—y AioAoj(AM) ]

(ANFD) T =



Preuve : Résolvante d'une mesure

Si u(dX) est une mesure de probabilités, on introduit sa résolvante
L(z) pourze C\R:




Preuve : Résolvante d'une mesure

Si u(dX) = f(X)dA a une densité, on a :

Lemme

f(a) = — lim 1Im(L(a—{— i€))

e—0T T




Preuve : Formule du semi-cercle

Soit z € C\ R. On procéde par récurrence sur N. On consideére
donc la matrice symétrique X(N+1) — (Xij/VN 4+ 1)o<i<j<n. On
applique la Schur complement formula avec :

A(N-l—l)(z) _ x(N+1)

= zlny1

On obtient donc :

(A(N+1)(z))a(1) — 1

7 - e g S Xi0Xo (AN (2)); ]



Preuve : Formule du semi-cercle

On admet que :

1 1
N2 . wED_ Syl
=1 =1

Njoo f(A\)dA
On en déduit que :
1 U 1 1 &
_ A1) ()1
N+1;2_>\SN+1) N—’—l;( (Z))I,I
(N+1)

= E[(A(NH)(Z))O,O]



Preuve : Formule du semi-cercle

On a (en notant ()\(.N))1<,-<N les valeurs propres réelles de X(N)) :

1

Ellyo ; Xi0X0,j(AM(2)); 1]
- i S EGFEIUA )
i#j=1
- 2(/\5 O({])zzt (2l = X"M) Y (zly — xM)~1)
E[Xo,o]2 N 1
(N+1)2 &z AW

E[X5ol?
(N +1)|Im(z)|?




Preuve : Formule du semi-cercle

- . N 1 .
Sil'on note L(z) = lim -2 SV — 1 on obtient :
( ) Nesoo N+1 Z:_O Z—AENH)

1 1
H2) = im v (W)
1
NSoo El Xo,0 71]
4T N+ N+1 ZI,_] 1 XioXo, (AN (Z))i,j
1
W Bl ]
%z = iy P 1 XPo(AM(2));
1
~ E
N=o0 | _Najl ;\Izl(A(N)(Z)),-_,-l]
1

- z—02l(z)



Preuve : Formule du semi-cercle

On obtient donc pour z =a+ ib avec a,b >0 :

z—VZz2 —40%

On obtient facilement que —1/m(L(a+ ie)) — V4"27"”21|a|§20

e—07t 2mo?



Preuve : Formule de Marchenko-Pastur

On obtient la loi de Marchenko-Pastur par une méthode similaire.
On commence par le lemme suivant pour X une matrice N x T
(NS T):

Lemme

My =X\ _ ty\2y T—N
det(_x )\IN)—det(l—XX))\

Pour étudier la mesure spectrale de X(MtX(N) | suffit donc

o My —tx(V)
d’étudier celle de (—X(N) iy .



Preuve du lemme

Il suffit de constater que :

Mr =X\ (M1 0\ (A7 —AXX  —AX
X My )\ X Ay 0 Ny

On conclut en prenant les determinants.



Preuve : Formule de Marchenko-Pastur

Soit z € C\ R. On procéde par récurrence sur N. On considére

donc la matrice X(N+1) = (Xij/V'N+ 1)o<i<n,i<j<T. On applique
la Schur complement formula avec :

Z/ _tx (N+1)
A(N+1)(Z) = <_X(/zl—+1) ZIN+1 )



Preuve : Formule de Marchenko-Pastur

On obtient donc :
1

m -
zZ— N%rl Zi,j:l Xi,leJ(A(N’l)(Z))Tii,Tﬂ'

(AN ()54 =

ott AV1)(z) est une matrice de méme loi que

zl —tx(V)



Preuve : Formule de Marchenko-Pastur

On obtient aussi la formule suivante :

(A(N+1)(Z))E}s—T+1,N+T+1
1
z— iy ZL‘:l XN,iXN,j(A(N)(Z));_,jl

oti AN:2)(z) est une matrice de méme loi que AM)(z).



Preuve : Formule de Marchenko-Pastur

On admet que :

1 T 1T
il M Nt ~ = (M (z))71
FIAMES s FED AN

Njoo Ll(Z)

et de méme que +; Z,'T:JFTI\!H(A(N)(Z))i_i1 N Ly(z)
’ —00



Preuve : Formule de Marchenko-Pastur

En procédant comme pour la loi du semi-cercle, on en déduit les
équations suivantes pour Ly, L5 :

h(z) = z— O;LQ(Z)
et 1
La(2) = z—qo?Lyi(z)

On conclut en résolvant les équations, etc...
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