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Pricing d'option par minimisation de la variance

Dans cette section, on considére que I'on observe le prix
(Sn)o<n<T a dates fixes et que ce prix est adapté a la filtration
(Fn)o<n<T (information disponibe). On fait les hypotheses
suivantes par simplification :

® (Sn)o<n<T est une martingale par rapport a (Fn)o<n<T-

e Le taux d'intérét (riskless rate) r est nul.



Quelques Exemples : le modele additif

Modeles additifs : sous une forme trés générale, on choisit
Sj = Sj-1 = S00j€j

ol (€j)j>1 est un bruit i.i.d. centré de variance 1 et (;j);>1 un
processus de volatilité avec pour tout j, €; indépendant de (oy)k<;-

Remarque

Dans le modeéle additif, on ne suppose pas que (¢j)j>1 et (0})j>1
sont indépendants afin de construire des modéles avec effet Levier.



Quelques Exemples : le modele additif

Voici quelques exemples de modeles sur o; que |'on peut
considérer :

e Bachelier : 0; = 0.

e Volatilité locale : 0; = 0(Sj—1) o 0 : R = R.

o Multifractal avec Levier :

— —Efw?] (n—k U ()
oj = o(e” BZk—foo Yek), ol (wj)j>1 est un
processus gau55|en centre de covariance
2
Elwiwj] = A%Int = :|+1



Quelques Exemples : le modele multiplicatif

Modeles multiplicatifs : sous une forme trés générale, on choisit
Sj = Sj-1 = S-10j¢

ol (€j)j>1 est un bruit i.i.d. centré de variance 1 et (0;j);>1 un
processus de volatilité avec pour tout j, €; indépendant de (ok)k<;.

Remarque

On peut considérer les mémes modéles sur o; que dans le cas
additif.



Quelques Exemples : le modele multiplicatif

e Black-Scholes : 0 = 0.

e Volatilité locale : 0; = 0(S5j—1) o 0 : R = R.

e Multifractal avec Levier :
oj = a(ewf_E[wf] BYNTE e =Ke), ol (wj)j>1 est un
processus gaussien centré de covariance

T
E[w,wj] = )\2 ||"I+ m



Définition d'un portefeuille auto-financé

. . , 1 2 ,
Un portefeuille auto financé (7rj iy Jo<j<T est un processus adapté

2

a (Fj)o<j<T qui vérifie I'équation d'équilibre des flux financiers :
1 2 _ 1 2¢. i _
On considere alors le processus de richesse (V})o<j<T associé :

Vi=nj+7S, j=1...T



Définition d'un portefeuille auto-financé

Pour tout portefeuille auto-financé, on a I'expression suivante
(intégrale) :

J
Vi=Vo+ > m 1(Sk—Sk-1), j=1...T
k=1



Prix d'une option européenne

Dans ce cas, le prix de vente équitable ¢ d'une option pour
quelqu'un qui se couvre avec le portefeuille (771-1,752)05,-37- est tel
que en moyenne celui-ci ne gagne rien :

.
Elc+ Y me1(Sk = Sk1) — (S = K)+] =0
k=1
;
= c = E[(St = K)+ = >_ mi—1(Sk — Sk-1)] = E[(ST — K)4].

k=1

c est donc indépendant du portefeuille : on peut donc définir un
prix non ambigu.



Portefeuille qui minimise la variance

Dans le cadre ci-dessus, supposons qu'un agent trouve un acheteur
de 'option au prix de vente ¢ > E[(ST — K)+]. Le vendeur de
I'option a intérét a minimiser le risque associé a la vente de
I'option. Nous choisirons comme mesure de risque la plus simple
qui permette de faire des calculs, a savoir le risque quadratique.
Dans ce cadre, le vendeur cherche le portefeuille auto-financé
(7rj1,7rj2)0§j§7- qui minimise :

T

inf El(e + 3 m-(Sk — Sk-1) = (ST~ K):)’)
J k=1



Portefeuille qui minimise la variance

Nous pouvons alors énoncer le théoreme suivant :

Théoreme

Il existe un portefeuille (Wf)osjg-r solution du probléme de
minimisation ci-dessus. Celui-ci est donné par :

o El(ST = K)4(S) = §i-)|Fa]
T T RS - SRl




Quelques Exemples de hedge

Modele de Black-Scholes : c’est un modele multiplicatif
S;—Sj_1 = Sj_10¢;. On note :

2 (x) = E[(ST = K)+(Sj = 5-1)ISj-1 = X]
I E[(Sj = S-1)?Sj-1=x]

On a alors :

Proposition (Hedge dans B.S. discret)

T
7Tjg—l(x) = E[kH (1+ Uek)ln[:j(1+aek)>§]



Portefeuille qui minimise la variance : le cas continu

Dans le cas continu, on peut étendre tous les résultats précédents
sous des hypotheses similaires : le prix (S¢)o<¢<T est une
martingale par rapport a la filtration (F;)o<¢< T, €tc...

En particulier, on obtient la formule suivante pour le hedge optimal
(sous réserve que la limite existe) :

Théoreme (Hedge optimal dans le cas continu)

-2 _ jim E[(ST — K)+(St4e — St)’ft]‘
£ e E[(St+e — St)?| Fi]




Quelques Exemples de hedge dans le cas continu : le

modele de volatilité stochastique additif

On consideére le modele de volatilité stochastique : dS; = 0:SydBs
ou le processus de volatilité (o¢)o<¢<7 est indépendant du
brownien (Bt )o<t<7. On considere la filtration F¢ = 0{Ss; s < t}.
On a alors :

Proposition (Hedge optimal dans le modéle de volatilité
stochastique)

St —K

50\/ftT o2ds

s = E[N( )| Fe]




Quelques Exemples de hedge dans le cas continu : le

modele de volatilité stochastique multiplicatif

On considere le modele de volatilité stochastique : dS; = 0:5:dB;
ou le processus de volatilité (o¢)o<¢<7 est indépendant du
brownien (B:)o<t<7. On considere la filtration F¢ = 0{Ss; s < t}.
On a alors :

Proposition (Hedge optimal dans le modéle de volatilité

stochastique)

In(Se/K) +1/2 [T o2ds
w2 = (RO 0ty 2y
\/ [, o2ds
ob N(x) = [*, <L dt.



Quelques Exemples de hedge dans le cas continu : le

modele de volatilité locale

On considére le modele de volatilité locale : dS; = o(S5:)S:dB; ou
le processus de volatilité (o(St))o<¢<T est une fonction du prix S;.
On considere la filtration F; = 0{Ss; s < t}. En introduisant le
processus de prix ¢(t,S) = E[(ST — K)+|S: = S], on obtient :

Proposition (Hedge optimal dans le modéle de volatilité locale)

dc
ﬂ-? = %(t? St)



Le role du drift et problemes d'arbitrage

Dans la sections précédentes, nous avons occulté le probleme du
drift. Nous allons considérer le cas ou le prix (S¢)o<¢<T Ssuit (sous
P#) un modele additif :

St = So(1 + Buyo,g + Kt),

ol M est une mesure aléatoire indépendante du brownien B.
Supposons dans un premier temps que I'on néglige le drift . On
veut voir I'impact de cette erreur sur le prix d'une option a la
monnaie (le strike K = Sp).

Remarque

Dans le cadre de la théorie mathématique sur I'absence d’arbitrage,
il est impossible de donner un prix a une option dont le sous-jacent
vérifie I'équation ci-dessus. Néanmoins, cette théorie est irréaliste
sur un plan pratique.



Le role du drift et problemes d'arbitrage

On suppose donc que I'on néglige le drift et que I'on hedge avec le
portefeuille optimal au sens de la variance. Rappelons que le prix
de I'option P et le portefeuille optimal (72)o<;<T ont pour
expression :

V p o SEL/MO.T]
R

o f= E[N(&)&T_f:ﬂ)\}—t]-



Preuve : Etude du rdle du drift

On peut montrer que le prix de I'option est indépendante du drift!
Si I'on suppose que M[0, t] = 0%t (Bachelier) alors il est possible
de montrer que I'on a un hedge parfait (miracle!) :

.
(ST — So)+ Z/ 72dS:, p.s.
0



Formule du smile : les premiers cumulants d'une variable

aléatoire

Si X est une variable aléatoire centrée (E[X] = 0), on introduit les
3 premiers cumulants :

o I'écart type : o2 = E[X?].

e |a skewness : S = %);3] (mesure de la dissymétrie des queues
de distribution).
.. E[XY] ;
e la kurtosis : kK = = =3 (mesure du poids des queues de

distribution).

Remarque

Dans le cas de la gaussienne, on a S =0 et kK = 0.




Formule du smile : approximation gaussienne (Edgeworth

expansion)

On note N(x) = [~ (et N(x) =1 — N(x)). On obtient
le developpement suwant Iorsque S<<letrn<<l:

Proposition (Edgeworth expansion)

X —EX]

P X)—N(X)%— ®(x) - 4N(4)( x)-



Formule du smile pour les modéles additifs

On suppose que I'on travaille avec un modeéle additif (S¢)¢>1 :

St:5o(1+r1+...+rt)

ou la suite (r¢)¢>1 est une suite stationnaire centrée de variance o?

de corrélation nulle : si s # t alors E[rsry] = 0.
On veut relier le prix des options avec (S;)¢>1 au prix des options
avec le modele de Bachelier (S8%)>1 :

SBS = Sy(14+n+...4+nr)

ou la suite (r¢)¢>1 est une suite i.i.d. normale centrée de variance

2



Formule du smile pour les modéles additifs

Dans le cas des options de strike K et de maturité T (payoff
(51 — K)4+), on introduit la moneyness M = 'f;‘;g On note St

et k1 la skewness et la kurtosis de la variable STSOSO Remarquons

que la variance de TS 20 est o2 7.
0
On obtient alors la formule du smile :

Proposition (Bouchaud, Potters)

On a I'égalité des prix E[(St — K)+] ~ E[(SB° — K)4] si I'on a Ia
relation :

OBS :U(1+—M+ﬂ(M2 = 1))



Preuve : Hedge optimal dans le modele de volatilité

stochastique

Ona:

E[(ST - K)+(5t+6 — St)|}-t]
E[(St+e — St)?|Fe]
_ El(S57/5t = K/S5¢)+(Stve/ St = 1)| F4]
E[(St+e/St — 1)?|F]

E[(el W3 17 o2 _ /S, (el a3 [T o2ds _ 1) ]

tte tte
E[(eli etz [ ot — 12 7]

E[(eftT ades—%ftT o2ds K/S ) ( the USdWS)‘]:t]
e—0 E[(IH—e Ude |ft]




Preuve : Hedge optimal dans le modele de volatilité

stochastique

On a alors en utilisant la formule d'IPP avec F(x) = (X — K/S¢)+
(F'(x) = €lexsk/s,) puis Girsanov :

T T €
Ef(ele osdWsm3Je o205 _ K /S,y (1€ 0dWs)| Fi]
E[(JS 0sdWs)2| F]
E[(ft+6 dW )2‘ft]E[eft Udes_% tTUEdsl

ol osaws—3 [T agds>K/St ‘]:t]

E[(J; " osdWe)?| Fi]

B [T oedWe—1 [T o2ds
= E[e t U so2de s 1eftTUde57%ftTagdS>K/5f|J—:t]

= P(effTadeSJr% S otds K/St| Ft)



Preuve : Hedge optimal dans le modele de volatilité locale

On a en utilisant I'approximation
St+e - St 6:0 Stg(st)(Wt—f—e - Wt) .

E[(ST — K)+(5t+e - 5t)|~7:t]

E[(St+e — St)?|F]
_ Elc(t+ €, St4¢)(Stre — St)|St]

E[(St+e — St)?|St]
- Efc(t + €, St4¢)Sta(St) Wese — We)|St]

=0 E[S20(St)?(Wege — Wt)?| St

Elc(t+¢€, St + Seo(Se)(Wipe — We)) (Wipe — Wh)|Se]
) Sto(St)e




Preuve : Hedge optimal dans le modele de volatilité locale

On fait alors un développemet de Taylor autour de (t,S;) :

E[C(t + €, 5t 4+ St0(S¢)(Wige — Wt))(Wt+e — W;)[S:] N
StU(St)E e—0
E[(C(t, St) + €%(t, St) + %(t, St)StO'(St)(Wt+€ - Wt))(Wt—‘,-e - Wt)|5
StO'(St)G

oc

= %(ta St)



Preuve : Etude du rdle du drift

On rappelle que I'on a I'expression explicite suivante pour 7rf

comme fonction de (Ss)s<¢ :

S:
7T2: —_—
' E[N(SO\/M[ T

50\/ M[t, T]

)IFi]

)|5t’ (< S >s)s§t]



Preuve : Etude du rdle du drift

On peut calculer I'espérance conditionnelle ci-dessus sous P* et on
remarque qu'elle peut s'écrire :

S() - 51_-
50 V M[ta T]

ou la fonction F est indépendante du drift p.

E*[N( )ISe, (<5 >s)s<el = F(St, (< S >s)s<t)



Preuve : Etude du rdle du drift

Dans ce cas, le payoff moyen de I'option est donné par (N désigne
une gaussienne standard) :

;
E(Sr—So)s — | mds]
0

:
— EF[(S - So)s — /0 F(Se (< S >4)s<)dS:]

—pt = B,
(———=M04))

T
= SoE[(B +uT —5/ E[N
oE[( M[0,T] T M )+] 0 ; [ M, T]

;
= SoE[(Bump, 1) +1T)+] — 50/0 P(Bumio, 11 + put > 0)udt

= SoE[(Bmio,17)+]



Preuve : approximation gaussienne et Edgeworth expansion

En utilisant la Edgeworth expansion, on obtient (on note Y une
gaussienne centrée réduite) :



Preuve : approximation gaussienne et Edgeworth expansion

On a donc :
E[(X — K)+] B B
= E[@Y - K)4] —E%N(z)(é) —i—E%N("’)(g)

g

X
N

- K _K —2
SKe 222 ke w2 K

= ElY ~ Ryl + g o S 75 S

1),

52

7><2/2
xe " et

ot I'on a utilisé le fait que N (x) = — Yor:

N(3)(X) = (x2 —1).

e—x2/2

Ver




Preuve : formule du smile

On note :
. 0o L e—x2/2
F(o)=E[(cY —K)+] = [{ (ox — K) W dx.

o

K2

On obtient la formule F'(0) = e:/? et donc :

I

ei 202

Vor

E[((c +d0)Y — K)i] = E[(cY — K)] + do



Preuve : formule du smile

On obtient donc I'égalité suivante :
E[(TesY — K)+] ~ E[(X — K)4]

ou lI'on a la relation :



Preuve : formule du smile pour les modeles additifs

On note K = K 050 On reécrit le prix des options :
o E[(ST — K)4] = SoE[(X — K)4] avec X = ST== (rappel :
E[X?] = 02T).
o E[(SB° — K)4] = SoE[(08sVTY — K)] avec Y une
gaussienne centrée réduite.

On obtient alors la formule du smile par la correspondance :

g oVT, s+ opsVT.
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