Le corrigé des exercices

Yi Shan
April 8, 2024

1 Feuille d’exercices 1

Réponse d’exercice 1.1. (1) Soit ¥ = ¥} + ¥ tel que U7 = Al et ¥, L @. On prend le
produit scalaire avec u et obtien que

Donce A =

> et on peut écrire

11)@52:17_@_{@
) (] 1)

—

?7:?71+172,U1

| .
- .
(@ |
I1 est facile de vérifier que ¥, U5 satisfont les conditions désirées et cette maniere d’écrire est
unique.

(2) On définie les applications:

S 2i | &
@), o 201D

(u | )

—

p(v) = U — 7.

Elles sont des endomorphismes de P car le produit scalaire est bilinéaire.
(3) Par notre formule pour p, on a |7 — p(¥)|| = ||va]|. Pour tout @ € Vect{u},

17— @]l = |1 + T — ]| = ||(51 — @) + 03]l = /|61 — @[> + 53]]* = [|%]

car U5 — W € Vect(u) est orthogonal & .

(4) Maintenant @ = (1,2)7.
(a) Quand 7 = (1,1)7, p(¥) = (2,97 et s(0) = (3, 5)7.
(b) On se donne v = (x,y)”, donc

o= (£3)-( DO

et alors P = (1/52/5> Comme s(¥) =2p(0) —v,ona S =2P -1, = (;3}/55§§g>

CURUTN

2/5 4/5
(c) P2 = P et S? = I,. Le résultat n’est pas surprenant car p est la projection d’un
vecteur sur le sous-espace Vect(w), et s est la réflexion par rapport a 'axe Vect ().
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Réponse d’exercice 1.2.

lu|> = u-u =22+ (=5)*+ (—1)* = 30,

v =v-v=(-T7)%+ (—4)* + 6 = 101,
lu+v||* = [|(—5,—9,5)"||* = 131,

u-v=2x(=7)4(=5) x (=4) + (-1) x 6 = 0.

C’est logique parce que la définition du produit scalaire d’une norme || || est

1
w-v = o (fuol* = flul® = o)

Siona A péeR tel que \u + pv = 0, donc
0= (Au+ pwv) - u= 30\
et A = 0. Par la méme méthode, 1 = 0. Alors la famille {u, v} est libre.

Réponse d’exercice 1.3. (1) Tautologie.
(2) Par l'inégalité de Cauchy-Schwartz,

(X[ Y < IX - 1YL
donc

IX + Y5 = X135+ IY]l5 + 20X [ Y) < X5 + (Y15 + 20X 2V ]l2 = (1X[l2 + 1Y ]12)*.

(3) Tautologie.
Réponse d’exercice 1.4. (1) Pour tout (z,y) € E?,
wrylety) ={la)+yly) +2 [y =21+ lyl* + 2z | ),

(x—yle—y) =(lz)+yly)—20|y) = |zl + ylI> — 2(z | v),
(tylz—y) = (|z)—(yly) =zl = yl*.

(2) Pour tout (z,y) € E?, par les résultats de la question précédente on a:
lz+yl* +llz=yl* = (ll* + lyll* + 2(z | 9)) + (l21® + lyl* = 2 [ ) =2 (l=]” + lly*) -

Cette identité s’appelle I'identité du parallélogramme parce que 2 (]|z||? + ||y||?) est la somme
de carrés des longueurs des quatre cotés dian parallélogramme et ||z + y||, |z — y|| sont des
longueurs de ses deux diagonales.

(3) Pour tout (z,y) € E?,

24 o+ yll* <2+ o+ yl* + |z — y)®
=2 (1+ [l2]1* + [ly*)
< 2 (L4 ol + gl + llll - flyll) = 200 + 2 1*) (@ + [ly]]*)-
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Réponse d’exercice 1.5. (1) D’abord on montre que V' est un sous-espace vectoriel de E:
e pourz,y €V, (x+y|u) = (z|u) + (y|u =0 donc x +y appartient a V;
e pourz € Eet A € R, (A\x | u) = Az | u) =0 donc Az appartient a V.

L’espace V' et Vect{u} sont en somme directe parce que leur intersection est nulle: si Au € V,
alors \ = <)‘“|‘“>> =0.

(2) L’application ¢ : E — R,z — (z | u) est une forme linéaire car le produit scalaire est
bilinéaire. Son noyau ker ¢ est V', donc par le théoreme du rang,

dimV = dimker ¢ = dim £ — dimimp =n — 1.

(3) On peut définir la projection orthogonal sur Vect{u} comme:

_Glw o)
P = ™ ol

Y

et la symétrie orthogonale par rapport a Vect{u} comme:

_ 2p(x)
p(u)

Réponse d’exercice 1.6. On va vérifier les trois conditions dans la définition d'un produit
scalaire:

¢+ (S) Pour tout (f,g) € E?,

i) = | soswa= [ soaod= 19

« (B) Pour tout (f,g,h) € E? et tout (A, u) € R?,

(Af + g | B = / AF(E) + pglt)) h(e)dt

1

[ ramo+p / a(Ohr)s
= XNf | h)+ulg|h),

(f | Ag + ph) = / F(t) Qgt) + ph(t)) dt

=\ dt+u/f
<f|9>+u<f|h



« (P) Pour une fonction f € E non nulle, il existe un point zq € [—1, 1] tel que A :=
|f(x0)| # 0. Comme f est continue, on a un intervalle I C [—1, 1] de longueur B > 0
contenant zy tel que pour tout z € I, |f(z)| > A/2. Alors,

(1= / FOCE / PPt > (Aj2)? - B >0,

et donc le produit scalaire ( | ) est definie positif.

Réponse d’exercice 1.7. (1) L’espace Ry[X] est de dimension 3 parce que c’est engendré
par une famille libre {1, X, X?}.
(2) 11 faut résoudre la systeme:

P0)=c=0,P(1)=a+b+c=0,P(2)=4a+2b+c=0.

La seule solution est a = b = ¢ = 0.

(3) Les conditions (S) et (B) sont facile a vérifier, et on peut vérifier (P) en utilisant le
résultat de la question précédente.

(4) La famille {1, X, X?} n’est pas orthogonale car

(L, X)=1x0+1x14+1x2=3#0.

(5) Maintenant on pose
Py=(X —1)(X —2),Pi = X(X —2),P, = X(X —1).

Comme P;(j) = 0 pour tous i # j € {0,1,2}, la famille {Fy, Pi, P»} est orthogonale. On
peut calculer ses normes

f(Po, By) = |Po(0)]| =2,/ f(P, P1) = |Pi(1)| = 1,/ (P, P) = | P2(2)] =2,

et obtenir une base orthonormée {£2, Py, 22} de R,[X].
(6) Similairement, on a une famille orthogonale {Fy, Py, ..., P,} de R,[X] définie par

P(X)=][(X =2;), i=0,1,....n
i
La norme de F; égale [[],;(z; — x;)[, donc on a une base orthonormée:

Hj;éi(X - ;) i n
{—H#i(%_%) o1 }

Réponse d’exercice 1.8.
(i) Vrai
(ii) Faux



(iii) Vrai
(iv) Vrai
(v) Vrai
(vi) Faux
(vii) Faux
(viii) Vrai

Réponse d’exercice 1.9. (1) Facile
(2) Si @ = (x,y)7T, alors
(G| @) =2* +ay+y° = f,(2).

(3) C’est facile de montrer que I'application (i | is) est symmétrique et bilinéaire. Par les
questions (1) et (2), on peut obtenir que cette application est définie positive. On a

1 1
<($1,91)T | (95272/2)T> = T1X2 + ZX1Y2 + ST2Y1 + Y1Y2

2 2
donc A = ( ! 1/2).

= (z1 w) (1}2 1{2> @;) :
12 1

(4) Tls ne sont pas orthogonaux dans cet espace euclidien car

(i17)=1/24#0.

Le ecteur J—G | Ni=7—1/2=(=1/2,1)T est orthogonal avec 7. Alors on peut prendre

7. (=12 1 2 i ;
h12) (\[ \[) tel que {i,k} est une famille orthonormée.

?T‘

Réponse d’exercice 1.10. (1) Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

2 < Zuz : sz = Su(u) - Sp(v),
k=0 k=0

donc la suite {p, } converge. Pour deux suites réeles u, v dans ¢3(R), la suite

n

Sp(u+v) = Z(uk + ) = Sp(u) + Sp(v) + 2pn

k=1

converge. On peut montrer facilement que pour toute u € lo(R) et A € R, Au € £5(R). Alors
l5(R) est un espace vectoriel.
(2) Tautologie



Réponse d’exercice 1.11. (1) Je ne veux pas faire ¢a dans LaTeX.

(2) Le produit scalaire 1, - i}, égale cosacosb + sinasinb. L’angle entre ces deux vecteurs
unitaires est |b — al, donc

Ug - Uy = cos |b — a] = cos(n — a).

Alors on retrouve
cos(b — a) = cosacosb + sin a sin b.

(3) Utilise la méme méthode pour:

° Ufa : ﬁby
o Uz_g - Up;
® Ug_b T U_g-

Réponse d’exercice 1.12. (1) Similairement avec Exercice 1.6.

(2)
(i)

1 2m 1 o _
(ck | co) = 2—/ cos(kt) cos(lt)dt = cos(k + £)t + cos(k g)tdt
T Jo

T 2r Jy 2
_{ 1/2, sik =1/

0, sinon
(ii)

1 [?" cos(k — )t — cos(k + )t

1 2m . .
{5k | 50) = o /O snkt) sin )t = 5 | . dt
12 sik=t
] 0, sinon
(iii)
L[ _ 1 [* sin(k 4 £)t +sin(¢ — k)t
(e | se) = %/0 cos(kt) sin(lt)dt = o /. 5 dt = 0.

Donc {cg, 1, ¢, ..., 81, S2, ...} est orthogonale.
(3) Comme {co, c1, ¢2, 1, S2} est orthogonale, cette famille est libre, donc

dim Vect{co, ¢1, 2, 51,52} = 5.



2 Feuille d’exercices 2

Réponse d’exercice 2.1. (a) On applique le procédé de Gram-Schmidt pour {a, b}.

v = G) lvil[2 =5, donc vy = % G)
V2= G) ey = G) - @ ) <—21/?5)

[v2]|? = 1/5, donc vy = V5 (_21/?5) = % (—21>

v = (1),”V¢H2::2,donczq::—}5 (1)
= () (0 -6) -3 0) - ()

WMP:UdeCW:V@(ﬁ§>:§%(Z§-

En changeant 'ordre des vecteurs, nous obtenons une base orthonormée différente du méme
espace euclidien.
(3) On continue le procédé:

(B0 B
( ) 5 ( ) 1/5 ( 1/5) =0

Donc le troisiéme vecteur devien nul.

(2) Pour {b,a},

Réponse d’exercice 2.2. Je ne donne que les résultats finaux:

(1)

6,7 2/7
3)7], | —6/7
2/7 3/7
(2)
4/5\ [-3/5\ /0
o], o |, |1

3/5 4/5 0

1 0 0
L0
0 0 1



VB (VBN (12
() L) (0

1/v/3 —2/1/6 0
(5)
1/2 1/2 1/2
1/2 —1/2 1/2
1201 =172 | -1/2
1/2 1/2 —1/2

1/10 —~1/V/2 0

7/10 0 1/v/2
1 1/v2 |’ 0
7/10 0 —1/V2

Réponse d’exercice 2.3. (1) Pour (k, /() € N?,

3 ; 1 bt 1— (_1)k+2+1
(XF XY= | g =—2"1
L k+0+1

(2) Pour l'espace Vect{1, X, X?},

1
V1:1,HV1”2:2:>U1:—

\/Q
L Xy ) _ V3
V2—X-<1|1>1—X,||V2|| —2/3:>U2—\/§X
e XN (XPIX) e ) 35, Vb
Vs = X2 — <1|1>1--<X|X>X_X 1mmwu_w%:M@_%ﬁX Wi

Alors on a obtenu une base orthonormée
1 Vi, 35,
V2'IV2 v 22
(3) On peut voir P(t) comme une fonction continue et appliquer le résultat de 'exercice 1.6.

Réponse d’exercice 2.4. (a) Comme V = Vect{(1,1,1)}*, on a V+ = Vect{(1,1,1)} et
{(1,1,1)} est une base de V+.
(b) Un vecteur v € V < v = (z,y,2) t.q. x = —y — 2, donc

v = (_y - Z,y,Z) - y<_17 170) + Z(_L 07 1)



et {(—=1,1,0),(—1,0,1)} est une base de V. En utilisant le procédé de Gram-Schmidt, nous
obtenons une base orthogonale {(—1,1,0),(—1/2,-1/2,1)} de V.
(c) Pour v = (z,y,2)" € R,

0] (~1,1,07) ] (-1/2,-1/2,1)7)
)= cnore O T SR i e
2 1 1 1 2 11 1 2.,
BRI LINE SR LA R S e
2/3 —1/3 —1/3\ [«
~1/3 23 —1/3| |y,
~1/3 —1/3 2/3 ) \»

donc la matrice représentative de py est

2/3 —1/3 —1/3

(-1/2,-1/2,1)"

P,=1(-1/3 2/3 -1/3
-1/3 —-1/3 2/3
et celle de py 1 est
1/3 1/3 1/3
Ppo=I—-P,=11/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3

(d) Par le résultat du 4 dans l'exercice 2.2, {(1,1,—2),(1,—1,0)} est une base orthogonale
de V.

Réponse d’exercice 2.5. (1) Un vecteur (z,y, z,t)T appartient a V- si et seulement si

r—y=0,3x+y+2z=0.

(2) On peut écrire (z,y, 2,t)T € V* sous la forme
(z,2, —4z,t)" = x(1,1,-4,0)" +¢(0,0,0,1)"
donc {(1,1,—4,0),(0,0,0,1)} est une base de V-+. Par le procédé de Gram-Schmidt, on a

une base orthonormée \/_ \/_ \/_
2 V2 242
— __70)T7 (07070’ ]‘)T}

{(6’?’ 3

de V+.
(3) Un vecteur (z,y,z,t)T € V si et seulement si (x,y,2,t)T L V4, qui est équivalent a

r4+y—42=0,t=0.

(4) Par la question (2), {a,b,c, (1,1,—4,0)T} est une base de R*. Comme

—a+b+9c—9d
2 )

(1,1,—4,0)" =
B = {a,b,c,d} est aussi une base de R*.

(5) Facile
(6) Refaite le procédé de Gram-Schmidt si tu veux.
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Réponse d’exercice 2.6. (1) (1,1, —-2)T.
(2) La projection sur Pt est donnée par

1/6 1/6 —1/3

(v ](1,1,-2)T) B r+y— 2z T - ;
ppe(v) = (1,1, —2)T|2 (1,1, 2) 6 (1,1,-2) _11/?3 _11//63 21/é3 )

o 5/6 —1/6 1/3
pp(v) =v—pp(v)=[-1/6 5/6 1/3|wv.
/3 1/3 1/3

(3) La distance

d((07 0, 1)T7 P) = ||(0> 0, 1)T _pP((()? 0, 1)T)|| = ||(_1/37 _1/37 2/3)T|| =

“|S

(4) On les a déja écrites.

Réponse d’exercice 2.7. Soit V' C R[X] le sous-espace engendré par {1, X, X2}, donc

1
inf / (t* —at® — bt — c)?dt = d(X? V)? = || X? — pp(X?)|].

a,b,c 1
Par 'exercice 2.3, on a une base orthonormée {\}5, %X, §§X2 } de V, alors
11 V3. V3 V5 V5
XH=(X?| —=)—= +(X? X)——=X +(X? | —=(BX*-1)—=(3X* -1
pv()<’\/§>\/§<|\/§>\/§ <|\/§( )>2\/§( )
3
=-X.
5
On peut calculer
. 9 6
d(XP, V)2 = X7 = 3X/5]* = (XP | X%) 4+ (X | X) = o (X7 | X) = 8/175.

Réponse d’exercice 2.8. (1) Pour un vecteur v € E,
vEFTNGre vl FvlGevl (F+G)esve (F+G)

donc F- NGt = (F +G)*.
(2)
FlyGt= ((FL + GL)L>L — (P N (@D = (Fno)t

(3) Les deux sous-espaces F* et G sont en somme direct car
FrNnGH=(F+G)*=E=0.
Comme F1 + G+ = (FNG)t =0t =E,ona B =F+ &Gt
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Réponse d’exercice 2.9. (1)(2) Tautologies

(3)
Vi=1f(Vi,Vi)=1= U =1

Vo= X = f(X, 1) 1= X =1, f(Va,Va) = 1= Up = X —1
1
V= X2 (X3 1) 1= (X3 X 1) (X —1) = X2=2X +1, (5, V3) = 4 = Uy = (X —1)?

Alors Uy =1,Us =X — 1,U3 = %(X —1)2
(4) On peut vérifier facilement que

f(U, P) = P(1), f(Uz, P) = P'(1), f(Us, P) = P"(1),

dont

P:ﬂwjmh+ﬂ@Jm5+ﬂ%ng:Pm+meX—U+PSHX—U?

(5) Pour R,,[X] et un nombre a quelconque, en appliquant le procédé de Gram-Schmidt pour
{1,X,..., X"} et le produit scalaire

f(P.Q) = Z PY(a)Q"(a),

on obtient une base orthonormée {Uy, Uy, ..., U,}:

1

(X —a)"k=0,1,...,n.

Alors pour tout P € R,[X], il a un développement de la forme suivante:

3 Feuille d’exercices 3

Réponse d’exercice 3.1. (1) La matrice M € O3(R) si et seulement si les vecteurs colonnes
forment une base orthonormée de R3 muni du produit scalaire usuel. Alors, on a

3+a’+3=6

24+2+b02=6

A4+ d®>+e?2=6

V6+v2a+v3b=0

V2 +2d+be =0
L V3c+ ad+ V3e =0
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En résolvant ce systeme d’équations, on obtient

et
A4+ d®>+e?=6
c+d—e=0
c+e=0

Alors

(a,b,c,d,e) = (0,—v2,1,—2,—1) ou (0, —v/2,—1,2,1).

(2) Le déterminant de M, en prenant a = 0,b = —+/2, égale
det M = (—c+2d + ¢)/6.
Donc M € SO3(R) si et seulement si (a,b,c,d,e) = (0, —v/2, —1,2,1).
Réponse d’exercice 3.2. (1) On pose que
a1 Gi2 Qi3
M = 0 az as

0 0 as3

avec 11922033 7£ 0 et M_l = (bz’j)lgi,jg& La relation ]\4']\4_1 = 0 montre que

(MM—1)31 = assbsi,
( M71)32 = as3bsg,
( M_1)21 = A92b21 + assbs;.

Alors on a by = by = bgs = 0, donc M~ est inversible et triangulaire supérieure. Les
coefficients diagonaux de M ! sont aj}, ay, , az; .

(2) Une matrice inversible et triangulaire supérieure M est orthogonale si et seulement si
M=t = MT. Comme MT = M~! est triangulaire supérieure par la question précédente,
donc M est triangulaire inférieure. Une matrice qui est triangulaire supérieure et triangulaire
inférieure en méme temps est diagonale, donc les matrices triangulaires supérieures de O3(R)
sont des matrices diagonales a coefficients diagonaux non nuls.

(3) Soit M une matrice orthogonale dont les coefficients sont tous positifs. Supposons que
certaines colonnes de M contiennent plus d’un élément strictement positif. Alors, selon le
principe des tiroirs, il doit y avoir un composant strictement positif dans au moins deux
colonnes, ce qui contredit I'orthogonalité de M.

Alors les matrices orthogonales a coefficients positifs sont

o o o
I

M
M

1 00 1 00 010 010 001 0 01
0o10}),{0O0T1),{2 00,10 0 1},{12 0 O0),10 1 O
0 01 010 0 01 1 00 010 1 00
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Réponse d’exercice 3.3. (1) Pour tout vecteurs X,Y € R,

(PX | PY) = (PX)'PY = XTPTPY = XTY = (X | V).

(2) Soit Z € C™ un vecteur propre correspondant a A, et on écrit Z = X +iY, ou X, Y € R™.
Comme AX +i\Y =7 =PZ = PX +iPY,ona PX = )X et PY = \Y. Alors on peut
supposer que A admet un vecteur propre réel X € R". Par la question précédente,

NX|P = (AX | AX) = (X | X) = | X]*.

Alors M» =1et A=1o0u — 1.
(3) Maintenant on a PZ = AZ pour A € C et Z = (21,...,2,)" € C".

Q) Z Z=|a]?+ -+ |22

(b)
(PZ)'(PZ)=2 P'PZ=7"Z.
(c) Comme PZ = \Z,
NZ'Z2=2Z"\z=PZ P2=7"2Z

Donc |A| =1 car 7" Z est non nul.
(4) Soit A € M, (R) symmétrique admet une valeur propre A € C pour laquelle on a un

vecteur propre Z € C". Le produit matriciel ANV égale
Z'0\2)=)2"Z.

Comme A est symmétrique, Z7'AZ =7 ATZ = (AZ)TZ = X(?TZ), donc A = X\ est réelle
car Z' Z est non nul.

Réponse d’exercice 3.4. (1)(2) Tautologies.
(3) Le sous-espace V' := ker(¢ — Id) est le sous-espace de polynémes pairs, qui est engendré
par {1, X2}. L’orthogonal de V est engendré par X, alors V' est le sous-espace de polynomes
impairs.

On peut décomposer P comme

_P+o(P)  P—y(P)
= + ,
2 2
ou (P+¢(P))/2 est un polynéme pair et (P—p(P))/2 est impair, donc P +— (P—p(P))/2 est
la projection orthogonale sur V4 = Vect{X}. Alors la symmétrie orthogonale par rapport

a V est donnée par
P —¢(P)

P P =2 ——o = o(P),

P

donc ¢ est un symmétrie orthogonale.
(4) La matrice de ¢ est diag(1,—1,1), donc ses valeurs propres sont 1, —1.
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Réponse d’exercice 3.5. On note ker(u —Id) par F', et note Im(u — Id) par G. Pour tout
x € F et tout y=u(z) —2z € G, on a

(@ y) = (z|u(z)) = (= | 2) = (u(z) | u(z)) = {z | 2) =0,
donc F' L G et par le théoréme du rang E = F & G. Alors F+ =G et G+ = F.

Réponse d’exercice 3.6. Facile. On peut écrire E comme F; @ Ey dont u|p, = Idg, et

u|g, = —1dg,. Alors E est la symétrie orthogonale par rapport a Ej.
010

Réponse d’exercice 3.7. (1) P= (1 0 0
001

/3 2/3 —2/3
@ 0= 23 1/3 2/3

—2/3 2/3 1/3
(3) Tautologie.

Réponse d’exercice 3.8. sos = Id. Soit S la matrice de s dans une base orthonormée.
Car 82 =1= 5SS, ona S = ST. Alors S est orthogonale et symétrique.

La réciproque: Soit s une isométrie vectorielle de £ dont le matrice S de s dans une
base orthonormée est orthogonale et symétrique. Alors S? = SST =T et s> = Id. Si A
est un valeur propre de s, donc il existe un vecteur non-nul v € E tel que sv = Av. Car
v =s%v = s(\) = A%, on a A = £1. Par I'exercice 3.6, s est une symétrie orthogonale.

Réponse d’exercice 3.9. (1) Par le procédé de Gram-Schmidt, on a les identités suivantes:

T
U1 = T1, U1 = m,
_ _ (T | 71) U2
vy = Ty — (Tg | u)uy = 23 — o 200 2 = ol
1] 21 2
alors pour k& = 1,2,....n, le vecteur u, = HZ_QH’ ou vy € x + Vect{xy,...,z5_1}. Car

Vect{zy,...,xx_1} = Vect{uy,...,u}, pour chaque k, z) € |vg|lux + Vect{uy,... , ur_1},
donc R = Mat, X est triangulaire supérieure a diagonale positive.
(2) Soit & la base canonique de R"”. Comme

A = Matg X = Mateld - Maty X = Matglf - R,

la matrice A peut s’écrire QR, ou Q = Matelf est orthogonale et R est triangulaire supérieure
a diagonale positive.

(3) 11 faut montrer que si une matrice orthogonale X est triangulaire supérieure a diagonale
positive, alors X = I,,. C’est montré par la méme méthode de 'exercice 3.2(2).
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4 Feuille d’exercices 4

Réponse d’exercice 4.1. (1) Dans le base {7,;}, on a

— — —

5a(1) = 2pp, (1) — 1 = 2ty | 1)y — i = (2cos* @ — 1)i 4 2sin a cos aj = cos 2avi + sin 2],

donc la matrice représentative S, est
cos2a  sin2a
sin2a —cos2a )
(2) Pour deux réels a et 3, les produits

S g (cos 200cos 23 + sin2asin 23 cos 2asin 23 — sin 2ar cos QB) (cos 2(a— ) —sin2(a— B))
arpB — - 5

sin 2« cos 28 — cos2asin 23 sin2asin 23 + cos2acos2f ) \sin2(a— ) cos2(a — f)

_ [cos2(f —a) —sin2(f—«)
S = (sin 2(f—a) cos2(f—a) ) ’

(3) On note la matrice de la rotation d’angle a par M,. Par la question (2), on a S,Sz =
My(o—p) pour tous «, 8 € R. Alors pour la rotation M,,

M, = Mja/2—0) = Sa/25

est la composée de deux symétries orthogonales.
(4) Le groupe O(P) n’est pas commutatif parce que Sr/1S0 = My/2 # M_r/2 = S0z /4.

Réponse d’exercice 4.2. (i) C’est une rotation d’angle /4.
(ii) C’est une symétrie par rapport a

—1/2 /32

ker(u — Id) = ker (\/§/2 3/2

) = Vect{(+v/3,1)7}.

(iii) C’est une symétrie par rapport a
_ —8/5  4/5\ _ T
ker(u — Id) = ker ( 4/5 _2/5) = Vect{(1,2)" }.
(iv) C’est une symétrie par rapport &

ker(u — Id) = ker (128//115) _112é/1i))3> = Vect{(3,2)"}.

Réponse d’exercice 4.3. Soit {¢'} une base de I'orthogonale de la driote Vect{@} dans E.
Comme f € O(F) et f(u) = u, 'image f(v) égale £v. Si f(v) = v, f =1d; si f(v) = —7,
J = Svect{a} est la symétrie par rapport a la droite Vect{u}.
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Réponse d’exercice 4.4. (1) Car det A = 1, il existe une base orthonormée & = {e1, €2, e3}
dont la matrice de I’endomorphisme u dans & est

1 0 0

0 cosf —sinf | ,0¢€ [—n, 7.

0 sinf cosf
La droite D = ker(A — I3) est engendrée par (x,y,2)T t
-1/2 —V2/2  1/2 T
V2/2 -1 22| |y]| =0ex=2y=0.
/2 V2/2  —1/2 z

.q.

Alors on choisit e; = (1/v/2,0,1/v/2).

Comme Tr(A) = 142cosf, onacosf = 0,donc § = —7/2 oun/2. On prend X = (0,1,0)
un vecteur quit n’est pas colinéaire a e;. Car det(eq, X, u(X)) = det(ey, X, AX) > 0, sinf
est positif et § = 7/2, donc u est une rototaion d’axe dirigé par e; et d’angle 7 /2.

Pour la base B, on choisit e; = (0,1,0), donc e3 = e; A ey = (=1/v/2,0,4/1). En

1/v/2 0 —1/v2
conclusion, dans la base 0 N I 0 , la matrice de la rotation u est

1/v/2 0 1/v/2

0
-1
0

_ o O

1
0
0

Remarque: La base {ej, es, e3} n'est pas unique, et si on change l'orientation, I'angle de la
rotation u devient —f = —7/2.
(2) On peut choisir la base

1 1 1

1
er,eg,e3f =8 — -1, — (1],
{e1,e2,e3} i 5 2\,

et la matrice de uw dans cette base est

-1 0 0

0 5/6 —v/11/6

0 V11/6 5/6
L’endomorphisme u est une antiroration d’axe dirigé par e; et d’angle arcsin %.
(3) On peut choisir

—_

—_
|

\)

1 1 1
€1,€2,¢€ = o = 4 y T = o )
{1 2 3} 3\/5 . \/5 4 3 5



et la matrice de v dans cette base est

1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

L’endomorphisme u est une roration d’axe dirigé par e; et d’angle 7.

Réponse d’exercice 4.5. Les isométries f de F t.q. f(@) = 4 sont des isométries du plan
vectoriel Vect ()"

Réponse d’exercice 4.6. Quand v € F', I'identité est vrai. Maintenant on suppose que
v ¢F.

Le produit vectoriel 77 A ¥ est orthogonal avec Vect{n, v}, donc (T AU | ppr (7)) = (AN |
v — (U] iyr) = 0. Par la formule dans Exercice 4.9, on peut obtenir

pre(@) A ([ AD) = ([0 = Ipr(@)]?) 7,

—

alors {pp.(¥),7 A U} est une base orthogonale directe du plan F*.

Rappel: Dans le plan vectoriel P muni d'une base orthonormée directe {;, ;}, I'image
de i sous la rotation ry est (cos )i+ (sinf);.
Alors on a

19,7(V) = pr(0) + ro(prL (7))

= (V| m)ii + ||lprL ()| (cos f———— +sin Hﬁ)
lpFe ()] 17 A

—

— (5| /)7 + (cos B) (5 — (¥ | 7)) + (sin O)7 A ©.
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Dans la derniere étape, on a untilisé:
17 A g = 7]l - |9]]] sin (7, 7)| = |[ppe (D).
La symétrie orthogonale sp. par rapport & F- est donnée par sp. (%) = ¥ — 2(Z | #)7ii. La
composée de gz avec spL est
T@ﬁ(SFL (17)) = 7“9777(17— 2(17 ﬁ)ﬁ)
= 19.7(0) — 2(0 | T)re u(M)
= —(U | i)yri + (cos 0)(0— (V| 7)n) + (sinO)m A .

On peut trouver que 1y 0 SpL = SpL O Ty 7.
Une autre méthode: On peut choisir une base orthonormée directe {é}, e, €3} de E
telle que €; = 7 et la matrice de 75 dans cette base est

1
cosf —sinb
sinf cos®

Maintenant dans cette base 7 = (1,0,0)7 et soit ¥ = (z,y, 2)7, puis I'identité pourrait étre
montrée par un calcul direct.

Réponse d’exercice 4.7. Le produit vectoriel 4 A @ est orthogonal avec Vect{w, u'}, donc
uNt € (Vect{w@}+ Vect{w'})* = Vect{@}*NVect{w'}* = PNP’". Comme @ et @ ne sont pas
colinéaires, la dimension de Vect{w, @'} égale 2, alors dim PNP" =1 et PNP" = Vect{uAu'}.

Réponse d’exercice 4.8. Par la formule ||u A 9| = ||]| - ||7]]] Sin(ﬁ,/gﬂ.
Réponse d’exercice 4.9. Si U est colinéaire a w, alors
UN(UAWD) =0=(u|d)yv— (d|v)d.
Sinon, ¥ A @ # 0 et on a une base {7, 4, A W} de E. Soit
UN (VA W) = at + bl + ¢t A\ 0,
et il faut trouver a,b,c. Comme (T A (VA W) | @) =0 et (A (TAW) | ¥A W) =0, on a
0= (al+ bW+ cTAW | TAWD) = c||TAE|* = =0,
0= (aU+ bW+ cUNW | U) = a(V | u) + b{w | 4),

donc @ A (UA W) = AN(u | W)V — (U | ¥)w) pour un réel .
Soit {Z,j, k=1A j} une base orthonormée directe canonique de E. On prends (i, ¥/, )

étre (7,1,7), puis

alors A = 1 et on a obtenu l'identité désirée.
Le produit vectoriel n’est pas associatif parce que

(@AT) AT = —TA (GAT) = —(T | BT+ (@ | D)F £ DA (T A D).
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5 Feuille d’exercice 5

Réponse d’exercice 5.1. Dans ce cas, on a

orn = (1) = (5)+ (U1, U27) () - orior+ o,

donc f(O) = (g) et I'application vectorielle associée f est une rotation d’angle 7/3. Le

T

point fixe 2 = (
Yo

> satisfait
Lo (L2 —/3/2 o\ (2
> \W3/2 1)2 yo) \0)’
alors Q = (1,4/3)”. En conclusion, f est une rotation de centre Q = (1,+/3)” et d’angle 7/3.

Réponse d’exercice 5.2. Pour tous M = (zl) et N = (;2>, on calcule la distance
1 2

d(f(M), f(N)) = /(2] — )% + (4§ — v5)?
= \/(!L‘l —2y1 — To + 2y2)% + (221 + y1 — 229 — yo)?
= /521 — 22)% + 5(y1 — y2)?
— V/5d(M, N),

alors f est une similitude de rapport v/5.
On peut réécrire f(M) comme:

z’ 1 1/v/5 —2/V5\ [z
M) = = .
Fan (y) <1> s <2N5 175 )\
Comme la matrice (;;ﬁ _12/\/55 > a déterminant 1, la similitude f est directe.

Le centre Q = (2q,yq)? de f satisfait 1’équation:
1+ 20— 2yq _ xTQ
142z +ya ya )’
donc €2 = (_1/2).

1/2
En conclusion, f est la composée de la rotation d’angle § = arccos1//5 et de centre

—1/2
0= ( 1 /2 ) avec la homothétie hq, /5 de centre () et de rapport V5.
Réponse d’exercice 5.3. (1) L’application vectorielle associée f est la composée Ryo f[j o
ﬁl, donc

—

f=rrpoidor,, =r, = —id.

19



(2) f(O) =@, )" f(I)=J, f(J) =1
(3) L’application affine f est une rotation d’angle 7 et de centre (1/2,1/2)7.

Réponse d’exercice 5.4. (1) En utilisant I’écriture complexe,

2= f(z) =2' +iy

2 21
1+iv3
=2 z
2
:2+€i7r/32.
Alors f est une rotation d’angle 7/3 et de centre d’affixe l—e+/3 =1+44/3.
(2) En utilisant 1'écriture complexe,
2= f(z) =2+
=1+i+(1+2)z+(-2+17)y
: N ZTZ N2
=147+ (1+ 2)( 5 )+ (=24 9)( 5 )

=140+ (1+2i)z.

Alors f est une similitude directe de rapport |1 + 2i| = /5. Son point fixe  correspond A

144 _ =143 ; . . ys .
—a+2) — 2z - L’application f s’écrit alors

f = hQ,\1+2i| © RQ,arg(1+2i) = h’Q,\/g © RQ,arCCOS(l/\/g)'

(3) En utilisant 1'écriture complexe,
2= f(z) = Ryot;50Ri(z)

= Ryot;; (ei”/Q(Z— 1) +1)
=Ry(—1+i+i(z—1)+1)

= ™2 (iz — i) +1i
=141—2z
Alors f est une rotation d’angle 7 et de centre % = %

Réponse d’exercice 5.5. (a)

f(2) =1 +i)4+2™2 (2 — (1+1)) =3 — i+ 2iz.
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(b) Le centre de g est 1—22&1_1') — 2 + 3i, le rapport de g est |1 —i| = v/2, et I'angle de g est
arg(l — i) = —7/4. Alors g est la similitude directe de centre d’affixe 2 + 3i de rapport /2
et d’angle —m /4.
(c)

gof()=g(3—i+2)=g(i+3)=(1—i)(i+3)+2—3=1,

donc go f(I) = I. Le produit de 1 —i avec 2i égale 2+ 21, alors go f est la similitude directe
de centre I de rapport 2v/2 et d’angle /4.

Réponse d’exercice 5.6. (a) Soit § langle orienté (AB, AC), donc il existe un réel X € R
tel que .
20— 24 = N (25 — 24),

ZBTZA

(b) Par la question (a),

alors 6 = arg <M>

(A/_B/ , Al_b/)

s (FE e )

((azc +b) — (aza + b>>

= ar
& (azp +b) — (azs + b)
(ZC—ZA
= arg
ZB — RA

— arg(AB, AC).

(c) Une similitude indirecte est la composée d'une similitude directe avec la similitude rep-
resentée par z — z. Comme on a

Zc—Za\ 2o —ZA\ Zo — 24
arg | —— | = arg = —arg )
ZB — ZA ZB — ZA ZB — ZA

les similitudes indirectes transforment tout angle en son opposé.

Réponse d’exercice 5.7. (1) 7p = (1,1)T est un vecteur directeur de D. Pour un vectur

7= (z,y)T, limage

donc la matrice de &5 dans la base (OI,0J) est (91).

(2) La nouvelle origine O’ = (1,—1)T. Pour tout point M de coordonnées (Z:), I'image

() ()G o) 6) - (45)
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(3) Dans le repere (O, 1, J),

donc h n’admet pas des points invariants.

Réponse d’exercice 5.8. (1) Dans ce cas,

Y= fle)=2—i+( 3; ')z
Comme 34 4
- ; LT (2-i) =0,

f est une symmétrie orthogonale par rapport a la droite D passant par % et faissant un

arccos(—3/5)
2

angle avec l'axe des abscisses.

(2) Dans ce cas,
3440 _

3 )Z.

2= f(z)=—=14+3i+(

Comme )
-3+ 4

=143+ (—143i) =2+ 41 #0,

f est une symmétrie glissée, composée de la translation par le vecteur 1427 et de la symmétrie

. _ 1 . —-3/5 .
de droite D passant par =12 et faissant un angle M avec I'axe des abscisses.

/

Réponse d’exercice 5.9. (1) Soit f(z) = cz + d une similitude directe telle que f(a) = a
et f(b) =V. Alors,

_ b U N /- I
C:f(a) f():a b,d:a’—ca:ab ba’
a—>b a—b a—>b

donc la similitude directe est unique et donnée par

a = abl — ba’
z
a—>b a—2>b

f(z) =

(2)

(a) Quand A'B' = AB < o — V' = a — b, Papplication f(z) =z+ (a' —a), alors f est une
translation.

(b) Quand A’B’' = AB, le module de =% égale 1, donc f est une isométrie.

a—b

(¢) Quand A'B = —2AB,onad — ¥ = —2(a —0b). Alors f(z) = =2z 4+ d’ + 2a, et f est
une similitude directe de rapport 2. Son point fixes ) a point affixe w = “;122“ = a’+T2a
En conlusion, f = hgs o Rqr.
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